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Eulercharakteristik

Elementarmengen

Definition

Eine Menge B C R heiBt Elementarmenge, falls B kompakt und
B N E einfach zusammenhangend ist fiir jede k-dimensionale
achsenparallele Ebene E, k=1,...,d.

Bemerkung

Die leere Menge () ist eine Elementarmenge.
C konvex und kompakt = C Elementarmenge

Definition

| A\

m
A C R ist ein elementarer Komplex, falls A= |J B; und

i=1
B,, N...N B,, Elementarmengen sind V vy,...,v, k=1,...,m.

v
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Eulercharakteristik

Eulercharakteristik

Berechnungsmoglichkeit

A elementarer Komplex

# disjunkte Intervalle ,d=1
= PA = S(GANE) — p(ANE, ) ,d>1

X
wobei ¢(AN E,-) = limp(AN Ecy),
y

Ex = Ex(j) = {t e RY : t; = x}, und es wird iiber diejenigen x € R
summiert, fiir die der Summand nicht Null ist.

v
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Eulercharakteristik

Beispiele

@ Interpretation:
d =2: ¢(A) = # zusammenhingender Komponenten
- # Locher
d =3: ¢(A) = # Komponenten + # Locher - # Tunnel
@ Beispiel: (d =2)

(@) (A)=0 (b) p(A) =1
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Eulercharakteristik

k-Facette

Sei T =0, T1] x..x [0, Ty] C R? mit T; > 0.

Eine Menge J C RY heiBt Facette der Dimension k, falls gilt:

J={teR9: =67 & o(J)
0<<T;, ,jeol)]’
wobei o(J) C {1,...,d} mit |o(J)| = k und {ej,j ¢ o(J)} eine
Folge von Nullen und Einsen ist.
Ferner bezeichne J, die Menge der Facetten von T mit Dimension

k und O die Menge der Facetten mit Dimension k, die den
Ursprung enthalten.

Es gilt: [Jk| = 277%(f) und |Ok] = ()

V.
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Eulercharakteristik

geeignet regular

Definition

Sei f eine reellwertige Funktion und auf einer offenen Umgebung
von T definiert.
f heiBt geeignet regular bzgl. T zum Niveau v, falls fir ein festes
u € R die folgenden drei Bedingungen fiir jede Facette J von T,
fir die d € o(J) ist, gelten:
@ f hat stetige partielle Ableitungen bis einschlieBlich zweiter
Ordnung in einer offenen Umgebung von T
o fj; hat keine kritischen Punkte zum Niveau u
o Es gibt kein t € J, fir das 0 = f(t) — u = det D,(t) = a%f(t)
Vj € o(J)\{d} gilt, falls J € Jx und D,(t) bezeichne die
symmetrische (k — 1) x (k — 1) Matrix mit den Elementen

325 £(2), i.j € a(I)\{d}.
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Eulercharakteristik

geeignet regular

Sei f : RY — R geeignet regulir beziiglich eines beschrankten
Quaders T zum Level u. Dann ist die Exkursionsmenge
Au(f, T)={t € T :f(t) > u} ein elementarer Komplex.
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Eulercharakteristik

Eulercharakteristik

Sei f ein reellwertiger GauB-Prozess. Ist f fast sicher geeignet
reguldr, dann gilt fiir die Eulercharakteristik von A,(f, T):

o(AL(F, T)) ZZZ

k=0 JeJ i=0

wobei
Jk := Menge der k-dimensionalen Facetten in T
wi(J) =#{t e J: f(t) > u,
() = 0.j € a(J),
efi(t) > 0,j ¢ o(J),
index(fmn(t))m,nEU(J) =k —i}
6_7: Folge von + und - Einsen

9 Regina Poltnigg und Henrik HaBfeld



Eulercharakteristik

Voraussetzungen fur f

@ Sei f ein zentrierter, stationarer GauB-Prozess uber T, d.h.

o E(f(t)) =0V teT
o fiir die Kovarianzfunktion C : RY x R? — R gilt:
C(s,t)=C(s—t) und
E(f3(t)) = 02 = C(0) (konstante Varianz)
@ Die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung mogen fast
sicher existieren.
Wir schreiben f;(t) = -2 sef (1), fi(t) = atat f(t) und

bezeichnen die Hesse-Matrix mit V2.
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Eulercharakteristik

Voraussetzungen fur f

o Die gemeinsame Verteilung von (fi(t), f;j(t))i j=1,...d Sei nicht
degeneriert und fur ein o > 0 und ein K > 0 gelte

max | Cr,(t, t) + Cr,(s.5) — 2Cr (s, t)] < K [In |t — s]| 717
iJ

Vs, teT mits#t.

Bemerkung

Aus diesen Voraussetzungen folgt, dass f fast sicher geeignet
regular ist.
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Hermite Polynome

Definition

o iterative Darstellung: Hpy1 (x) = xHp (x) — nHp—1 (x)
o Beispiel: Hp(x) =1

Hi(x) = x
Ha(x) = x* —1
H3(x) = x> — 3x
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Bezeichnungen

o A= E(fi(t)fi(1)),
N=(Nj)ij=1,..d
A= (AU)I',J'GU(J)' k x k Matrix

@ Der Index einer Matrix ist die Anzahl ihrer negativen
Eigenwerte.
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Sei T =[0, T1] x..x [0, Tg] € RY mit T; > 0 und sei v € R. Fiir f
gelten obige Voraussetzungen. Sei

pk = F#{t € T : £(t) > u, VF(t) = 0,index(V?f) = k}
Dann gilt fir d > 1:

d d 1/2
S (1)) = CATIA Y e
E( o ”k> =Gy o () e
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Fir f und T sollen obige Voraussetzungen gelten. Fiir u € R sei
A, =Au(f, T)={te T:f(t)> u} die Exkursionsmenge zum
Level u und ¢ bezeichne die Eulercharakteristik. Dann gilt:

i JIIA L2
E(p (A) = e~*/2" ZZ (27’r ’(L+J1’/2ngk 1<u)+

B

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
Fiir das k-dimensionale Volumen |J| von J € J gilt:

U= 11 T

ico(J)
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

@ Seien die Voraussetzungen des Theorems gegeben.
AuBerdem sei f isotrop, d.h. C(t) = C(|t])

=[0,7]7 und Xy := E(£3(t)) = Var(fi(t))
e Dann gilt:

(o (A) = 12 ZM’# ()2 (C))
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Beispiel 1

d=1.T=[0,7]

“)) 4 ™ i

o 2o

02 =1, A = 200 o2 =1, X\, = 1000

Bemerkung

Falls f stationar und isotrop ist, ergibt sich also die Rice-Formel als
Spezialfall aus obigem Korollar fiir 02 = 1.
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Beispiel 2

d=2: T=[0,7? 02=1

72\

=k <cp(Au(f, [0, 712))) = [(27T)3/2 u+

1/2
Ex ]e_"2/2+<1—¢(u))
27

2 4

v

A2 =200
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Metatheorem

Falls f und g zentrierte GauB-Prozesse iiber T sind, fiir jedes
t € T die gemeinsame Verteilung von (f(t), Vf(t), g(t)) nicht
degeneriert ist und wenn weitere Regularitatsbedingungen fir f und

g gelten, gilt:
E(N,) = /T E (|detVF(t)| Is(g(1)) £ () = ) pe(u)dt

wobei N, =#{t € T : f(t) = uund g(t) € B} und p; die Dichte
von f(t) ist.
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Berechnung uber innere Volumina

Fiir die inneren Volumina Vp, Vy,...,Vgvon T = [O,T]d gilt:

V; ([O,T]d> = (7)7’1
Mit 02 = \» = 1 ergibt sich:
E (o(Au(f, T))) = > Vi(T)px (1),

wobei

pr (u) = (2m)~*FD2 1 L (u) e /2 fiir k > 0,

1 (u) = J‘ezuf (u)),ueR.
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Berechnung von E(p(Ay(f, T)))

Erwartungswert innerer Volumina

o Bisher haben wir nur den Erwartungswert der
Eulercharakteristik betrachtet.

@ Die Eulercharakteristik ist nur eines der d + 1 inneren
Volumina V, ..., Vy.

o Allgemein gilt fir V;:

d—j r.
BT =3 [T v,
1=0
/ i k/2
wobei [J * I} <J + >wj+l und wy = 7;7 das
/ I ) wjw r (5 + 1)

Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel ist.
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Anwendung

Anwendungsbeispiel

Wir wollen die Aktivitat des menschlichen Gehirns wahrend einer
Leseaufgabe untersuchen. Dabei werden zwei verschiedene Phasen
betrachtet: die Ruhephase und die aktive Phase. Der Blutfluss im
Gehirn wird bei 10 Testpersonen gemessen.

€ = @ “ >
w) =
i B (E
(a) Gehirn von  (b) (c) durchschnitt-  (d) Differenz aus
hinten links durchschnittlicher  licher Blutflussin ~ (c) und (b)
Blutfluss in Aktivphase
Ruhephase
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Anwendung

Konstruktion eines geeigneten Tests

@ Nullhypothese Hp: kein Unterschied zwischen der Ruhe- und
der Aktiv-Phase (1 = 0)

Xn(t
o TestgroBe: Z (t,x1,...,Xxn) =+/n (1)
s
e x;: Differenz der Werte von Aktiv- und Ruhephase bei Person i
= ZufallsgroBen X; konnen als i.i.d angenommen werden
o s: durchschnittliche empirische Standardabweichung iiber alle

Messpunkte
e = Teststatistik Z(t) asymptotisch normalverteilt
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Anwendung

Konstruktion eines geeigneten Tests

e Fiir jeden Messpunkt t miisste Z(t) ausgewertet werden.
= ca. 300.000 Tests

e Wollen daher neue TestgroBe sup Z(t) betrachten, und suchen
teT
einen Schwellenwert wug g5, der nur mit einer

Wahrscheinlichkeit von 0.05 lberschritten wird.
o Zusatzliche Annahme: {Z(t),t € T} ist ein GauB-Prozess
o Nullhypothese Hy: E (Z(t)) =0vVte T
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Anwendung

Berechnung des Schwellenwertes

o P (sup Z(t) > U0.05> =0.05
teT

o P <supZ(t) > u) =P(A,(Z,T)#0)VueR
teT

o fiir groBe u gilt naherungsweise

1, falls Ay(Z, T)#0
0, sonst

o(Au(Z,T)) = {

o P <f1£2(t) > > ~ E (o(A(Z. T)))
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Anwendung

Berechnung des Schwellenwertes

Dann folgt aus der Formel zur Berechnung des Erwartungswertes
uber die inneren Volumina:

VsA32(u? —1)  Vodu VA2

—u?/2 . _
(2m)? +(2W)3/2+ o | e T Va(1-9(u)) = 0.05

wobei A = 0.0693 : Schatzer fiir das zweite Spektralmoment

= Ug.o5 = 4.22
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Anwendung

Auswertung

@ Exkursionsmengen

. ) .

(a) u=33 (b) u=4.22

o erwartete Eulercharakteristik fiir ug g5 = 4.22 unter Hy ist 0.05
@ Zu beobachten sind aber zwei Regionen
= beobachtete Eulercharakteristik betragt 2
@ Dies sind die Regionen des Gehirns mit einer signifikanten
Aktivierung:
o die erste im primaren Sehzentrum
o die zweite in der Nahe des Sprachzentrums in der vorderen
Hirnrinde
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Anwendung

Auswertung

e Zur Uberprijfung der Normalverteilungsannahme betrachten
wir das Schaubild der erwarteten und beobachteten
Eulercharakteristiken.
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Anwendung
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