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Einfithrung

Ziele des Vortrags
» Ungleichungen vorstellen, die Aussagen Uber GauB3-Prozesse erlauben
» Eine dieser Ungleichungen beweisen und Techniken veranschaulichen
» Mit Hilfe dieser Ungleichung Aussagen zur Stetigkeit von GauB3-Prozessen zeigen
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GauB-Prozesse

Definition
» Wir betrachten ausschlieBlich reellwertige Prozesse.
» Ein stochastischer Prozess f = {ft teTC ]Rd} hei3t GauB3-Prozess,

» fallsfirallene N, t;,...,th€ Tund a1, ...,an € Rein u € Rund ein 0?2 > 0
existieren, so dass

aq fi, —l—...—l—anﬂnNN(p,az).

Bemerkung

» Insbesondere ist die Zufallsvariable f; fir jedes t € Tnormalverteilt.
» f heiB3t zentriert, falls y =Eff =0 Vte T.
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Wiederholung Stetigkeitsmodulus

Definition
» Sei d(t, s) die kanonische Metrik auf T.
» Dann heif3t die Funktion

wr,g (0) == sup |f; — 1]

t,seT:d(t,s)<é

der Steigkeitsmodulus von f unter d.

Bemerkung
» Firw € Qist f(w) gleichmaBig stetig, falls lim;s_.q wf,q (6) = 0 und
» fist fast sicher gleichmaBig stetig, falls P (lims_o wy g (§) = 0) = 1
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Die Borell-TIS-Ungleichung

Historisch
Die Ungleichung bewiesen 1975 sowohl
» Christer Borell als auch

» Boris Tsirelson, lldar Ibragimov und Vladimir Sudakov auf einem ganz anderen
Weg.

Satz
» Sei f = {f;: t € T} ein zentrierter GauB-Prozess.

v

Sei f fast sicher beschrankt auf der Indexmenge T.
Sei [|fl = |Iflly = super fi-
Sei 0% := sup,.; Eff = sup,.; Varf,.

v

v

v

Dannist E ||f|| < co und fr alle u > 0 gilt

R

P(Ifl -Ellfll >u) < e *7.
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Was bedeutet das?

Bemerkung
» fist fast sicher beschrankt auf T: Zu fast jeder Realisierung lasst sich eine obere
Schranke finden.
» E||f|| < oo: Das Mittel dieser Schranken ist endlich.

Bemerkung
> ||f|| = sup;cr f ist keine Norm.

> Mit {—fi},c; 2 {f},.1 gilt jedoch

P <sup|f,| > u> =P ({supft > u} u {sup—ft > u})
teT teT teT

gP(sup)‘,>u> +P<sup—ft>u)

teT teT

< 2P <supﬂ > u)

teT

= 2P (||f| > u)
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Anwendung: Stetigkeit von f

Satz
> Sei f fast sicher beschrénkt auf T und ¢(6) := Esup, o5 |fi — fs|-

» Dann ist f fast sicher gleichméBig stetig auf T genau dann, wenn
L) =a

» Dann existiert auBerdem fiir alle € > 0 eine fast sicher beschrankte Zufallsvariable
n > 0, so dass
wr,d(8) < ¢(0) Inp(0)|° Vo <.
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Anwendung: Stetigkeit von f

Beweis, Notwendigkeit |
» Ist f fast sicher gleichmaBig stetig auf T, so gilt fiir fast alle w € Q

lim sup |fi(w)— fs(w)| =0.
6=04(t,s)<s
» Wir setzen Fs(w) := SUPy; )< 5 [fi(w) — fs(w)]-
» Also ist auch
E lim Fi(w) = /Q lim Fs(w)dB(w) = 0.
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Anwendung: Stetigkeit von f

Beweis, Notwendigkeit Il
» Sei G(w) := 2sup;c 1 |f(w)].
» Esgilt |Fs5| < G auf Q.
» Nach der Borell-TIS-Ungleichung ist

| G()aP(w) = 2B sup ()

- 2/ (sup|f, (@) > u) du
teT

<4/ (supﬁ(w > u> du = 4E ||f|| < oo.

teT

Die Borell-TIS-Ungleichung

» Also kénnen wir Grenzwert und Erwartungswert vertauschen und

gano $(8) = }ILnoEF&(w) - Eglino Fs(w) =0.
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Anwendung: Stetigkeit von f

Bemerkung

» lst f ein zentrierter GauB-Prozess, so ist f ~ N(0,0?) firallet € T.
» Wir betrachten nun die Zufallsvariable

fit.s) = fr — fs ~ N(0, 05; )
» Wegen der Faltungsstabilitdt der Normalverteilung ist

f —{(,S) (t,s) € Ta} mit T5 := {(t,s)e T2,d(t,s)§5}

ein GauB3-Prozess.
» Die Definition der kanonischen Metrik liefert d(t, s) := 1/E (f: — f;)° also

sup d®(t,s)= sup E(fi—%)® = sup E(fy))° =o%,.
(t,8)eTs (t,8)eTs (t,8)eTs
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Anwendung: Stetigkeit von f

Beweis, Hinlanglichkeit |
» Istlims—_o #(5) = 0, dann gibt es eine Folge
. . 1
{0n}pey C R mit n|l>moo on=0 und ¢(dn) < -

» Wir wahlen &, := min (s, 57) und

An=d sup |fi—fo > - b
d(t,s)<8) 22

» Esgilt

limsup A, := (") (U Am> = {Ee >0:lim sup |fi—f| > e}

n—oo =t \ = o— d(t,s)<é
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Anwendung: Stetigkeit von f
Beweis, Hinlanglichkeit Il

1
P (An) :IP{ sup |fi —fs| > 25}

d(t,s)<s},

1
=P¢ sup |f ><—n——)+—
(t,s)ee'a;, el 2; 2" 2n

1 1 1
< 2P sup fig>(— — = )+ =
N (1,s)£6;, () (25 2") 2n

, ) )
B = s <o < gy = 2T (”f > u+Ef ”)

= 2P (|If°?) - EI[f°)) > u)
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Anwendung: Stetigkeit von f
Beweis, Hinlanglichkeit 111

’ ’ Borell-TIS =52
op (||f(5")|| —E||f) > u) 2e

< —_—
o5, =SUP(t9)eTy, RSNSERR< oy S 2exp 5

=2exp (— (2”*1 L g %)) < Ke 2"

> P(A)) <oo und P <Iim supAn> =0

n—oo
n=1

nach dem Lemma von Borell-Cantelli.

» Damit ist

» Damit ist f fast sicher gleichméBig stetig auf T.
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Hilfsmittel

Lemma
» Sei X : Q — R¥ ein Zufallsvektor mit unabhéngigen Komponenten
Xi~ N(0,1) far i=1,... k.
» Habe f : R — R Lipschitzkonstante 1 und sei f € C?(R¥).
» Sei auBerdem Ef(X) = 0.
» Dann gilt fir alle u > 0

Ee“™) < % .

Bemerkung

» Ist f: R¥ — R lipschitz-stetig , so ist eine Lipschitzkonstante gegeben durch

||f||Ll = sup |f(X)_f(y)|
g X,y ERK |X_Y|
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Hilfsmittel

Lemma

» Sei X : Q — R ein Zufallsvektor mit unabhéngigen Komponenten
X~ N(0,1) far i=1,... k.
» Habe h: R¥ — R Lipschitzkonstante o, dann gilt fir alle u > 0

P(H(X) — EA(X) > u) < 6~ 22
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Beweis |
> Sei zunéchst h € C?(R¥).

> Hat h die Lipschitzkonstante o, so hat die skalierte Funktion 2 die
Lipschitzkonstante 1.

» Skalieren wir h, so kann also 0.B.d.A. ¢ = 1 angenommen werden.

P(h(X) — ER(X) > u) = /

R

= / 1dP(x)
h(x)—Eh(X)>u

h(x)—Eh(X) > u= h(x)—Eh(X)—u>0 < / eh(x)_Eh(X)_”d]P’(x)
h(x)—Eh(X)>u

. 1 (h(x)—En(x)>u) AP(X)

far t>0 </ et(h(x)_mh(x)_u)dP(X)
= Jh(x)—En(X)>u
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Beweis |l

/ EHM)—ENX—0) gy — gt / (P —ERO) ()
h(x)=Eh(X) h(x)=Eh(X)>u)

e—[Ll/ f(h( )dP( )
Rk

— o lupgl(h(X)~EA(X)

IA

ZAN
®
!
g
®
rof
Il
®
L]

Lemma mit h(x)—Eh(X)=f(x)

Il
@

wahle t=u

» Fir die unskalierte Funktion gilt

% EIP(M—]E@ >u> =P(h(X) —Eh(X) > uo) &

(o2

e~ 7 >P(h(X)—Eh(X) > u)
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Beweis |l
» Sei h nun beliebig.
» Wir approximieren h durch

{ha}2, C C? (Rk) mit |Anllup =: o0 < o ¥n € Nund lim h, = h.

v

Sei nun ey(x) := e!(imI=EmX))
en(x) ist nichtnegativ und P-messbar.
Dann gilt nach dem Lemma von Fatou

v

v

2

2 2
/ liminf en(x)dP(x) < Iiminf/ en(X)dP(x) < liminfe27h < e2.2.
RK n—oo n—oo RK n—oo
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Beweis der Borell-TIS-Ungleichung

Beweis fur endliche Mengen T = {1,...,k} |

» Ein zentrierter endlicher GauB3-Prozess ist ein Zufallsvektor f ~ N(0, X) mit
Kovarianzmatrix

k
2 : 2
> = {U"j}i,j:1 mit oj = ]Ef,fj

» Dabei ist 0’%- = MaXi<j<k 0‘5
> Sei

X ~ N(0,Ix) und A € R"** derart, dass ATA = ¥.
» Dannist f 2 AX, da AX ~ N(0, ATT,A).

» Sei nun
h:R¥ — R mit h(x) := max eiAx,
1<i<k

wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R¥ der i-te Einheitsvektor ist.
» Esgilt h e C? (R¥).
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Beweis der Borell-TIS-Ungleichung

Beweis flr endliche Mengen T = {1,..., K}l

Die Abschéatzung der Lipschitzkonstante von h ergibt

|h(x) — h(y)| = 1@%)3( eiAx — 1r2ia§>$( eAy

IA

fnax |eiA(x — y)|

IA

Cauchy-Schwartz 1'2[35( |eiA] - |x — y|

IA

lejA2 =] ATAe;=e]se;=02 = OT Ix —yl.

» Anwendung des Lemmas ergibt

P(Ifl - Elfl > u) = P(h(X) - EA(X) > u) < e

u22
20 T

» Die Aussage E||/f|| = Emaxc7 i < oo ist im endlichdimensionalen Fall trivial.
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Beweis der Borell-TIS-Ungleichung

Erweiterung auf beliebige Mengen T, Approximation

» Sei {Tn},cy C T eine Folge von Teilmengen von T mit T, C Tp1 VN e N
» und UJ;2, Th sei eine dichte Teilmenge von T.
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Erweiterung auf beliebige Mengen T, E ||f|| < co

» Wir nehmen an, dass E ||f|| = co und wéhlen uy € R so grof3, dass

e

95

ENPEN

< —-undP (supﬂ < uo> > %

teT

» DaE|f|l; — E|/f|l; = oo, wahlen wir n > 0 so, dass E||f||;, > 2uo
» Daraus folgt, dass

g2 22 T >28(|fl, ~Elflr, > w)
> P(||Iflr, ~ Ellfll| > to) 2 P(Elfll, = 11| > wo)
> P(Elfllr, — Ifllr, > to) 2 P(Elfllr, — Ill7 > to)

3
> P(lflr < w) 2 §

» ein Widerspruch.
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Beweis der Borell-TIS-Ungleichung

R

Erweiterung auf beliebige Mengen T, P (||f|| — E||f|| > u) < e %
» Esgiltfir n — o

f.s.
supf S supf und oF, — 0% < co.
teTh teT

» Da beide Folgen monoton konvergieren und Esup, 1. f — Esup,r f; < oo gilt
f.s.
Ifllm, = Elfllm, = [Ifllr — Ellf]l7.
» Also konvergiert die Folge auch in Verteilung
P(Ifll7, — Ellfllz, = u) = P(Ifllr - Elflr > u) Yu>O0.

» Da auch
I 2

252 2
e’ — e*T

folgt die allgemeine Borell-TIS-Ungleichung aus dem endlichdimensionalen Fall.

v
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Die Slepian-Ungleichung

Satz
» Seien f und g zentrierte GauB3-Prozesse und fast sicher beschrankt auf T.
» Seien auBerdem

Eff =Eg? Vte T und E(fi—£)2 <E(g—gs)® Vs, teT.
» Dann gilt fur alle u € R

P(|If] > u) <P(llgll > u) undauBerdem E||f| <E[g]|
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Die Sudakov-Fernique-Ungleichung

Satz
» Seien f und g GauB3-Prozesse und fast sicher beschrankt auf T.
» Seien auBerdem

Ef,=Eg Vte T undE(fi—f)? <E(gi—gs)® Vs,teT.
> Dann gilt E[|f|| < E[g].
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Quellen

» R. J. Adler, J. E. Taylor: Random Fields And Geometry,
Springer, 2007
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Bildnachweis

» http://www.cse.psu.edu/ yasong/publications/MMSG. jpg
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