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Zufallsfeld
Motivation - Beispiel:

» Modellierung von Messwerten in Abhangigkeit vom Ort,
z. B. Nitratkonzentration im Grundwasser in
Baden-Wiurttemberg:

Nitratgehalt 1994 (in mg/l)

Ober 4403
38.83-44.03
[ 3485-38.83
[ 3047-3485
[ 2624-30.47
[ 2170-26.24
[ 1781-21.70
[ 12.74-17.81
B 7.66-1274
681- 766

unter 681

» Ziel: Extrapolation auf Orte ohne vorhandene Messung.
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Zufallsfeld

Definition
Ein stochastischer Prozess

{Z(t,w): te R weQ}

hei3t Zufallsfeld, speziell fiir d > 2.
Dabei ist

» Z(t) := Z(t, -) eine Zufallsvariable und
» z(-):=Z(-,w) eine Realisierung des Zufallsfeldes.
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Zufallsfeld: Erwartungswert- und Kovarianzfunktion
Definition
Fir ein Zufallsfeld Z heif3t
m:RY - R, t— E(Z(t))
die Erwartungswertfunktion und
C:RIxRI =R, (s,t) — Cov(Z(s), Z(t))

die Kovarianzfunktion.
Falls m(t) = 0, dann hei3t Z zentriert.
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Zufallsfeld: Stationaritat

Definition

» Ein Zufallsfeld Z heif3t stationar (im engeren Sinne), falls
firalle ne N, t;,...,t, € RY h e RY gilt:

(Z(t + )., Z(t + h) £ (Z(H), ..., Z(ts))

» Ein Zufallsfeld hei3t stationar 2. Ordnung, falls die
Erwartungswertfunktion m(t) konstant (und endlich) ist und
die Kovarianzfunktion C(s, t) nur von s — t abhangt.

» Ein stationares Zufallsfeld 2. Ordnung heif3t isotrop, falls

C(h) = C(lhl).
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Einleitung
GaufB3-Prozess

» Stochastischer Prozess

» Erweiterung® der multivariaten Normalverteilung auf eine
unendliche Indexmenge

» Beispiele:
Brownsche Bewegung, GauBBsches weif3es Rauschen
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Einleitung

Fragestellungen:

» Stetigkeit und Beschranktheit?
» Differenzierbarkeit?
» Simulationsverfahren
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GauB3-Prozess
Definition
Ein stochastischer Prozess
{Z(t,w) : te T,weQ}

mit der Indexmenge T c RY hei3t GauB-Prozess oder
GauBsches Feld, wennfirallene N, ty,...,th € T,
aq,...,ap € Rqilt:

041Z(t1)+"‘+OénZ(tn) ~ N(, )

Wir nehmen an, dass Z nach R abbildet.

Bemerkung

Mit dem Existenzsatz von Kolmogorow kann man zeigen, dass
ein solcher GauB3-Prozess existiert.
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Ziel
Fast sicher beschrankt:

P (sup |Z(1)] < oo) =1
teT

Fast sicher stetig:

P (IsiLnt|Z(t) —Z(s)| =0, Vte T) = 1

(erfordert Metrik)
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Wahl der Metrik

Definition
Die Pseudometrik

d(s.t) == \E(Z(s) - Z(1))2)

nennen wir kanonische Metrik fir T bzw. Z.

Bemerkung
T kompakt = Wahl der Metrik irrelevant fir Stetigkeit von Z.
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Vorgehen

Spater, fir T kompakt:

» Unter der ein- und derselben Voraussetzung werden wir
Beschranktheit und Stetigkeit erhalten.

» Diese hangt anschaulich von der ,GréBe“ von T ab.

= Definiere ein Maf3 fur die ,Groe“ von T.
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Entropie und Log-Entropie

Definition
Sei By(t, ) die Kugel um den Punkt t mit Radius ¢ unter der
Metrik d, d. h.

By(t,e) :={se T:d(s,t) <e}

Sei N(T,d,e) = N(e) die Mindestanzahl benétigter Kugeln mit
Radius ¢, um T zu Uberdecken. N(e) heif3t (metrische)
Entropie und

H(T,d,e) = H(e) :== log(N(¢))

entsprechend Log-Entropie fir T (oder 2).
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Stetigkeitsmodulus

Definition
Far eine Funktion f: T — R nennen wir

wie(6) = sup ()= f(s) , §>0
s,teT: 7(s,t)<é

den Stetigkeitsmodulus fir f unter der Metrik 7.

Bemerkung

» Je kleiner der Stetigkeitsmodulus, desto ,naher* ist die
Funktion an der Stetigkeit.

» Falls wr -(6) — 0 fir § — 0, dann ist f stetig.
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Hauptaussage

Theorem
Sei Z ein zentrierter GauBB-Prozess und T kompakt bzgl. der
kanonischen Metrik.

Dann existiert ein zufélliges n € (0, 00) und eine Konstante K,
sodass

1
wz.4(8) < K/ VH(E)de , V0 <5 <7
0

Korollar
Wenn das obige Integral fiir ein § endlich ist, dann ist Z f. s.
stetig und beschréankt.
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Hauptaussage
Beweisskizze:
» Konstruiere eine Teleskopsumme:
Z(t) = Z(t) = Y _ (Z(m(t)) = Z(mj-1(1))) . VteT
>i
(spezielle Wahl von i und der Fkt. 7; erfordert T kompakt)
» Schatze damit fir 0 < § < n ab:

Z(t) - Z(s)| < K/06 JHE)d= , ¥s,te T d(s, 1) <6

(erfordert Z(t) ~ N(O, -), Vte T)
L]
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Beispiel: Brownsche Bewegung

Sei W der Standard-Wiener-Prozess auf T = [0, 1], also
» W(0)=0
» {W(t),t € T} hat unabhangige Zuwachse
» W(t)— W(s) ~N(0,t—s), VO<s<t

Frage:

Wie sieht das Integral aus dem Theorem flr diesen Prozess W
aus?



SEICRE] Stetigkeit, Beschranktheit und Differenzierbarkeit GauBsche Felder und Simulation 4. November 2008

Beispiel: Brownsche Bewegung

» Da W(s) — W(t) ~ N(O,|s — {|):

) 22 JE(W(s) - w(t))?) = VIs— 1]

» By(t,e)={secT:d(s,t)<el={seT:|s—t<e?}

» H(e) =log N(¢) = log (21?1
N(e) ist die Mindestanzahl der benétigten Kugeln mit
Radius € bzgl. d(-, -), um T = [0, 1] zu Gberdecken.

Also:
/;Mde:/oé,/log UAde
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Beispiel: Brownsche Bewegung

GauBsche Felder und Simulation

g | 1 d Wéh|26<1
ool ™

Subst.: y==

Wahle 6<

dann:

1

1
2

<
logy<\/y

N IE
2 Y4l
2.5

4. November 2008
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Anwendung: Hinreichende Bedingung

Theorem

Sei Z ein zentrierter Gau3-Prozess, T kompakt und | - | die
euklidische Metrik. Wenn fiir ein0 < C < oo und o, > 0

E(2(s) - 2() < —C

_W,VS,tGTZ|S—t|<T]

gilt, dann ist Z f. s. stetig und beschréankt.
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Anwendung: Differenzierbarkeit

Definition

Seit Z ein zentrierter GauB-Prozess. Sei t € RY beliebig und
seien k Richtungen t;, ..., t, € R9 gegeben, t' = (t],..., ).

Z hat im Punkt t eine partielle Ableitung der Ordnung k in
Richtung t' (im L2-Sinn), wenn folgender Grenzwert im L2-Sinn
existiert:

DZ(t,t) = hl'ﬂwH (cht’)

wobei F(t, ) i= Ygeo,1ye(— 1) 2592 (14 TE sity) die
symmetrische Differenz ist.
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Anwendung: Differenzierbarkeit

Konstruktion

k
H(S, S/)Hd,k = |S| + HSIH@)"Rd = ’S‘ + Z ‘3”2
i=1
Tk,p = T x {t/ S ®de : Ht/H(X)de € (1 - p71 + P)}

und sei By (y, h) die Kugel um y = (t, t') mit Radius h unter
- Nl k-
Bemerkung

Wenn Z ein GauB-Prozess ist, dann ist seine Ableitung im L?
ebenfalls ein GauB3-Prozess, falls sie existiert.



Seite 24 Stetigkeit, Beschranktheit und Differenzierbarkeit GauBsche Felder und Simulation 4. November 2008

Anwendung: Differenzierbarkeit

Theorem

Sei Z ein zentrierter Gau3-Prozess, T offen und beschrankt,
alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung mégen im L?-Sinn
existieren. Weiterhin soll ein K mit0 < K < oo und p, 9, hg > 0
existieren, sodass flir 0 < ny,no, h < hy gilt:

E ((F(t,mt) = F(s,m28)?) <
K

T+
(~10g(I(t.£) ~ (5. &) s+ I — 2]

faralle ((t,1),(s,8")) € Tk, X Tk, : (S, 8') € Bak((t, 1), h).
Dann ist Z € CK(T) mit Wahrscheinlichkeit 1.
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Wiederholung

Definition
Sei Z ein zufalliger Prozess auf RY.
Z heif3t stationar zweiter Ordnung, wenn gilt:

» E{Z(t)} = m < o0, Vt € RY
» Cov{Z(s),Z(t)} = C(s —t) < o0, s,t € RY
Die Funktion C heif3t Kovarianzfunktion von Z(t).
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Wiederholung

Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS)

Sei Yi,..., Y, eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit
E(Y;) = m < oo und Var(Y;) = 02 < o

VitotYa o
lim P <+ < }’> = o(y)
n—oo %

wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
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Unbedingte Simulation

Voraussetzungen:
» Z habe Kovarianzfunktion C
» Z stationar zweiter Ordnung
» Z GauB-Prozess mit

m(t) = E(Z(t)) =0

und
Var(Z) .= C(0) =1

» T c RY zusammenhangend
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Aufgabenstellung
Simulation von Z auf T

Losungsansatz

» Simuliere {Z;};—1, . », wobei Z; unabhangige stationare
Prozesse mit Kovarianzfunktion C.

» Nach ZGWS fir n geniigend grof3:

n
% > Z; ist ndherungsweise GauB3-Prozess.
i=1
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Probleme:

» Simulation der Z;
» Wahl von n

Verfahren:
» Spektralmethode
» Turning Bands
» Dilution
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Spektralmethode

» Bekannt: Kovarianzfunktion C ist immer positiv semidefinit
» Annahme: C stetig

» Satz von Bochner: C ist Fouriertransformation eines
endlichen MaB3es y:

C(h) :/ei<h’u>dX(U)

Rd

» Da C(0) =1 = y ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3
» x heiBt Spektralmaf
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Spektralmethode

Sei
» V Zufallsvektor, V ~ x

» U auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable
» V., U unabhangig
Unter diesen Voraussetzungen ist

Z(t) = V2cos(< V,t > + 2z )

ein Stochastischer Prozess mit E(Z) = 0, Var(Z) = 1 und
Kovarianzfunktion C.
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Spektralmethode

Bestimmung von y

Sei C integrierbar
= x hat eine Dichte f.
= Zusammenhang zwischen f und C:

1

) = @7

/ e—i<u,h> C(h)dh

Rd
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Spektralmethode

Algorithmus: Spektralmethode
1. Erzeuge Vy,..., Vo~ x, Uy,..., Uy ~ U(0,1)
2. Berechne Z(") = if, Sh_qcos(< Vi, t > +2rUx), Vte T

Bemerkung

Z(" ist naherungsweise ein GaufB-Prozess mit der
gewinschten Kovarianzfunktion, wenn n gentugend grof3.
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Spektralmethode: Beispiel

Sei C(h) = exp (—'—Z') die Exponentielle Kovarianzfunktion
Dann gilt:

(1) a?
fu) = 7:: (1 + 22|uf2)”

mit p = %
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

15

'd‘a!a/dala7

0.5

-15

L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Abbildung: Simulation mit n = 1 fiir T C R, C(h) = exp ( "")
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

2

'd‘a!a/datafzdfz‘,dal' +

~ L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Abbildung: Simulation mit n = 2 fiir T c R, C(h) = exp ( "”)
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

15 T T
‘data/data_2d_4.dat’  +
1k 4
05 q
ol
05 q
4l V 1
15 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70

Abbildung: Simulation mit n = 4 fiir T c R, C(h) = exp ( "”)
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

2

'd‘a!a/datadefS‘,dal' +

~ L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Abbildung: Simulation mit n = 8 fiir T € R, C(h) = exp ( "")
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

3

‘data/data_2d_64.dat  +

L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Abbildung: Simulation mit n = 64 fir T R, C(h) = exp ( "")
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

‘data/data_3d_2.dat'

Abbildung: Simulation mit n = 2 fir T  R?, C(h) = exp ( 'h|)
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

AR

R

R
R

R
R
O
RS

5

22

£

5
55
222

%
2933

5

=

233

3258
s
2=

%

%5

2

o
=

XX
KRR
QR
&"f":"z’:’:”
‘:::\:‘::“‘%.‘:.

=
S
S

o

Abbildung: Simulation mit n = 4 fir T c R?, C(h)
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

‘data/data_3d_8.dat ——
2

SR

AT
\\\\‘\‘\“\‘\‘\‘\“‘k‘\‘\‘%‘\\‘\\“\‘\“\‘\‘\‘ii‘l\“t
I
R

SR
At
RROMINR
AN

W N

R
AN

R

R0
R
R
R
R
R

\
SN
ORI
RS
R

W
R
R

SR
R
SRR
SRR
KRR
R
%
AR
X

0 X
RS
\\\\\\Q\\\\\g\\\\\\s‘\w‘w
’ B

Rk

Abbildung: Simulation mit n = 8 fir T ¢ R2, C(h) = exp —'ﬂﬂ
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Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

‘data/data_3d_32.dat’
2

R
RN
RRITR

R
R
XA y
> N
2 R NN
R

N
N
R
RN
RN
SRR

1 K R
R RN
05 S

RRRRNRR

Abbildung: Simulation mit n = 32 fur T ¢ R?, C(h) = exp —@



Simulation | GauBsche Felder und Simulation 4. November 2008

Spektralmethode: Simulation einer Realisierung

‘data/data_3d_256.dat’
15

N
AR
s
AN <
15 SRR SN
XA AT
1 R NN
- R KRS
05 O IR
0 RN 3 R
05 SR AN
0. X \
1 L L
- N
15 A
-1 R NN -
b
N :

Abbildung: Simulation mit n = 256 fir T ¢ R2, C(h) = exp —@
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Turning Bands

» Approximiere Z durch n eindimensionale stochastische
Prozesse Z; in verschiedenen Richtungen.

» Bei richtiger Wahl der Kovarianzfunktionen fir die Z; und
geeigneten Richtungen ist die Summe dieser Prozesse
naherungsweise ein Gauf3-Prozess.
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Dilution: Idee

» Simuliere einen homogonen Poisson-Prozess auf RY mit
geeigneter Intensitat.

» Erganze” die simulierten Punkte um eine bestimmte
Menge.

» Addiere flr alle darin enthaltenen t mit Wahrscheinlichkeit
0.5 eine 1 oder —1 zu dem bisher simulierten Z(t)
(initialisiert mit 0).

» Nach dem ZGWS konvergiert dies gegen einen
GauB3-Prozess.
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Dilution: Vorgehen

Sei C darstellbar als C(h) = 6 - E{|AN Ap|}, wobei
» A c RY eine zufillige kompakte Menge
» Ap:={a+hacA}
» 6 ein Proportionalitatsfaktor

Dann ist
Z(t) = e(X)ea, . teT

xeX
ein GauB-Prozess mit obiger Kovarianzfunktion, wobei
» X homogener Poisson-Prozess in RY mit Intensitét 6
> Vx € Xie(x) € {-1,1}mit P(s(x) =1) =3
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Bedingte Simulation

Es gelte:
» Sei Z GauB-Prozess auf RY
» E(Z) =0, Var(Z) =1
» Z habe Kovarianzfunktion C

Aufgabenstellung
Simuliere Z, sodass gilt:

Z(b) = z(b) , ¥b e B c RY, B endlich
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Bedingte Simulation

Definition
Der Kriging-Schatzer Z*(t) von Z(t) fur die gegebenen
Z(b), b € B, ist die Linearkombination, sodass

Z:(t) =Y M(t)Z(b)

beB

den mittleren quadratischen Fehler
e(t) = E(Z*(t) - Z())?

minimiert.
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Bedingte Simulation: Algorithmus
Algorithmus

1. Berechne die Schéatzer
Z'(t) =) _Mp(t)z(b), Vte T
b

2. Simuliere einen GauB3-Prozess mit Erwartungswert 0 und
Kovarianzfunktion C, sei y diese Realisierung.

3. Berechne die Schatzer

vty => (t)y(b), vteT
b

4. Setze Z(t) =z*(t) + y(t) — y*(t), Vte T
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Bedingte Simulation: Algorithmus

Ist b € B dann folgt:
Z'(b) = z(b), y*(b) = y(b)

Damit gilt:
Z(b)

Z'(b) + y(b) — y*(b)
z(b) + y(b) - y(b)
= z(b)
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Bedingte Simulation: Algorithmus

Seite Tundt ¢ B:
Simulation sollte nicht von den Daten beeinflusst werden.

Da qilt:
Z(t)~ 0, y* ()= 0

folgt:

Z(1) Z:(t) +y(t) = y* (1)
0+y(t)—0

y(t)

Q
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Wahl von n

Sei n fixiert.
Wie ,nah* kommt die Verteilung von

Zi+- -+ Zn
vn

der Verteilung einer Standardnormalverteilung?

Z(n) —
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Wabhl von n

Das heif3t:
Sei

> b, e T

> M, €ER

> F(") die Verteilung von 37 ;;Z(")(t)).

» F die Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz
02 = 3Pk NAC(t — &)

Wie groB ist der Abstand der Verteilung F(") zu F?
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Wahl von n

Die Abstandsmethode
» Berechne den Abstand d(F(", F) von F(" und F.
» Stoppe, wenn d kleiner als ein kritischer Wert.
» Beispiel fur d: Kolmogorow-Abstand:

d(FM, F) = sup |F(y) — F(y)|
YeR
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Wahl von n

Die Momentenmethode

» Vergleiche die Momente von F(") und F.

» Stoppe, wenn Differenz der 4. Momente unter einem
kritischen Wert.
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Zusammenfassung

» Unter gewissen Voraussetzungen, im Wesentlichen Uber
die Entropie der Indexmenge T, erhalten wir gleichzeitig
die Stetigkeit und Beschranktheit eines GauB3-Prozesses.

» Eine Bedingung fur die Differenzierbarkeit lasst sich Gber

die Wahl eines speziellen T und passender Metrik
herleiten.

» FUr die Simulation spielt der zentrale Grenzwertsatz eine
wichtige Rolle, da bei richtiger Normierung Folgen von i.i.d.
stochastischen Prozessen gegen einen Gauf3-Prozess
konvergieren.
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