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Definition und Problemstellung

o Sei {f;} ein GauB3-Prozess Uber dem Parameterraum T. Dann
heif3t

P(supsct ft > u); ue R

Uberschreitungswahrscheinlichkeit

@ Ziel ist es nun fir oben genannte Wahrscheinlichkeit Schranken
zu finden bzw. N&herungen fiir "grof3e"u.

( Seminar Zufallige Felder Universitat Uim ) 11. Februar 2009 3/25



Inhalt

Q Wiederholung
@ Wichtige Begriffe
@ Borell-TIS Ungleichung

( Seminar Zufallige Felder Universitat Uim ) 11. Februar 2009 4/25



G2 10 B
Wichtige Begriffe

@ Sei (T, d) ein kompakter metrischer Raum

@ Sei {X;; t € T} ein stochastischer Prozess mit
E((X})?) < o0, Vte T

o Die Pseudometrik d(s, t) := \/E((Xs — X;)2), s,t € T, heif}t
kanonische Metrik
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Wiederholung Wichtige Begriffe

@ Sei e > 0. Die Funktion
N(e) :=min{n e N; T C UL, B(ti,e); t € TVi=1,...,n}

hei3t Entropiefunktion von T. Dabei ist
B(t,e) :={se T;d(t,s) <e}

@ Einen stochastischen Prozess {f;; t € T} nennt man
Gauss-Prozess, falls seine endlich dimensionalen Verteilungen
(multivariate) Normalverteilungen sind.
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Borell-TIS Ungleichung
Borell-TIS Ungleichung

@ Sei {f;} ein zentrierter Gaul3 -Prozess
o {f;} f.s. beschrankt auf T

o [[fl[ := |[fl[1 := supseT fr
Dann gilt:
Q E(JIf]l) < oo

A

Q P(Ifl - E(If)>u)<e *7, vu>0

wobei 0% := sup,. 1 E(f?).
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Theorem 1
Theorem 1

o Sei {f;} ein zentriertes, f.s. stetiges GauB-Feld auf T
o Sei {f;} f.s. beschrankt auf T

@ N(e) sei die Entropiefunktion von T

o N(e) < K-e (%)

Dann gilt fir u genligend grof3

2
__um
P(||f|| > u) < C,u*t"e 277

fur jedes n > 0, wobei C, = C(K, o, 0%) < oo eine Konstante.
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Theorem 1
Beweis

Seie > 0.
@ Definiere

u(t,e) = E(SUpseBd(t,a) fs)
u(2) = supyern(t e}

Dabei sei By(t, ) die Kugel um t mit Radius ¢ bzgl. der
kanonischen Metrik d.

@ Mit der Borell-TIS Ungleichung gilt:

_ (u—p(e))?

(+) P(Ifl| = u) < N(e)e 7, Vu > p(e)
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Eine erste Abschatzung Theorem 1

N(e
o denn: P(||f|| > u) = P(Ui{ {supscaqr.- fs > u})

< M P(supgep o) fs > )

= S5 P(sUPsey.e) fs — pltn2) > U — u(t.2))

< ZN(S) P(SUpseB(ti,s) fs — u(ti,e) = u— p(e))

- (u=p())?
B-TIS N(e) o2 VU )

= N(s)e *7 Vu> pu(e)
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Eine erste Abschatzung Theorem 1

@ Man kann zeigen:
u(t.e) < Ci(a)-e-/log(l)

o Setze ¢ := u~" und wihle u sodass u > Ci(a)u~"y/log(u).
2

() P(|f|| > u) < K- u®- gC2(a)\/log(u) . g 275 . (% %)

mit Co(a) == Cilo)

oT
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Eine erste Abschatzung Theorem 1

@ Sein > 0 beliebig. Dann wahle u gro3 genug, sodass
u" > e%(2)V1eg(U) ' dann folgt mit (x * *):

2

P(|fl| > u) < Cu - u" - & 2%
also die Behauptung.

( Seminar Zufallige Felder Universitat Uim ) 11. Februar 2009

13/25



Theorem 2
Theorem 2

o Fallsfirein A> o7, eina > 0,und ein gy € [0,07]

N(e) < (?)a Ve < gq

. 1 «
Dann gilt Vu > 02 . 1£Y2

PIIfl] > u) < (J8%) (%)

wobei K eine universelle Konstante ist.
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Theorem 3
Theorem 3

o {f;} zentrierter, f.s. beschrankter GauB3-Prozess auf T
0 fp € T (der einzige) Punkt mit
E(f3) = oF = supie7 E(f7)
@ Firé > 0 sei
Ts = {t e T: E(fif,)) > 0% — §°}
o Gelte

. E sup f
I|m5—>0 ( ;ETs t) 0
Da| n g|lt

limy oo ZERIEFIZ — o,

or

wobei ¢ die Tailfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.
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Beweisidee
Beweisidee

o Esqilt:
Pl = u) = P(f, = u) = (57)

das heif3t, es genlgt zu zeigen:

i P(Ifllzu) _
limsup,_ e 1
@ Sein e (0, 1) und §p > 0 klein genug, sodass V § < 24

gilt:
E(suprer, f) <126 (%)

E(sup,6 T Tt)

[mdglich, da nach Voraussetzung lims_,o
O.B.d.A 5y < o71?

= 0].
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@ AuBerdem gilt:
2 2
SUpyer, E(ff) <of

[dennfy € T5 V6 > 0]
@ Mit der Borell-TIS Ungleichung folgt:

. P(supre 75 fi2u)
liMy_oo — = 0
or

= es genligt zu zeigen, dass
P(supery, fi = U) < B(£)(1 + Kn)

fir eine Konstante K und u "grof3 genug".
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Ein asymptotisches Ergebnis Beweisidee

2

o Fir festes u setze a := %

@ Definiere eine Folge von "Ringen”
Vi :=0; Vk = Tok,, Ug:=Vik\ Vkey VK>0

@ Dann existiert ein p € N: 2P« > §p. Sei p 0.B.d.A. minimal
gewabhlt, dann gilt:
Ts, € Uo<k<p Uk
o Setze ux = E(sup,evk ft)
(:*>),uk§oz7722k Vk<p

[fir k < p—1Klar. Falls k = p = 6y > 2P~ 'a = 26y > 2Pa]
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Ein asymptotisches Ergebnis Beweisidee

o Setze wy = sup;cy, (E(f — f)?)

1

2

= wk = SUPscy, KE(Ift — fiy|) < KE(Supsey, |ft — fl)
< Kpx < Kam?2k

@ Setze in einem Lemma (Adler/Taylor, Seite 79ff, Lemma 4.1.5.)
X = fto

= Abschatzung flr P(supiey,fr > u)  [< ¥(52)(-0)]

Far die restlichen Ui verwende ein dhnliches Argument mit
—(« k—1)2
Xi = (%)f&)

@ verwende eine elementare Ungleichung um ) abzuschatzen
@ Subbaditivitdt = Behauptung
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Beispiel

o {f;} zentriertes GauBsches Zufallsfeld auf RV
@ fop =0und
o {f;} habe stationére und isotrope Zuwéchse
o sei p?(t) := E((fi+s — f5)2) = E(f?) konvex
o Gelte
im0 232 =0 (o)
@ sei T:=[0,s1] x ... x [0, sy] ein N-dimensionales Rechteck

Dann gilt

lim,,_. PAIAZ0) _ 4
T 8
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Beispiel - Wann sind die Bedingungen erfullt

Fraktale Brownsche Bewegung

o {f;} zentrierter Gauss-Prozess auf [0, T], T € R
Qo fo =0
o Die Kovarianzfunktion von {f;} sei gegeben durch

C(s, t) = (1P + [P — |t — s**)

Dann heif3t {f;} fraktale Brownsche Bewegung.

Wahlt man dabei o > 3, so ist p? konvex.
AuBerdem hat {f;} stationare Zuwéchse.

( Seminar Zufallige Felder Universitat Uim ) 11. Februar 2009

23/25



Beweis

@ Zur Konvexitét: Sei é € (0, 1) beliebig und a > J, dann gilt:

PP((1 = 8)t +d8) = |(1 — 0)t + 082 < (1 — 6)2*|t[2> + 52| s[2

1

>
<F (1= )|t + 5|82 = (1 — 5)P2(t) + 6p2(s) ¥V s, t € [0, T]

= p? strikt konvex.

@ Bedingung (0): E(f}) =0V t€ [0, T]
= Cov(f, fs) = E(ffs) = 3(|t/** + |s[* — [t — s[**)
= PP() = E(f7) = 3(|tfPe + [1P*) = [t**

. 2 . a>1
= lim;_g pl—t(lt) =lim;_o[tP*" =20
= (0)
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