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Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

L Wiederholung und Themenvorstellung

Ein stochastischer Prozess {f(t,w) :t € T,w € Q}, im
folgenden kurz f(t) := f(t, ), hei3t GauB-Prozess, falls
vneNt,.. theT:

(f(t1), ..., f(tn)) multivariat Normalverteilt ist.

Im Folgenden sei T ein kompakter metrischer Raum.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

L Wiederholung und Themenvorstellung

Wir nennen den GauB3-Prozess f zentriert, falls E{f(t)} = 0 fur
jedeste T.

Die Funktion

Cov(f(s), f()) = C(s, 1)
= E{ (f(s) — E{f(s)}) (f(t) —E{f()}) } = E{ f(s) f() }

ist die Kovarianzfunktion des zentrierten Gauf3-Prozesses.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

L Wiederholung und Themenvorstellung

Durch C ist der zentrierte GauB3-Prozess eindeutig festgelegt.

Begrindung:

Eigenschaft, dass multivariate Normalverteilung durch Erwartungswertvektor
und Kovarianzmatrix vollstandig bestimmt ist, Gbertragt sich auf
GauB-Prozess.

Im Folgenden: Kovarianzfunktion immer positiv definit.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

L Wiederholung und Themenvorstellung

Darstellung eines zentrierten Gauf3-Prozesses {f(t): t € T} als
eine orthogonale Reihe, d.h.

f(t) = Zén‘ﬁn(t)'
n=0

wobei

&n:Q— R~ N(0,1)iid,
{¢n: T — R} Orthonormalbasis eines speziellen
Hilbertraumes, der von f abhangt.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

L Wiederholung und Themenvorstellung

Um diese Darstellung herzuleiten ist etwas Funktionalanalysis
noétig.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huge:; aus der Funktionalanalyis

Eine auf einem Vektorraum X Uber R gegebene Abbildung
()x: Xx X =R, (x1,%)— (X,x2)y € KheiBt
Skalarprodukt auf X, wenn folgende Regeln gelten:

(Svxe X:(x,x)x >0; (x,x)x =0« x=0 (pos. definit)
(S2) Vx1, X2 € X : (X1, X2)x = (X2, X1)x (Symmetrisch)

(S3) Vx, X1, X2 € X : (X1 + X2, X)x = (X1, X)x + (X2, X)x (bilinear)

(84) VXxi, X% € X, e K: ()\X1,X2)X = )\(X1,X2)X (biIinear)



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\chtiges aus der Funktionalanalyis

Falls ein Skalarprodukt (-, -)x auf einem Vektorraum X gegeben
ist, nennen wir X einen Pra-Hilbertraum.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\chtiges aus der Funktionalanalyis

Ein Pra-Hilbertraum X mit Skalarprodukt (-, -)x der bezlglich
der Norm ||x|x = /(x, X)x vollstandig ist, heiBt Hilbertraum.

(X, d) heiBt vollstandig, wenn jede Cauchyfolge (xn)ncn in X konvergiert, d.h.
(Ve > 03N e NVn,m> N: d(xp, xm) < €)
= (3x e XVe>03NeNVn>N: d(xp,x) <e),

wobei x der Grenzwert der Folge (xp) ist.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huges aus der Funktionalanalyis

Seien (Xi, dy) und (Xz, d>) metrische Rdume. Dann heif3t die
Abbildung © : X; — X5 Isometrie oder abstandserhaltend,
falls

V X,y € Xy :di(x,y) = db(O(x),0(y)).
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L Einleitung

LW\(:huges aus der Funktionalanalyis

Jede Isometrie © ist injektiv. Ist sie sogar surjektiv, dann
nennen wir © einen isometrischen Isomorphismus. X; und
X> werden als isometrisch isomorph zueinander bezeichnet.
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L Einleitung

LW\chtiges aus der Funktionalanalyis

Sei X ein Pra-Hilbertraum.

Zwei Vektoren x1, xo heiBen orthogonal, falls (x1, x2)x = 0 ist.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huge:; aus der Funktionalanalyis

Ein System (x;);c; von Vektoren hei3t Orthonormalsystem
(ONS) in X falls keiner der Vektoren der Nullvektor ist, und
wenn

Vi,jG/: (Xian)X:(sij

Bemerkung:

||X,'HX: \/(X,',X,')X: 1, daI:j
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L Einleitung

LW\(:huges aus der Funktionalanalyis

Ein ONS (X;),c/ eines Prahilbertraumes X dessen lineare Hille
span{x;,i € I} dichtin X liegt, nennt man vollstandiges ONS
oder Orthonormalbasis (ONB) von X.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LWichtiges aus der Funktionalanalyis

Dichtliegende Teilmengen und lineare Hullen

Eine Teilmenge A liegt dicht in X, wenn A = X.

span{x;,i € I} ;== {\,X;, +...+ X, X, : N, € R,ix € ,ne N}

uulm



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huges aus der Funktionalanalyis

Ein metrischer Raum (X, d) heif3t separabel, wenn er eine
abzahlbare dichte Teilmenge besitzt.

Sei X ein unendlich dimensionaler Hilbertraum. Dann gibt es
eine abz&hlbare Orthonormalbasis von X, genau dann wenn X
separabel ist.
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L Einleitung

L Wichtiges aus der Funktionalanalyis

Beispiel: Separabilitat

Q ist eine abzéhlbare Teilmenge von R mit Q = R

uulm



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huge:; aus der Funktionalanalyis

Sei X ein unendlich dimensionaler Pra-Hilbertraum und (xx)22,
ein abzahlbar unendliches Orthonormalsystem in X.

Fir beliebige ax € R heiB3t die Reihe der Form 3 ~/° ; axxk
Orthogonalreihe mit Koeffizienten ay.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\chtiges aus der Funktionalanalyis

Sei X ein Hilbertraum und x € X, sowie (xx)xeny ONB von X.
Dann gilt:

e}

X = (X XK) x Xk

k=0
Dies ist die sog. (verallgemeinerte) Fourierreihe.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huges aus der Funktionalanalyis

Darstellung eines zentrierten Gauf3-Prozesses {f(t): t € T} als
eine orthogonale Reihe, d.h.

f(t) = Zén‘ﬁn(t)'
n=0

wobei

&n:Q— R~ N(0,1)iid,
{¢n: T — R} ONB eines speziellen Hilbertraumes der von f
abhéangt.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huges aus der Funktionalanalyis

Zu diesem speziellen Hilbertraum:

Konstruieren den sogenannten Hilbert Raum mit
reproduzierendem Kern des zentrierten Gauf3-Prozesses,
kurz RKHS von f (engl. reproducing kernel Hilbert space).



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Einleitung

LW\(:huge:; aus der Funktionalanalyis

Sei H ein Hilbertraum von Funktionen auf einer nichtleeren

Menge T, dann sagen wir, dass H einen reproduzierenden
Kern besitzt, falls es eine Funktion

C:TxT-—R,(st)— C(s,t)mitfolgenden Eigenschaften
gibt:

() VteT:C(t,-)eH
(i)YVue HVte T :u(t) = (u,C(t,"))H

(ii) ist die Reproduktionseigenschaft des Kerns, d.h. jede Funktion u wird unter dem
Skalarprodukt mit dem Kern reproduziert.
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Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Wir betrachten die Kovarianzfunktion C fiir jeweils beliebige
aber feste s; € T als Funktion in der zweiten Variablen, d.h.
C(si, ).

Die Menge aller méglichen Linearkombinationen der
Kovarianzfunktionen an den Stellen s; sei

S={u:T—-R:u()=Y7,aC(s;,),acR,s,€ T,n>1}



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Sei T := {1,...N} und f zentrierter GauB3-Prozess auf T mit
einer positiv definiten Kovarianzfunktion, welche als positiv
definite Kovarianzmatrix C = (cj;) angegeben sei.

Der GauB3-Prozess ist also eine multivariate Normalverteilung.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihendarstellung
L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Wie sehen die u € S hier aus?

O.B.d.A.sein> N.
Dann gilt fUr beliebige a; € R,s; € {1,...,n},i € {1,..,n},n>1:

n N
Def. s -
u(t) <UZ) Zai C(si, f)) = Zaj Cit=ace ,
=1 j=1

wobei & = (ay,....,ay) mita =3, ;a und
¢c; die t-te Spalte der Matrix C ist.

uulm



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihendarstellung
L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Wie sieht dann S hier aus?

Es findet sich immer ein u € S, dass eine beliebig vorgegebene
reelle Zahl als Wert besitzt, d.h.

VxeR:3ue S teT:u(t)=ac=x.

Daher ist:
S={u:{1,...N} - R}



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihem:iar'stellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Ein u € S nimmt maximal N verschiedene reelle Werte an:
Definiere u := (uy,...,uy) mit u(1) = uy, ... ,u(N) = up.

Dann kann man sich S auch als den RN vorstellen.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihendarstellung
L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Zuruck zur Theorie: Skalarprodukt auf S

Fir eine positiv definite Kovarianzfunktion, ist

Za,C(s,, 3 ZbC ) )H _ZZa,bC(s,,t, .

i=1 j=1
ein Skalarprodukt auf S.

uulm



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihendarstellung
L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Kernreproduktionseigenschaft dieses Skalarproduktes

Fir alle u € S:

(U7 C(tv ))H = U(t)

Jede Funktion u wird unter dem Skalarprodukt mit der
Kovarianzfunktion (= Kern) reproduziert.

Beweis:

(u, C(t, Za, (si,-), C(t, >HDe‘Za, (s1) =" u(t).

uulm



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Kernreproduktion:

Da die Kovarianzmatrix C positiv definit ist, existiert deren
Inverse C~1.
(u,V)y=uC'v.

ist Skalarprodukt mit Kernreproduktionseigenschaft auf
S=RN.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Beweis der Kernreproduktionseigenschaft:

Sei ¢, die k-te Spalte der Matrix C und u = (uy, ..., uy). Dann
gilt:
Def.
(U, ck)H - uC e =uer=u



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Anschauung:

Kernreproduktion bedeutet hier, dass die k-te Spalte der
Kovarianzmatix unter dem Skalarprodukt mit u die k-te
Komponente von u reproduziert.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

H(C) := S mit dem Skalarprodukt (-, -)4 ist ein Pra-Hilbertraum.

Es kann gezeigt werden, dass H(C) bezuglich der Norm

llullg == +/(u, u)y vollstandig ist.

Dann folgt, dass es sich bei H(C) um einen Hilbertraum handelt.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Da das Skalarprodukt die Kernreproduktionseigenschaft
besitzt, nennen wir H(C) den von einem zentrierten
GauB-Prozesses f abhangigen Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern, kurz RKHS von f.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Orthogonalreihendarstellung

L Vorbereitungen; Aufstellen des RKHS

Bemerkung:

Man spricht vom RKHS von f, da dieser vom Gaul3-Prozess
wie folgt abhangt:

Zentrierter GauB-Prozess eindeutig durch C bestimmt.
C bestimmt RKHS eindeutig.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihem:iar'stellung

L Orthogonalreihendarstellung eines zentierten GauB3-Prozesses

Im folgenden werden wir eine Orthogonalreihendarstellung
eines zentrierten Gauf3-Prozesses herleiten.

Genauer gesagt, werden wir folgendes Theorem beweisen:



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
LOrthogonalreihendarstellung

L Orthogonalreihendarstellung eines zentierten GauB3-Prozesses

Orthogonalreihendarstellung des Gauf3-Prozesses

Theorem:
f sei ein zentrierter GauB3-Prozess,
{¢k : T — R} sei eine ONB des H(C) von f und

¢k - 2 — R seien unabh. standardnormalverteilte ZV.
Dann gilt:

f(t) =" & exl(t)
pa
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LOrthogonalreihendarstellung

L Orthogonalreihendarstellung eines zentierten GauB3-Prozesses

Beweis:
an Tafel.
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Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses

L Karhunen-Loéve Reihe
LA\Igememe Theorie zur Karhunen-Loéve Reihe

Unser Ziel ist es, eine Orthogonalreihendarstellung fir einen
zentrierten GauB-Prozess f auf einem kompakten T c RN zu

finden.

Im Folgenden beschrénken wir uns auf [0, 1]V.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Karhunen-Loeve Reihe

L Allgemeine Theorie zur Karhunen-Loéve Reihe

Das bedeutet:
Finde eine Orthonormalbasis (¢n)nen des H(C) von f.

Dies fuhrt dann zur sog. Karhunen-Loéve Reihendarstellung.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Karhunen-Loéve Reihe

LA\Igememe Theorie zur Karhunen-Loéve Reihe

Man kann zeigen, dass folgendes System eine ONB des H(C)

von fist:
(\/ An@bn)neN ;

wobei die \, Eigenwerte und die ¢, normierte Eigenfunktionen
des Operators C

(C ¥)(t) = /T C(s. ty(s)ds

sind.
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L Karhunen-Loeve Reihe

L Allgemeine Theorie zur Karhunen-Loeve Reihe

Karhunen-Loéve Reihe

Insgesamt flhrt dies zur sogenannten Karhunen-Loéve Reihe:

f(t) = Zgn @n(t) = an \/)Tn?ﬁn(t) .
n=1 n=1

uulm



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses

L Karhunen-Loéve Reihe
LA\Igememe Theorie zur Karhunen-Loéve Reihe

Im Allgemeinen ist es sehr schwierig diese analytische zu
bestimmen.

Jedoch kann die Karhunen-Loéve Reihe der Standard
Brownschen Bewegung analytisch bestimmt werden.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses
L Karhunen-Loéve Reihe

L Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen Bewegung

Zur Erinnerung:
Die Standard Brownsche Bewegung f = W auf T = [0, 1] ist
ein zentrierter GauB3-Prozess mit Kovarianzfunktion

Cov(Ws, W) = C(s, t) = min(s, t)

faralle s,t € T =[0,1].
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L Karhunen-Loéeve Reihe

L Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen Bewegung

Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen
Bewegung

Der Operator C sieht hier folgendermafen aus:
1
(Co)(t) = | min(s. O (s)ds
0
Wir integrieren also min(s, t) fir ein festes t € [0, 1]. Daher gilt:

t 1
(Co)(t) = /0 su(s)ds + t /t (s)ds.
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L Karhunen-Loéeve Reihe

L Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen Bewegung

Es muss also folgendes Eigenwertproblem geldst werden:

1
)\w(t):/()tsw(s)ds~|—t/t (s)ds.
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L Karhunen-Loeve Reihe

L Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen Bewegung

Diffenzieren nach t auf beiden Seiten liefert uns die
Diffentialgleichungen

(1) = [ w(s)ds
MG (t) = —o(1)

mit den Randwerten v(0) = 0 und (1) = 0.
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L Karhunen-Loéeve Reihe

L Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen Bewegung

Die Lésungen dieses Randwertproblems sind:

nlt) = V2sin <;(2n+ 1)7rt) = <(2ni1)ﬂ>2
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L Karhunen-Loeve Reihe

L Karhunen-Loéve Reihe der Standard Brownschen Bewegung

Somit sieht die Karhunen-Loéve Reihe der Standard
Brownschen Bewegung f(t) = W; folgendermafBen aus:

V2 & 2 e
W= — ,,Z_:oén <2n+1> sin (2(2n+ 1)7rt) .
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LZusammenfassum_:)

Zusammenfassung

Jeder zentrierte Gauf3-Prozess lasst sich als Orthogonalreihe
darstellen mit

Koeffizienten &, ~ N(0, 1) iid und

einer ONB {¢n} des von f abhé&ngigen Hilbertraumes.
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LZl.Jsammenfassung

Fur zentrierte GauB-Prosse auf [0, 1]V kénnen wir eine
Karhunen-Loéeve Reihenentwicklung durchfiihren, welche das
Loésen eines Eigenwertproblems beinhaltet.



Orthogonalreihendarstellung eines zentrierten GauB3-Prozesses

LZl.JsammenfaSSng

Fir die Standard Brownschen Bewegung kann dies analytisch
geldst werden. Fir die meisten anderen Beispiele ist dies
jedoch nicht méglich.
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