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Aufgabe 1

Beweise die sogenannte Independent-Thinning-Eigenschaft des Poisson-Prozesses,
d.h. zeige: Wenn jeder der Punkte {S,} eines Poisson-Prozesses auf R¢ mit In-
tensitdt A aufgrund einer Folge unabhéngiger Bernoulli-Experimente geloscht
oder erhalten wird, erhilt man einen Poisson-Prozess mit Intensitdt pA. Dabei
bezeichnet p die Erhaltungswahrscheinlichkeit.

Aufgabe 2

Fiir diese Aufgabe soll das Programm aus Blatt 1, Aufgabe 3, verwendet bzw.
erweitert werden.

(a) Wir betrachten einen homogenen Poisson-Prozess {Np : B € B(IR?)}
mit Intensitdt Ag = 0.001. Generiere fiir die Beobachtungsfenster W =
[0, m]?, wobei m = 100, m = 300 und m = 500, jeweils 100 Realisierungen
t1,...,t190 der Testgroke
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wobei Ay = % Priife fiir alle drei Werte von m mit Hilfe eines Shapiro-

Wilk-Tests zum Signifikanzniveau o = 0.05, ob die Hypothese abzulehnen
ist, dass t1,...,t100 Realisierungen von N (0, 1)-verteilten Stichprobenva-
riablen sind.

(b) Wir betrachten einen MC-Rangtest zur Verifizierung des Hypothesenpaars
H(): )\:)\0 VS. Hl: )\#AO

zum Niveau a = 0.05. Der Test moge auf 100 Realisierungen tg,t1, . .., tog
der Testgrofke T beruhen. Dabei ergeben sich ¢y, . .., tgg aus Realisierungen
eines Poisson-Prozesses mit Intensitit A\g = 0.001, wihrend sich #y aus
einer Realisierung eines Poisson-Prozesses mit Intensitiat A errechnet. Die
empirische Giitefunktion «(X\) des Tests ist definiert als
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wobei n die Anzahl der Testldufe und pgk) den Rang von ty im k-ten

Testlauf bezeichnet. Der Rang von g ist dabei als die Position zwischen
1 und 100 definiert, die |to| einnimmt, wenn alle Betrége |to], |t1], - - -, [tog]



aufsteigend geordnet werden.
Simuliere fiir A € {0.001,0.002,...,0.009,0.01} die Werte der empirischen
Giitefunktion. Fiihre dazu fiir jeden Wert A jeweils 100 Testldufe auf dem
Fenster W = [0, 100]? durch.

(c) Wie éndern sich die Werte der empirischen Giitefunktion, wenn das Fen-
ster W = [0, 1000]? betrachtet wird?

Fiir den Shapiro-Wilk-Test kann die entsprechende Funktion shapiro.test in R verwendet wer-

den.

Aufgabe 3
Sei N ein zufilliges Zahlmak im R, Der Operator

In(f) = Eexpl= [ | f(a)N (o)

auf der Menge der Borel-messbaren Funktionen f : R? — R, heisst das
Laplace-Funktional von N. Dabei benutzen wir die Schreibweise N (dz) = Ny,.
Man kann zeigen, dass zwei zufillige Zahlmafe N und N’ genau dann die gleiche
Verteilung haben, wenn Ly (f) = Ly (f) fiir alle stetigen Funktionen f : R —
R mit kompaktem Tréager gilt. Eine Funktion f hat einen kompakten Triger,
wenn die Menge {z : f(z) > 0} in einem Kompaktum enthalten ist.

Zeige, dass ein Poisson-Prozess mit Intensitdtsmaf p das Laplace-Funktional

Ly(f) = expl— / (1 — eI @)u(de)]
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hat.



