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Aufgabe 1 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte)
Sei Y ∼ U [0, 1], zeigen Sie:

(a) Für die Folge {Xn} von Zufallsvariablen mit Xn = n 1I[0,1/n](Y ) gilt Xn
f.s.−→ 0, aber nicht

Xn
L1

−→ 0.

(b) Für die Folge {Xn} von Zufallsvariablen mit Xn = 1I[0,1/2 + 1/n](Y ) und X = 1I[1/2,1](Y ) gilt

Xn
d−→ X, aber nicht Xn

P−→ X.

(c) Für die Folge {Xn} von Zufallsvariablen mit Xn ∼ U [1/2 − 1/n, 1/2 + 1/n] und X = 1/2 gilt
Xn

d−→ X. Außerdem gilt nicht FXn
(1/2)→ FX(1/2) = 1 für n→∞. Ist dies ein Widerspruch

zur Aussage Xn
d−→ X?

(d) Sei {Xn} eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, wobei Xn Beroulli-verteilt ist mit Parameter
1
n . Zeigen Sie, dass {Xn} im L2, jedoch nicht fast sicher, gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 2 (2 + 2 + 2 Punkte)
Zeigen Sie die folgenden Konvergenzaussagen für n→∞:

(a) Ist Xn ∼ Exp(n), dann gilt Xn
P−→ 0.

(b) Für die Folge {Xn, n ∈ N} von unabhängigen, identisch U(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen und
Yn = n ·min{X1, . . . , Xn} gilt Yn

d−→ Z mit Z ∼ Exp(1).

(c) Sei {Yn} eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E|Y1| <∞,
und seiXn = 1

nYn für jedes n ∈ N. Zeigen Sie, dass die Folge {Xn} fast sicher gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 3 (2 + 2 + 2 Punkte)
Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Für die Folge {Xn} von unabhängigen, identisch U(0, θ)-verteilten Zufallsvariablen mit θ > 0
gilt max{X1, . . . , Xn}

P−→ θ.

(b) Sei {Xn} eine monoton wachsende Folge von Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass die Folge fast
sicher gegen eine Zufallsvariable X konvergiert, falls Xn

P→ X gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Folge in (a) auch fast sicher und im L1 gegen θ konvergiert.

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Sei ϕ : R 7−→ R stetig und X,Xn, Y, Yn : Ω −→ R beliebige Zufallsvariablen auf (Ω,F , P ), dann gilt:

1. XnYn
f.s.−→ XY , falls Xn

f.s.−→ X und Yn
f.s.−→ Y ,

2. XnYn
P−→ XY , falls Xn

P−→ X und Yn
P−→ Y ,

3. XnYn
L1

−→ XY , falls Xn
L2

−→ X und Yn
L2

−→ Y .

4. ϕ(Xn)
f.s.−→ ϕ(X), falls Xn

f.s.−→ X,

5. ϕ(Xn) P−→ ϕ(X), falls Xn
P−→ X,

6. ϕ(Xn) d−→ ϕ(X), falls Xn
d−→ X.


