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Aufgabe 1 (2 + 4 Punkte)
Es sei f : [0, 1] 7→ [0, 1] eine stetige Funktion mit Integral

I =
∫ 1

0

f(x) dx .

Sei X1, Y1, X2, Y2, . . . eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen, die U [0, 1]-verteilt sind und sei

Zn = 1I{Yn≤f(Xn)} .

(a) Zeigen Sie, dass 1
n

∑n
i=1 Zi

f.s.−→ I für n −→∞.

(b) Wie groß muß n mindestens sein, so dass 1
n

∑n
i=1 Zi mit Wahrscheinlichkeit 0.95 maximal um

0.01 von I abweicht?

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Betrachten Sie die Folge {Xn, n ∈ N} von Zufallsvariablen mit Xn ∼ Poi(nλ). Zeigen Sie unter
Verwendung des zentralen Grenzwertsatzes, dass gilt:

Xn − nλ√
Xn

d−→ X mit X ∼ N(0, 1) .

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass für eine Zufallsvariable X die charakteristische Funktion ist genau dann reellwertig,
wenn X d= −X gilt.

Aufgabe 4 (3 + 3 + 3 Punkte)

(a) Berechnen Sie die charakteristische Funktion der Bin(1, p)-Verteilung und der Gleichverteilung
auf [0, 1].

(b) Zeigen Sie, dass die charakteristische Funktion von X ∼ Exp(λ), λ > 0 gegeben ist durch
ϕX(t) = λ/(λ− it). Bestimmen Sie die charakteristische Funktion der Erlang-Verteilung (siehe
Blatt 8).

(c) Zeigen Sie unter Verwendung von charakteristischen Funktionen, dass X =
∑n

j=1 cjXj normal-
verteilt ist mit EX =

∑n
j=1 cjµi und V arX =

∑n
j=1 c

2
jσ

2
j , falls X1, . . . , Xn unabhängig sind und

Xj ∼ N(µj , σ
2
j ) für j = 1, . . . , n.

Aufgabe 5 (3 Punkte)
Eine Zufallsvariable Y ∼ Γ(b, p) heißt gammaverteilt mit Parametern b > 0, p > 0, wenn Y absolut-
stetig ist mit Dichte fY , die gegeben ist durch

fY (y) =
bp

Γ(p)
e−byyp−11I[0,∞)(y) .

Die charakteristische Funktion von Y ist gegeben durch ϕY (t) = 1/(1 − it
b )p. Zeigen Sie, dass Ur =

X2
1 + · · · + X2

r ∼ Γ(1/2, r/2), falls X1, . . . , Xr ∼ N(0, 1) und unabhängig sind. Dann heißt Ur auch
χ2-verteilt mit r Freiheitsgraden.


