Prof. Dr. V. Schmidt WS 2009/10
J. Rumpf / S. Liick 14.01.2010

Ubungen zu Stochastik IT - Blatt 12
(Abgabe: Donnerstag, 21.01.2010, vor den Ubungen)

Aufgabe 1
Zeige Theorem 3.6.: Seien X, Y : Q) — R beliebige Zufallsvariablen iiber (Q, F, P) mit

E|X| < o0, ElY| < o0, E|XY| < o0,

und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F. Dann gilt
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E(X|{0,0}) =EX, E(X | F) = X,

E(aX+bY |G)=aE(X |G)+bE(Y | G) fiir beliebige a,b € R,
E(X|G)<E(Y|G), falls X <Y,

E (XY | G) =YE (X | G), falls Y eine (G, B(R))—messbare Zufallsvariable ist,

E(X | Go) | gl) =E(X | G1), falls G; und Gy Teil-o—Algebren von F sind
rmt 91 C Gy,

E(X | G) = EX, falls die c—Algebren G und ¢(X) = X *(B(R)) unabhingig
sind, d.h., falls P(AN A") = P(A)P(A’) fiir beliebige A € G und A’ € o(X).
Hinweis: Wenn G und o(X) unabhéngig sind, gilt insbesondere, dass die Zufalls-
variablen 14 und X unabhéngig sind fiir alle A € G.

E (f(X) ] Q) > f(E (X | g)), falls f : R — R eine konvexe Funktion ist, so
dass E|f(X)| < oc.

Hinweis: Fiir konvexe Funktionen f : R — R gilt f(z) = sup{l(z) : {(y) <
f(y) Yy € R, ¢ hat die Form ¢(y) = ay + b, a,b € R} Vz € R.
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Aufgabe 2
Betrachte die Zufallsvariablen X und Y iiber dem W-Raum ([—1, 1], B([—1,1]), iv)
mit E|X| < oco. Bestimme fiir die folgenden Zufallsvariablen jeweils o(Y) und eine
Version der bedingten Erwartung E(X |Y) (in Abhéngigkeit von X).
(a) Y(w) = w?,
k—3 k—2

(b) Y(w) = (=1)* fiir w € [T, T),k =1,...,4,und Y(1) = 1.

Aufgabe 3

Bonusaufgabe: Der Zufallsvektor (X,Y) : © — R? sei absolutstetig mit der ge-
meinsamen Dichte fxy : R? — [0, 00] und den Randdichten fx(z): R — [0, 00] und
fy(y) : R — [0, 00]. Aufserdem sei E|X| < oco.

Zeige: Eine Version der bedingten Erwartung E(X|Y") ist gegeben durch

Jezfxy (@Y (w))de
EX[V)(w)={ = ~O@) , falls fy (Y (w)) > 0,
0 ,falls fy (Y (w)) = 0.

Hinweis: Die Messbarkeit bzgl. o(Y') muss nicht gezeigt werden.
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