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Ein diskretes Martingal bezüglich einer Filtration {Fn}n∈IN ist eine Folge von Zufalls-
variablen {Xn}n∈IN über einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ), so dass Xn bezüg-
lich Fn messbar ist und E(Xn+1 | Xn) = Xn für alle n ∈ IN. Eine diskrete Stoppzeit
bezüglich {Fn}n∈IN ist eine Zufallsvariable T : Ω→ IN ∪ {∞}, so dass {T ≤ n} ∈ Fn

für alle n ∈ IN∪{∞}, wobei F∞ = σ{
⋃∞

n=1Fn}. Ein Optional-Sampling-Theorem gilt
für diskrete Martingale in analoger Weise zum zeitkontinuierlichen Fall.

Aufgabe 1
Seien {Xn}n∈IN ein diskretes Martingal und T eine diskrete Stoppzeit bezüglich {Fn}n∈IN.
Zeige, dass auch {XT∧n}n∈IN ein Martingal bezüglich {Fn}n∈IN ist. (4)

Aufgabe 2
Sei {Sn}n∈IN ein einfacher symmetrischer Random Walk, d.h. Sn =

∑n
i=1Xi, wobei

X1, X2, . . . iid mit P (X1 = 1) = P (X1 = −1) = 1
2
. Sei T = inf{n : |Sn| >

√
n} und

Fn = σ{X1, . . . , Xn}, n ∈ IN .

(a) Zeige, dass T eine Stoppzeit bezüglich {Fn}n∈IN ist. (1)

(b) Zeige, dass {gn}n∈IN mit gn = S2
T∧n − (T ∧ n) ein Martingal bezüglich {Fn}n∈IN

ist. (2)

(c) Zeige, dass |gn| ≤ 4T für alle n ∈ IN. (3)

(d) Zeige, dass ET =∞. (2)

Aufgabe 3
Seien X1, X2, . . . iid mit E|X1| <∞. Sei Fn = σ{X1, . . . , Xn}, n ∈ IN, und sei T eine
Stoppzeit bezüglich {Fn}n∈IN mit ET <∞.

(a) Zeige die Waldsche Identität, d.h. EST = ETEX1, wobei ST =
∑T

i=1Xi. (4)

(b) Sei zusätzlich EX1 = 0 und T = inf{n : Sn < 0}. Zeige, dass ET =∞. (2)

Dies ist das letzte Übungsblatt des Semesters. Für die Zulassung zur Klausur sind
124 Punkte hinreichend.
Melde Dich bitte zwischen Dienstag, dem 09.02.2010, und Donnerstag, dem
11.02.1010, im Hochschulportal unter

https://campusonline.uni-ulm.de/qislsf/

für die Klausur zur Vorlesung “Stochastik II” an!
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