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Aufgabe 1
Es seien {X;, t > 0} ein Wiener-Prozess, u € R beliebig (aber fest)
und Z ={t >0 : X, = u}. Zeige:

wobei v das Lebesgue-Mafs auf R bezeichnet.

Aufgabe 2

Es seien {X;, t > 0} ein Wiener-Prozess und M; = m[ax] X.
s€(0,t

Zeige: Mit Wahrscheinlichkeit 1 wird M; an genau einem Punkt in [0, {] angenommen.

Aufgabe 3

Seien 1 = (pt1,...,pn)" € R™ ein beliebiger Vektor und K eine symmetrische und
positiv definite n x n-Matrix. Man nennt den absolutstetigen Zufallsvektor Z =
(Zy,...,Z,)" (regulir) n-dimensional normalverteilt mit Erwartungswertvektor u
und Kovarianzmatrix K (Schreibweise: Z ~ N(u, K)), falls die gemeinsame Dich-
te gegeben ist durch

F(z) = (\/127)" \/diﬁexp (-%(z C TR (e — u)) vz eR".

Dann gilt EZ; = p; und Cov(Z;,Z;) = ki; Vi,j=1,...,n.
Die charakteristische Funktion von Z ~ N(u, K) ist gegeben durch

1
o(t) = Eexp(itTZ) = exp(itTu — §tTKt) VvVt € R"



(a) Zeige: Fiir Z ~ N(0,K) und eine m x n-Matrix A mit rg(A) = m < n gilt
Y = AZ ~ N(0, AKAT)

(b) Essei{X;,t > 0} ein Wiener-Prozess. Betrachte die folgenden Transformationen
des Wiener-Prozesses:

e Brownsche Briicke {B:,t € [0,1]} mit B; = X; — tX;,
o geometrische Brownsche Bewegung {Y;,t > 0} mit Y, = eXt,

o Ornstein—Uhlenbeck—Prozess {Uy,t > 0} mit Uy = e 2 X ..

Welche der Prozesse {B;}, {Y:} bzw. {U;} sind Gauss-Prozesse?

(c) Bestimme jeweils die zugehorige Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunktion
fiir die Prozesse aus (b).

Hinweis: Die charakteristische Funktion einer (eindimensional) N (u, 0)-verteilten Zu-

0?s?

fallsvariable ist p(s) = ¢'He2

(4)

(3)



