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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

1. Schnitt-o-Algebra

Sei ¥ die Familie der abgeschlossenen Teilmengen des R sowie
C die Menge der kompakten Teilmengen des R,

Dann ist die Schnitt-o-Algebra o die kleinste o-Algebra von
Teilmengen von ¥, so dass gilt:

{BeF:BNCzP}eo, VCeC.

Alternative Darstellung:
o=0({{BeF:BNCzQ}:CeC}
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

2. Zufallige abgeschlossene Mengen

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum ((,.A,P) gegeben.

Die Abbildung = : () — ¥ heilst zufallige abgeschlossene

Menge, falls
lweQ:ZwNCzPle A VCeC.

Das heif$t, = ist (A, 0x)-messbar:
{lweQ):E(w)eBle A VBeo,.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

2. Zufallige abgeschlossene Mengen

Mengenoperationen

Seien 2 und E*: () — F beliebige ZAM.
Dann sind auch

1.2UE", 2.2NE",

3.2® Z und 4.0=2

ZAM.

Beachte: Unendliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen
sind i.a. nicht abgeschlossen!
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

2. Zufallige abgeschlossene Mengen

Translation und Rotation

Sei 2: () — F eine beliebige ZAM. Dann gilt
1. E+xist eine ZAM fur alle x € R¢.

2. O(E) ist eine ZAM fir jede Drehung 6: RY — R%um den
Nullpunkt.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

2. Zufallige abgeschlossene Mengen

Beispiele fur ZAM:
Zuféllige Punktprozesse im R

Ein abgeschlossener Kreis im R2, wobei der Mittelpunkt in [0,1]?
gleichverteilt ist und der Radius eine positive eindimensionale
Zufallsvariable ist

Ebenso konnen bestimmte Faserprozesse als ZAM aufgefasst
werden (-> Vortrag 13)
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

2. Zufallige abgeschlossene Mengen

Gegeben: markierter Punktprozess {(S,),(L,)}.
{S,}ist eine Folge von Zufallsvektoren im R¢, die sog. Keime.

L. :Q) — C ein Zufallselement fir alle n € N. Diese sog. Kérner
werden mit den Keimen assoziiert.

Hieraus geht dann das Keim-Korn-Modell hervor:
== J(L,+S,)
n=1
mit (L, +S,)={x+S,:xeL,}
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

2. Zufallige abgeschlossene Mengen

N

Realisierung eines Keim—Korn—Modells mit kreisférmigen Koérnern
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3. Verteilung und Kapazitatsfunktional

Sei Z eine beliebige ZAM.

Das Wahrscheinlichkeitsmal P5 : o — [0,1] mit
P=(B)=P(2€ B) VB o,

heildt Verteilung von E.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3. Verteilung und Kapazitatsfunktional

Sei Z eine beliebige ZAM.

Die Abbildung T : C — [0,1] mit
T-(C)=P(ENCzQP)YCeC

heillt Kapazitatsfunktional von =.

Anmerkung:
T-(C)=P({BeF:BNCzQY)VCeC
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3. Verteilung und Kapazitatsfunktional

Fir das Kapazitatsfunktional Tz einer ZAM gilt, dass:
1.To(@)=0und0<T(C)<1V¥YCeC.

2. Fur jede Folge C,,C,,... e Cmit C,2C, D.... gilt:

n=1

N—>00
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3. Verteilung und Kapazitatsfunktional

3.Die GroBen S,(C), S,(C;C,), S,(C;C,,C,),... seien rekursiv
definiert durch S,(C)=1-T<(C) und
S.(G;C,,....C,)=S, 4(C;C,,...,.C. 1)-S, ,(CUC,;C,,...,.C ) flr jedes
n=1 und fir beliebige C,C,,...,.C, € C.

Dann gilt:
S,.(C;C,,...,C,)=0.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3. Verteilung und Kapazitatsfunktional

Eine Umkehrung liefert der sogenannte Satz von Choquet:

Sei T ein Funktional, das die Eigenschaften 1-3 der letzten
Aussage erfullt.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmal3
P: o — [0,1] so dass
T(C)=P{BeF:BNCzQ})VCeC.

Somit spielt das Kapazitatsfunktional die gleiche definierende
Rolle fur die Verteilung einer ZAM wie die Verteilungsfunktion
fur die Verteilung einer Zufallsvariable.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3. Verteilung und Kapazitatsfunktional

Es besteht ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen
Verteilung und Kapazitatsfunktional.

Seien E,und E,: () — ¥ zwei beliebige ZAM. Dann gilt:
P81=PEZ @T:\z L S
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Eine ZAM Z heilst stationar, wenn gilt:
P-=P.., VY xeRq

Aquivalent:
To(C)=T<(C,)¥Y CeC V xR

To(C) =T, ()Y CeC V¥ x e R

H+X

Beweis:
T=(C) = PENCz2Q)=P(E-x)NCzQY)=PEN(C+x)zQ)
= TE(CX)
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Eine ZAM = heildt isotrop, wenn gilt:
P==Psg
fur jede Drehung 6: RY — R um den Nullpunkt.

Aquivalent:
T(C)=TL6(C) Y CeC

Eine stationare und isotrope ZAM heil3t bewegungsinvariant.

Zufallige abgeschlossene Mengen und Statistik



|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Zwei ZAM =2, und E, heillen unabhangig, wenn fur beliebige
A, A, € o gilt:

P(E,eA,E,€A,)=P(E, €eA)P(E,eA)

Aquivalent: Fur beliebige C,, C, € C gilt:
PE,NC,20,E,NC,20Q)= Tz (Cy) Tg (C)).
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Eine Folge von Mengen W, C R¢, n € N mit

1. W, ist konvex und kompaktV neN

2. W, CW_,,¥VneN

3. sup{r=0:b(x,r) c W_fireinxeR?} — oo (h — o)
heillt mittelnde Folge.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Eine ZAM E heilit ergodisch, falls ¥ A,B € o~

lim —— j P(A " B)dx = P(A)P(B)

N—o0 Ud (an) W

n

fiir eine mittelnde Folge W, C R4, n e N ,wobei A ={F :Fe A}
und x € R¢.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Eine ZAM E heilst metrisch transitiv, falls V A € o gilt:

P=((A\A JU(A \A))=0 V¥ x € R¢

—

P-(A)=1 oder P-(A)=0

Man kann zeigen, dass eine ZAM genau dann ergodisch ist, wenn
sie metrisch transitiv ist.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

Sei nun Cy={(xy,...,Xy) € R?: -Ya<x <), i=1,...,d},

= eine stationare und ergodische ZAM,

h eine translationsinvariante und additive Abbildung mit
h: B(RY)— R,

W_ eine mittelnde Folge

und K C C, eine beliebige konvexe und kompakte Menge.
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|. Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

4. Stationaritat, Isotropie, Unabhangigkeit und Ergodizitat

1. dc> 0 mit E(|h(KNE)|) <c. Dann gilt:

ime( 2™ 05) e hc, ~E))]) =0

N—o0 Ud "

2. d Zufallsvariable €=0 mit [E€ < co und |h(K N E)| <& P-fs. Dann
gilt:

jim XWe 05) _ e e Az)) pefs

N—o0 Ud (\Nn
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

1. Volumenanteil

Sei B : (L, — F eine beliebige ZAM.
-, X € R4} gegeben durch

xe=/’

Wir betrachten das zuféllige Feld { 1

1, wenn x € =E(w
]ler(w) = ( )

0, wenn x & E(w)

Beachte den eineindeutigen Zusammenhang zwischen der
Verteilungvon ZEund {1 _-, x e R4}!

xe=,

— Betrachte Funktionen des zufalligen Feldes
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

1. Volumenanteil

Die Funktion m(x), x € R9 des zufalliges Feldes { I _-, x € R4}
mit m(x)=E 1, _- ¥ x € R?heiflt Mittelwertfunktion.

xe=2

Diese lasst sich durch Einpunkt-
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten {p,, x e R4} der ZAM = mit
p,= P(x€E) beschreiben.

Es gilt: m(x)= p,.

Im stationaren Fall hangt p, nicht von x € R9 ab.
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

1. Volumenanteil

Das heildt fur alle x € R4 gilt:
p, = P(xeZ) = P(0€E)=P(E N 0 = Q) =T -({0}).

Wir nennen p = P(0eZ) den Volumenanteil von =.

Flr diesen gilt:
p =E(vy(ENC,))
wobei C, das Einheitsquadrat ist.
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

2. Kovarianz

Der Volumenanteil lieferte eine Beschreibung der Struktur erster
Ordnung der ZAM Z, ahnlich der Intensitat eines
Punktprozesses.

Eine Beschreibung der Struktur zweiter Ordnung liefert die
Kovarianz der ZAM E.
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

2. Kovarianz

- XeR}:

xe=’

Wieder betrachten wir zunachst das zufallige Feld { 1

Die Funktion k(x,y) , x,y € R? des zufalliges Feldes {1, _-, x € R9}
mit k(x,y)=E(L gl =)-EL EL =V x,y € RYheilt
Kovarianzfunktion.

Diese lasst sich durch Zweipunkt-
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten Py XY € R} der ZAM E
mit p, = P(X€E, yeE) beschreiben.

Es gilt:
k(X,¥)=p,,~PsP, ¥ X,y € R®
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

2. Kovarianz

Im stationaren Fall gilt:
Py, =Poyx ¥ Xy € R
k(XIY)po,y-x_p2

Dann nennen wir die Funktion g: R¢ — [0,1] mit a(X)=pg
Kovarianz von E.

Beachte: Die Kovarianz ist nicht zentriert und nicht-negativ.
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

2. Kovarianz

1. Fur die Kovarianz gilt:
d(x)=py,=P(0€E, xekE)=P(xeZ,0€E)=P(0e &, -xek)
=Py =d(-x) ¥ x € R°

2. Falls 2 isotrop ist, gilt:

q(x)=g”(IIxll) V x € R4

Der Wert der Kovarianz hangt lediglich von der Norm eines
Punktes des R%ab.

Oft schreibt man dann r=lIxll statt x.

Beachte die unterschiedlichen Definitionsbereiche!
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

3. Kontaktverteilungsfunktion

Sei Z eine stationare ZAM und B € C eine bzgl. des Ursprungs 0
sternféormige Menge.

Dann nennt man die Funktion Hg:[0,00) — [0,1] mit Hy(r)=

P(rBNZ22(Q | 0¢ E) VY r = 0 Kontaktverteilungsfunktion von E.
B heildt strukturierendes Element von Hg.
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

3. Kontaktverteilungsfunktion

Wichtige Spezialfalle sind:
1. Die lineare Kontaktverteilungsfunktion H/(r)
SeiueRImitllull=1undB={cu|ce[0,1] }.

Beachte:

Falls 2 isotrop ist, dann ist die genaue Wahl von u irrelevant.
Im anisotropen Fall gilt das nicht.
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

3. Kontaktverteilungsfunktion
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Il. Kenngrof3en zufallig abgeschlossener Mengen

3. Kontaktverteilungsfunktion

2. Die spharische Kontaktverteilungsfunktion H(r)
Wiahle B={x eR%: lIxll<1}.

Manchmal nennt man H_(r) das , Gesetz des ersten Kontakts“.

1-H(r) =P({B(m,r) NE=Q | m¢& E}) Y m e R
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Ill. Schatzer fur die Kenngrof3en

1. Schatzer fir den Volumenanteil
Sei E eine stationare und isotrope ZAM im R?2.

Die Punktzahlmethode

Wahle ein Gitter von Punkten x,,...,x,, (deterministisch oder
zufallig)
Ein Schatzer fur den Volumenanteil ist:

N R -
pp :HZI(Xi e“:‘)
1=1
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Ill. Schatzer fur die Kenngrof3en

1. Schatzer fir den Volumenanteil

Dieser Schatzer ist unverzerrt:

1 1
E(pp)=HEZI(xien)=ﬁnp=p
=1

Flr seine Varianz gilt: (k Kovarianzfunktion)
1 3 —
Uﬁ Py E((np _ZI(Xi cE))°)
i=1

:n_lz(np(l— p)+2> a*(lx —x; )

> ]
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Ill. Schatzer fur die Kenngrof3en

1. Schatzer fir den Volumenanteil

Falls n ,,groR” ist und k ,,schnell gegen 0 geht”, dann kann man
die Varianz approximieren durch:

2 p(l-p)
P n

O

Im Falle unabhangiger Indikatorfunktionen l<(x) gilt
insbesondere:

2 _ pl-p)
P n

O
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Ill. Schatzer fur die Kenngrof3en

1. Schatzer fir den Volumenanteil

Beispiele fur weitere Schatzer:
-Lineare Methode
-Flachenmethode

Anmerkungen:
-Oft: k(x,y) unbekannt = Vergleich der Varianzen der Schatzer
nicht moglich

-Numerischer Aufwand zu beachten:
Geringere Varianz oft (aber nicht immer!) durch hoheren
Aufwand , erkauft”
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Ill. Schatzer fur die Kenngrof3en

2. Schatzer fiur die Kovarianz

Erinnerung: q(x)=P(0 € E, x € E)
Aullerdem gilt:
Oeg, xeEe=0eE*={=26{0,x}}

Ein Schatzer fir g(x) ist nun gegeben durch einen Schatzer des
Volumenanteils der ZAM E*.
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