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Einleitung

Ziele des heutigen Seminars:

Das Boolesche Modell ist sehr anwendungsbezogen. Daher ist
unser Ziel, am Ende die folgenden statistischen Fragen zu
beantworten:

» Wann ist das Boolesche Modell geeignet fiir die Modellierung
eines Datensatzes?

» Wie passe ich das Boolesche Modell an einen Datensatz an?
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Definitionen und Eigenschaften

Definition Boolesches Modell:

Keime:
{S,} ; n € Nmit S, : Q — R homogener Poisson-Prozess in R
mit Intensitat A > 0

Korner:
{=n}; n € Nmit =, : Q — C Folge zufilliger kompakter Mengen
unabhangig und identisch verteilt mit Verteilung Q

mit den folgenden Bedingungen:

» {S,} und {=,} unabhangig

» E(vy(Z1@ C)) <0 ,VC el
C Familie aller kompakter Teilmengen des R
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Definitionen und Eigenschaften

Definition Boolesches Modell:

Das Boolesche Modell = ist ein spezielles Keim-Korn-Modell:
== !1(5,, + Sn)

mit =, + S, ={¢+S,: £ €=,}

Insbesondere ist = eine ZAM (folgt aus Bedingung 2)
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Definitionen und Eigenschaften

Veranschaulichung Boolesches Modell:

Abbildung 3: Boolesches (Keim—Korn—) Modell
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Definitionen und Eigenschaften

Wiederholung:

Definition Kapazitatsfunktional:
T=:C—[0,1]] mit T=(C)=P(=ZNC#0) VCeC

Satz von Choquet:
Seien =1, =5 zwei beliebige ZAM. Es gilt Pz, = P=, genau dann,
wenn Tz, =Tz,
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Definitionen und Eigenschaften

Eigenschaften Boolesches Modell:

Das Boolesche Modell = = |J (£, + S,) ist stationar
n=1

(@

T=(C)=PENC#0) = P(JEr+S)NC#D)

n=1

= P(JGEn+ (Sa+x))n C#0)
n=1

= P({J(En+Sn)+x) N C#£0)
n=1

= P((Z+x)NC#0)= T=4(C)
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Definitionen und Eigenschaften

Eigenschaften Boolesches Modell:

oo
== U (=, + xy) ist isotrop, wenn =; isotrop ist.
n=1

(@

T=(C)=PENC#0) =P J(Z,+S,)NC#0)

3
Il
—

[
=
38

(0(Zn) +0(Sn)) N C #0)

3
Il
N

(@

= P(| J(0En+ Sa)) N C £ 0)

n=1

=P((Z)NC#0) = Ts=)(C)
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Definitionen und Eigenschaften

Das Kapazitatsfunktional im Booleschen Modell:

Fur das Boolesche Modell gilt:
T=(C) = 1 — exp(—AEvg(Z1 & 0)
mit C Spiegelung von C am Ursprung

Beweis an Tafel
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Definitionen und Eigenschaften

Volumenanteil im Booleschen Modell:

Volumenanteil
p=Evy(ENB) , vg(B)=1

Fur das Boolesche Modell gilt:

p:Eyd(EﬂB)
=E [51(x € Z)dx
_fBEll X € )dx
= Jg P

= [5P( OG )dx
=P0e=)
=P(=N {0} #0)
= T=({0})

=1— exp(—Evg(=1))
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Definitionen und Eigenschaften

Kontaktverteilungsfunktion im Booleschen Modell:

Kontaktverteilungsfunktion
Hg(r)=P(rBN=#0]|o¢=) Vr>0

» B € C nennt sich das "strukturierende Element” von Hp

» B ist sternformig bezliglich dem Ursprung

Fur das Boolesche Modell gilt:
Hp(r) = 1 — exp(—A(Bva(Z1 @ rB) — Evg(Z1)))

Beweis Tafel
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Das Boolesche Modell mit konvexen Karnern

Verallgemeinerter Satz von Steiner

Sei = eine isotrope, konvexe, zufillige, abgeschlossene Menge, mit
Evg(= @ B(o,r)) < oo, ¥Yr > 0. Dann gilt

d

El/d(E D B) = ZadkEVd—k(E)vk(B)a VB e K

k=0
mit X Familie aller konvexer Korper in RY und
_ klrg(d—K) kg—k
- dlkg
Einheitskugel in R'.

» insbesondere gilt fiir Vy_1 und Vi:
2Vy_1(B) = "Oberflache von B”

dlﬁ;d
Vi(B) = B
mit der mittleren Breite 3(B)
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Das Boolesche Modell mit konvexen Karnern

T= und Hpg fur konvexe isotrope Korner

Fur das Kapazitatsfunktional gilt:
d
TE(C) =1- exp(—/\ Z adkEVd,k(El)Vk(C)), vCek
k=0

Fir die Kontaktverteilungsfunktion mit B € /C gilt:

d
Hp(r) =1 — exp(—A El agr*EVy k(Z1)Vi(B)) Vr>0
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Das Boolesche Modell mit konvexen Karnern

Lineare Kontaktverteilungsfunktion:

» Seid =2

» Sei B die Strecke vom Ursprung zu einem beliebigen Punkt
u € 0B(o,1)

Hg  lineare Verteilungsfunktion in Richtung u:
Hg,(r) =1 — exp(—AZ24E0 1) r >0

= —Lin(1 — Hg,(r)) = )\%(El) ist konstant in r
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Das Boolesche Modell mit konvexen Karnern

Quadratische Kontaktverteilungsfunktion:

» Sei B=0,1]?
» Sei =; isotrope ZAM mit P(=; # () =1 und
Emax{| x —y |: x,y € Z1}?> < o0

» Sei E/(=1) die mittlere Randlange des Korns =3

Hg 4 quadratische Verteilungsfunktion:
Hp4(r)=1— eXp(_)\(2]EI( Dy, 2))

= —Lin(1 — Hp4(r)) = /\2El( =1 | r ist lineare Funktion in r
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Das Boolesche Modell mit konvexen Karnern

Umformung Kontaktverteilungsfunktion:

Kontaktverteilungsfunktion
Hg(r)=P(rBN=Z#@|o¢ =) Vr>0

=Ploc=Z®rB|o¢=),da{rBN=#2}={oc=ZdrB}
=1-Plo¢=a@rB|o¢?23)
:1_P(O¢E€Bré)

P(o¢=)

—1_ 1-P(o€=®rB)
= I-P(oeD)
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Statistik fiir das Boolesche Modell

Schatzer der Kontaktverteilungsfunktion:

Wir betrachten den folgenden Schatzer fiir Hg
":IB,W(ri) =1- 71—PE,AV;/(H) Vi = 1, .., m

1-p
mit . 5
Pou(r) = 4B Eert)
und

A rg(WNZ)
pw = CII/d(W)
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Statistik fiir das Boolesche Modell

Schatzer der Kontaktverteilungsfunktion:

» Wann ist das Boolesche Modell geeignet fiir die Modellierung
eines Datensatzes?

» rechts: Ausschnitt Boolesches
Modell B mit p(W) =1

» links:
Hg s(r) (spharisch) und
I:IB,W75(r,-) in rot

Ancton0) he9 ()

> mitte:
—Lin(1 — Hps(r)) und
—%/n(l — H57W75(r,'))

00

o oo 00 on oo
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Statistik fiir das Boolesche Modell

Minimum-Kontrast-Schatzer:

» Wie passe ich das Boolesche Modell an einen Datensatz an?

Wir betrachten spharische Kontaktverteilungsfunktion:
d—1 _

Hg(r) =1—exp(—A 3 kg ;EV;(Z1)r?)
j=0

und suchen den Minimum-Kontrast-Schitzer @ fiir die
Intensitat und die mittleren inneren Volumina mit:
0(¢) = argmingco Aw (& 0) 0 = (A, 01,...,04-1)

wobei:

m N d-1 )
Aw(&0) = _Zl(/og(l — He.w(ri,€)) — Mkarf + 21 ,{d_j(gjrjdil))2
= j=
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Statistik fiir das Boolesche Modell

Quellen:

» Stoyan, D., Kendall, W.S., Mecke, J. (1995): Stochastic
Geometry and its Applications, Wiley

» Schmidt, V. (2008): Raumliche Statistik (Vorlesungsskript)
» R-Simulation Olaf Wied

% "Vielen Dank fur eure Aufmerksamkeit!”
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