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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN
®00

DEFINITION PUNKTPROZESS UNDBEISPIELE

Ein Punktprozess im RY ist eine Zufallsvariable ®, die Werte im
Messraum [N, '] annimmt.

N ist die Familie aller Punktfolgen ¢ = {x,} im RY mit den
Eigenschaften:

(1) ¢ ist lokal endlich, d.h. jede beschrankte Teilmenge des R¢
enthalt endlich viele Punkte aus ¢

(1) pisteinfach, d.h. x; # X;, i #J, Xi,X; € {Xn}

N ist die kleinste o-Algebra Uiber N, sodass ¢ — ¢(B) fur jedes
beschrénkte B € B(RY) eine (N, B(RY))-messbare Abbildung

Ist.
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN
o] 1o}

DEFINITION PUNKTPROZESS UNDBEISPIELE

Es gibt 2 Betrachtungsweisen fiir einen Punktprozess ¢:
» & ist zufallige Menge diskreter Punkte (x € ®)
» o ist zufélliges ZahimaR (¢(B) = n, B € B(RY))

Beispiele:
» homogener/inhomogener Poissonprozess
» Cluster-Prozesse, Cox-Prozesse, Gibbs-Prozesse

Beispiele fur Anwendungen:
» Biologie: Verteilung von Blumen auf einer Wiese,
Zellkulturen
» Astronomie: Verteilung von Sternen

» Physik: Verteilung von Atomen
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ALMSCHE VERTEILUNGEN

DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN VIOMENTENMASSE UND VERWANDT
ooe

DEFINITION PUNKTPROZESS UNDBEISPIELE
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

VERTEILUNG EINESPUNKTPROZESSES

Die Verteilung P : N' — [0, 1] eines Punktprozesses ¢ ist
definiert durch

PY)=P(@®ecY)=P{weQ:dw)eY}) VY eN

AulRerdem interessant:

» endlich-dimensionale Verteilung:
P(®(B1) = Ny, ..., (Bx) = n), B; € B(RY) beschrankt
und n; € Ng

» Leer-Wahrscheinlichkeiten:
vg = P({p € N: ¢(B) = 0}) = P(¢(B) = 0), B € B(RY)
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

[ Jele}

STATIONARITAT, ISOTROPIE UNDERGODIZITAT

Ein Punktprozess ¢ heil3t stationar, wenn seine Verteilung
invariant gegentber Verschiebung um x ist, d.h.

PPeY)=PdcY) e P(Y)=P(Y_x) VY eN,VxeRY,
wobei ¢ = {xp}, dx = {xn +x}und Yy ={peN:p x €Y}
Ein Punktprozess ¢ heifl3t isotrop, wenn seine Verteilung
invariant gegentber Rotation r um den Ursprung ist, d.h.

P(Y)=P(rY) wobei r¥ ={peN:rlpecY}, Y ecN.
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

oeo

STATIONARITAT, ISOTROPIE UNDERGODIZITAT

Ein stationarer und isotroper Punktprozess heif3t
bewegungsinvariant.

Die Verteilung P eines stationdren Punktprozesses ¢ heil3t
ergodisch, falls P(Y) = 0 oder P(Y) = 1 fur alle invarianten
MengenY € N.

Dabei heilt Y invariant, falls P(Y \ Yx UYyx \ Y) =0, ¥x € RY.
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

ooe

STATIONARITAT, ISOTROPIE UNDERGODIZITAT
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Beispiel fiir eine Realisierung als nicht stationarer Punktprozess:
Mittelpunkte von Zellkernen aus einer Knorpelgelenkprobe
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

DAS INTENSITATSMASS

Das Intensitatsmald A des Punktprozesses ¢ ist definiert durch

AB) = E(6(B)) = / #(B)P(dg) VB e BRY)
N

Ist & stationdr = 3\ > 0: A(B) = \yg(B), B € B(RY).

A heif3t Intensitat.

Ist ® nicht stationar, aber A abs.-stetig bzgl. 14, d.h.
INX) : AB) = f/\ )dx, VB e B(RY),

dann heil3t A\(x) IntenS|tatsfunktion.
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

KONTAKTVERTEILUNG

Sei ¢ ein Punktprozess, B ¢ RY konvex und kompakt, o € B
und v4(B) > 0. Dann heil3t Hg(r) =1 — P($(rB) =0),r >0
Kontaktverteilungsfunktion von ¢ beziglich B.

Der Spezialfall Hg(r) = 1 — P(®(b(o,r)) = 0) ,r > 0 heil3t
spharische Kontaktverteilungsfunktion.

Hg(r) und Hs(r) sind Verteilungsfunktionen, die Auskunft tber
die geometrische Beschaffenheit der Leerraume zwischen
Punkten des Punktprozesses geben.
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DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN VIOMENTENMASSE UND VERWANDT SS Z SCHE VERTEILUNGEN

o
MARKIERTE PUNKTPROZESSE

Ein Markierter Punktprozess ist eine zufallige Folge

¥ = {(Xn, Mp)} wobei {x,} ein Punktprozess im RY und {m,}
eine Folge aus M (ist ein polnischer Raum, genannt
Markenraum) ist.

mp, stellt Marke (bestimmte Charakteristik) zu entsprechendem
Punkt x, dar.

Jeder markierte Punktprozess im R kann man als normalen
Punktprozess in RY x M auffassen.

Beispiele:
» X, Position eines Baumes, m, Durchmesser des Stammes
» X Position einer Blume auf Wiese, m,, Farbe der Bliite
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MOMENTENMASSE UND VERWANDTEGROSSEN

MOMENTENMASSE

Das MomentenmaR n-ter Ordnung p(" : B(R") — [0, c0) des
Punktprozesses ¢ ist definiert durch:

pM(Byx---xBp) = E(®(B1)-...-®(By))  Bi,...,Bn € B(RY)

Spezialfalle:
> By =...=By u(B") =E($(B)")
» n=1 uM(B)=E(PB))=A(B)

Es besteht enger Zusammenhang zwischen Momentenmafien
1M und Momenten der Zufallsvariablen ¢(B).
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MOMENTENMASSE UND VERWANDTEGROSSEN

FAKTORIELLE MOMENTENMASSE

Das Faktorielle Momentenmal3 n-ter Ordnung
oM : B(R") — [0, 00) des Punktprozesses & ist definiert
durch:

#
o™(By x - xBy)=E ( > Ay (xa) .. ]an(xn))

X1,-.,XnE€EP
Spezialfalle:
» By =...=Bgu:
oM(B") =E(®(B)- (¢(B) —1)-...- (¢(B) —n+1))
» Bq,...,Bn paarweise disjunkt:

M(n)(Bl X oo X Bn) — Oé(n)(B]_ X oo X Bn)
» n=2: 4By x By) = a®(By x By) + A(B1NBy)
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MOMENTENMASSE UND VERWANDTEGROSSEN

PRODUKTDICHTE 2.ORDNUNG UND PAARKORRELATIONSFUNKTION

Sei o2 lokal endlich und abs.-stetig beziiglich 4 dann
existiert die Produktdichte 2.0rdnung p(?:

a(z)(Bl X Bz) = //p(z)(xl,XZ) dx,dxo VB1,B, € B(Rd)
B; B,

® bewegungsinvariant = p(®(xq,x2) = p(r) hangt nur vom
Abstand r = ||x; — X2|| ab

Paarkorrelationsfunktion g : [0, co] — [0, 00):

)
g(r) = P )\z(r) vr >0

15/22



DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN MOMENTENMASSE UND VERWANDTEGROSSEN PALMSCHE VERTEILUNGEN

ERZEUGENDESFUNKTIONAL

Sei U die Familie aller nicht-negativen, beschréankten
Funktionen u mit beschranktem Trager {x € RY : u(x) > 0}.
Sei V Familie aller Funktionenv =1 —u, firue U, 0 <u < 1.

Das erzeugende Funktional G : V — [0, 1] des Punktprozesses
o ist definiert durch

G(v):IE( ) /Hv P(dg) W eV
Xed XEp

Die Verteilung P von ¢ wird eindeutig durch G bestimmt.

Es gibt einen Zusammenhang zwischen G und der
erzeugenden Funktion G¢g) der Zufallsvariablen ¢(B).
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MOMENTENMASSE UND VERWANDTEGROSSEN

0

MARKEN-KORRELATIONS-FUNKTION FUR MARKIERTE PUNKTPROZESSE

Sei W = {(xn, mn)} bewegungsinvarianter, markierter
Punktprozess mit M = R. Seine Marken-Korrelationsfunktion
Kmm ist definiert durch
Eoxm(o)m(x
kn“n(r) - “gﬁg‘igzg“g“z \fr > O.
m
kmnm ist eine Funktion, die die Abhangigkeit der Marken vom
Abstand der Punkte des Punktprozesses beschreibt.

Beispiel:Pinien in einem amerikanischem Wald, x,, Positionen
der Pinien, m, Durchmesser der Stamme.
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MOMENTENMASSE UND VERWANDTEGROSSEN

(o] J

MARKEN-KORRELATIONS-FUNKTION FUR MARKIERTE PUNKTPROZESSE

10 20 a0
r (in m)

statistisch geschatzte Marken-Korrelationsfunktion des markierten
Punktprozesses {(xn, Mn)}
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PALMSCHE VERTEILUNGEN
°

PALMSCHE VERTEILUNG

Sei ¢ ein stationarer Punktprozess mit 0 < A\ < oc.

Die Palmsche-Verteilung im Punkt o ist eine Verteilung auf
[N, N] definiert durch:

)= [ 3 Pl

N XEpNB )\Vd(B)

wobei B eine beliebige Borelmenge mit positivem Volumen ist.

Interpretation im ergodischen Fall:
Po(Y ) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig
herausgegriffener Punkt x € ¢ die Eigenschaft $_, € Y hat.
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PALMSCHE VERTEILUNGEN

( ]o}

ANWENDUNGEN DERPALMSCHEN VERTEILUNG

Manchmal nitzlich: reduzierte Palmsche Verteilung P; definiert

durch:
P)(Y)=P(®\{o}eY|o) VWYeN

Nachste-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion D:

D(r) =1-Po({¢ € N:¢(b(o,r)) =1})
=1-P{({e eN:ypb(0,r))=0}) r>0

Interpretation im ergodischen Fall: Verteilungsfunktion des
Abstands eines zufalligen x; zum nachsten x;, i # j.

J-Funktion J(r) = 11:}5)5((?) r>0
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PALMSCHE VERTEILUNGEN

(o] J

ANWENDUNGEN DERPALMSCHEN VERTEILUNG

Nachste-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion eines
Poisson-Prozesses P, eines Cluster-Prozesses Cl und eines
Cox-Prozesses C
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PALMSCHE VERTEILUNGEN
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