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Spiegelung\ Translation

» Spiegelung: A=-A={-x:xc A firAcCR?

Christian Bach Innere Volumina und Integralgeometrie



Grundlagen
Mengenoperationen

Spiegelung\ Translation

» Spiegelung: A=-A={-x:xc A firAcCR?
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Spezialfall: A Aist symmetrisch (zum Ursprung)

Christian Bach Innere Volumina und Integralgeometrie



Grundlagen
Mengenoperationen

Spiegelung\ Translation

» Spiegelung: A=-A={-x:xc A firAcCR?
Spezialfall: A=A  Aist symmetrisch (zum Ursprung)

Ac=A+x={y+x:ye€A}

» Translation:
firx e R? und AC R?

Innere Volumina und Integralgeometrie

Christian Bach




Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Addition

» Minkowski-Addition:
AeB={x+y:xeAyeB}

fir A,B c RY
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Addition

» Minkowski-Addition:
AeB={x+y:xeAyeB}

fir A,B c RY
> mit
Ax=A® {x}
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Addition

» Minkowski-Addition:
AeB={x+y:xeAyeB}

fir A,B c RY
> mit
Ax=A® {x}

» erhalt man die Kommutativitat

AeB=|]JA
yeB
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Addition

» Minkowski-Addition:
AeB={x+y:xeAyeB}

fir A,B c RY
> mit
Ax=A® {x}

» erhalt man die Kommutativitat

AeB=|JA =J/B=BaA
yeB x€EA
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Addition

» AuBerdem gilt die Assoziativitat
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Addition

» AuBerdem gilt die Assoziativitat

A® (BIUBy))=(A®B)U(A® By)
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Subtraktion

» Minkowski-Subtraktion:

AoB= (A
y€eB
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Grundlagen
Mengenoperationen

Minkowski Subtraktion

» Minkowski-Subtraktion:

AoB= (A
y€eB

oder
AS B = (A°® B)"

mit Komplementbildung bzgl. des RY
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Bildoperationen

» Dilatation:
A— AP B
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Bildoperationen

» Dilatation:
A— AP B

» Erosion:
A— AOB
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Dilatation

Dilatation:
A— AD B
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Dilatation

Dilatation:
A— AD B

Auswirkungen der Dilatation:
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung  pic" o co - Metrik

Dilatation

Dilatation:
A— AD B

Auswirkungen der Dilatation:

» kleine Liicken und Risse werden geschlossen und verschwinden
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung  pic" o co - Metrik

Dilatation

Dilatation:
A— AD B

Auswirkungen der Dilatation:
» kleine Liicken und Risse werden geschlossen und verschwinden

» nahe aneinanderliegende Punkte werden verbunden
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung  pic" o co - Metrik

Dilatation

Dilatation:
A— ADB
Auswirkungen der Dilatation:
» kleine Liicken und Risse werden geschlossen und verschwinden
» nahe aneinanderliegende Punkte werden verbunden

» es werden Punkte an den Rinder hinzugefiigt
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A— AS B
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A— AS B

Auswirkungen der Erosion:
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A— AS B

Auswirkungen der Erosion:

» Objekte an den Randern werden abgetragen
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A—AcB
Auswirkungen der Erosion:
» Objekte an den Randern werden abgetragen

» Liicken werden groRer
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A—AcB
Auswirkungen der Erosion:
» Objekte an den Randern werden abgetragen
» Liicken werden groRer

» kleine Objekte verschwinden irreversibel
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A— AS B

Auswirkungen der Erosion:

v

Objekte an den Randern werden abgetragen
Liicken werden groRer

kleine Objekte verschwinden irreversibel

vV vy

Objekte kénnen gespaltet werden
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Erosion

Erosion:
A— AS B

Auswirkungen der Erosion:

v

Objekte an den Randern werden abgetragen
Liicken werden groRer

kleine Objekte verschwinden irreversibel

vV vy

Objekte kénnen gespaltet werden

Es gilt:
Dilatation von Objekt < Erosion des Hintergrunds

Erosion von Objekt < Dilatation des Hintergrunds
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Opening und Closing

» Opening:
A—Ag=(AcB)®B

Opening: Erosion + Dilatation
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Opening und Closing

» Opening:
A—Ag=(AcB)®B

Opening: Erosion + Dilatation

» Closing:

v

A AB=(A®B)C B

Closing: Dilatation + Erosion
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Zusammenhang Minkowski-Addition und -Subtraktion

Im Allgemeinen ist die Minkowski-Subtraktion nicht die inverse
Operation zur Minkowski-Addition. Es gilt jedoch:

(AcB)@BCAC (A®B)oB
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung i) Cdorff-Metrik

Beispiel
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung Die Hausdorff-Metrik

Die Hausdorff-Metrik

» Die Familie K’ nichtleerer, kompakter Teilmengen des R
bildet mit der Hausdorff-Metrik einen metrischen Raum:
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Digitale Bildbearbeitung

Praktische Anwendung Die Hausdorff-Metrik

Die Hausdorff-Metrik

» Die Familie K’ nichtleerer, kompakter Teilmengen des R
bildet mit der Hausdorff-Metrik einen metrischen Raum:

h(Ki,Ko) =inf{r: Ki CKa®b(o,r) und Ko C Ki® b(o,r)}
fur Ki, K> € K’
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Euklidische Isometrien
Konve: Vlengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe

Definition

eine Abbildung
m:x— x
heilt euklidische Isometrie

=

Ix =yl = [|x" = ¥'[| = l[mx — my]|
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Euklidische Isometrien
Konve: Vlengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe

Darstellung

» jede Isometrie auf einem euklidischen Raum kann in folgender
Form dargestellt werden:

mx = x' = v+ Ax

veR? und Orthogonalmatrix A
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Euklidische Isometnen
Konvexe
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ri

Darstellung

» jede Isometrie auf einem euklidischen Raum kann in folgender
Form dargestellt werden:

mx = x' = v+ Ax

veR? und Orthogonalmatrix A
> echte Isometrie: det(A) =1

> Spiegelungen sind keine echten Isometrien (da det(A) = —1)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Grundlagen

» KCRY konvex & c-x+(L—c)-yeK
Vx,yeKund0<c<l
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Grundlagen

» KCRY konvex & c-x+(L—c)-yeK
Vx,yeKund0<c<l

» konvexe, kompakte Mengen nennt man konvexe Korper
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Grundlagen

» KCRY konvex & c-x+(L—c)-yeK
Vx,yeKund0<c<l

» konvexe, kompakte Mengen nennt man konvexe Korper

» b(0,1) bezeichne die d-dimensionale Einheitskugel
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Euklid metrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Stitzfunktion

» eine wichtige Charakteristik eines konvexen Korpers ist die
Stiitzfunktion:
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Euklid metrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Stitzfunktion

» eine wichtige Charakteristik eines konvexen Korpers ist die
Stiitzfunktion:

s(K,:): 0b(o,1) —R
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Stitzfunktion

» eine wichtige Charakteristik eines konvexen Korpers ist die
Stiitzfunktion:

s(K,:): 0b(o,1) —R

» definiert durch

s(K,u) =sup < u,x >
xeK
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Funktionale auf der Menge der konvexen Korper

» ein Funktional h auf der Menge der konvexen Korper ist
ein reellwertiges Funktional definiert auf C(K):
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Funktionale auf der Menge der konvexen Korper

» ein Funktional h auf der Menge der konvexen Korper ist
ein reellwertiges Funktional definiert auf C(K):

h:K—R VKeCK)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Funktionale auf der Menge der konvexen Korper

» ein Funktional h auf der Menge der konvexen Korper ist
ein reellwertiges Funktional definiert auf C(K):

h:K—R VKeCK)

» uns interessieren insbesondere nicht negative Funktionale auf
konvexen Korpern mit folgenden Eigenschaften:
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Funktionale auf der Menge der konvexen Korper

» ein Funktional h auf der Menge der konvexen Korper ist
ein reellwertiges Funktional definiert auf C(K):

h:K—R VKeCK)

» uns interessieren insbesondere nicht negative Funktionale auf
konvexen Korpern mit folgenden Eigenschaften:

> Isometrie-Invarianz: h(mK) = h(K) VK € C(K)
und m eine Isometrie
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Funktionale auf der Menge der konvexen Korper

» ein Funktional h auf der Menge der konvexen Korper ist
ein reellwertiges Funktional definiert auf C(K):

h:K—R VKeCK)

» uns interessieren insbesondere nicht negative Funktionale auf
konvexen Korpern mit folgenden Eigenschaften:
> Isometrie-Invarianz: h(mK) = h(K) VK € C(K)
und m eine Isometrie
» Monotonie: Ki C K> = h(K1) < h(K?)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Funktionale auf der Menge der konvexen Korper

» ein Funktional h auf der Menge der konvexen Korper ist
ein reellwertiges Funktional definiert auf C(K):

h:K—R VKeCK)

» uns interessieren insbesondere nicht negative Funktionale auf
konvexen Korpern mit folgenden Eigenschaften:
> Isometrie-Invarianz: h(mK) = h(K) VK € C(K)
und m eine Isometrie
» Monotonie: K1 C Ko = h(K1) < h(Ka)
» C-Additivitat: h(Kl) + h(K2) = (Kl ) h(Kl N K2)
fir K1, K> € C( ) und K1 UK, € C(K)
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Euklid metrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Parallelmengen

» eine Parallelmenge mit Distanz r einer Menge A C RY ist die
Menge A @ b(o,r)

Christian Bach Innere Volumina und Integralgeometrie



Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Parallelmengen

» eine Parallelmenge mit Distanz r einer Menge A C RY ist die
Menge A @ b(o,r)

» Folgende Eigenschaften bleiben erhalten:

» Konvexitat
» Kompaktheit
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Parallelmengen

» eine Parallelmenge mit Distanz r einer Menge A C RY ist die
Menge A @ b(o,r)

» Folgende Eigenschaften bleiben erhalten:

» Konvexitat
» Kompaktheit

» Im eindimensionalen Fall ergibt sich fiir das Volumen der
Parallelmenge:

n(Keb(o,r))=I1(K®b(o,r))=1(K)+2r
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Euklid metrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Steiner Formel

» die Steiner-Formel dient zur Berechnung der inneren
Volumina der Parallelmengen
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Steiner Formel

» die Steiner-Formel dient zur Berechnung der inneren
Volumina der Parallelmengen

d
vg(K @ blo,r)) =>_ (Z) Wi (K)r*

k=0
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Steiner Formel

» die Steiner-Formel dient zur Berechnung der inneren
Volumina der Parallelmengen

d
vk @ blo.) =3 () witr

k=0

» dabei ist Wi (K) das Minkowski-Funktional dieses ist ein
bewegungsinvariantes, monotones, C-additives Funktional auf
konvexen Korpern
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale

by

=5

/L Ve x(ps LK) Uy(dS)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale

b
Wk(K) = bd/ Vd_k(sz_K)Uk(dS)
d—k J1,
> by = \/”Ti, Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
r+%)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale

b
Wk(K) = bd/ Vd_k(sz_K)Uk(dS)
d—k J1,
> by = \/”Ti, Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
r+%)

> vg_k (d-k)-dimensionales Lebesgue-Maf
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale

b
Wk(K) = bd/ Vd_k(sz_K)Uk(dS)
d—k J1,
> by = \/”Ti, Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
r+%)

> vg_k (d-k)-dimensionales Lebesgue-Maf

» L, Menge aller k-Unterrdume des R¥
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale

b
Wk(K) = bd/ Vd_k(sz_K)Uk(dS)
d—k J1,
> by = \/”Ti, Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
r+%)

> vg_k (d-k)-dimensionales Lebesgue-Maf
» L, Menge aller k-Unterrdume des R¥

» ps LK orthogonale Projektion von K auf den (d-k)-Unterraum
senkrecht zu S € L
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale

by

=5

/L Ve x(ps LK) Uy(dS)

> by = \/”Ti, Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
r+%)

Vg_k (d-k)-dimensionales Lebesgue-MaR

v

L, Menge aller k-Unterraume des R¥

v

psLK orthogonale Projektion von K auf den (d-k)-Unterraum
senkrecht zu S € L

v

v

Uk Gleichverteilung auf Ly
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Minkowski-Funktionale - Beispiel

R! Wo(K) - Lange von K
Wi (K) = 1 (Euler-Charakteristik)
R? Wo(K) - Flache von K
2W1(K) - Umfang von K
1 W,(K) = 1 (Euler-Charakteristik)
R3 Wo,(K) - Volumen von K
3Wi(K) - Oberflache von K

%Wz(K) - mittlere Breite von K
= W;3(K) =1 (Euler-Charakteristik)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Steiner Formel - Beispiel

» fiir d=2 ergibt sich somit:
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Steiner Formel - Beispiel

» fiir d=2 ergibt sich somit:

A(K @ b(o,r)) = A(K) + U(K)r + nr?
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Euklidische Isometrien
Konvexe
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe

Steiner Formel - Beispiel

» fiir d=2 ergibt sich somit:

A(K @ b(o,r)) = A(K) + U(K)r + nr?
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Innere Volumina

Die Minkowski-Funktionale Wy_, sind mit den inneren Volumina
V) eng verwandt:

d
bd—ka(K): <k> Wd—k(K) k:071a"'ad

es gilt:

» V4(K) Volumen von K € C(K)
> 2V,_1(K) Oberflache von K € C(K)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Hadwiger Theorem

Theorem: Jedes nicht-negative, bewegungsinvariante, monotone,
C-additive Funktional h auf konvexen Korpern kann wie folgt
geschrieben werden:

d
h(K) = acWa(K)
k=0
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Euklidische
Konvexe g
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Definition

Der konvexe Ring S ist das System aller Teilmengen A C RY die als
endliche Vereinigung konvexer Korper dargestellt werden kann:

n
S= (A:A=[JK VK € C(K)
i=1
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Euklidisc
Konvexe
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe

Definition

Der konvexe Ring S ist das System aller Teilmengen A C RY die als
endliche Vereinigung konvexer Korper dargestellt werden kann:

n
S= (A:A=[JK VK € C(K)
i=1

A, A eES=AUA eSund AiNA ES
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Euklidische
Konvexe g
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

additive Funktionale

ein additives Funktional h auf S ist eine Abbildung h: S — R mit
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Innere Volumina und Integralgeometrie

additive Funktionale

ein additives Funktional h auf S ist eine Abbildung h: S — R mit
h(0) =0

und
h(Al U A2) + h(Al N A2) = h(Al) + h(AQ)
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Euklidische
Konvexe g
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Euler-Poincaré Charakteristik

Wichtiges Beispiel eines additiven, bewegungsinvarianten
Funktionals auf S:
fiir konvexe nicht-leere Mengen K:

x(K)=1
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Innere Volumina und Integralgeometrie

Euler-Poincaré Charakteristik

Fir
A=|JKi VKie C(K)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Euler-Poincaré Charakteristik

Fiir )
A=|JKi VKie C(K)
i=1

erhdlt man mit der Additivitdtseigenschaft

X(A):ZX(Ki)— 3 XKy Ky ) et (— 1) X (KiNNKG)

i1,i2;i1 <i2

in R? x(A) = # { Flachen } — # { Locher }
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Euler-Poincaré Charakteristik

Beispiel

NN

al b) c)
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Euklidische Isometrien
Konvexe Mengen
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe Ringe

Verallgemeinertes Minkowski-Funktional

Die Euler-Poincaré Charakteristik erlaubt es uns das
Minkowski-Funktional auf S zu verallgemeinern:

Wk(A) / / K N Ss)l/d k(dS)Uk(dS)
bd kJi, Jsi
fir k=1,....d

> vg_k(psy K) wurde durch [ x(K N Ss)vg_i(ds) ersetzt
» S ist die (d-k)-Ebene durch den Ursprung von RY
» S| ist orthogonal zu Sund Ss =5+
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Euklidisc
Konvexe
Innere Volumina und Integralgeometrie Konvexe
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