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stochastisches Verfahren zur numerischen Losung analytisch

unlosbarer oder aufwendiger Probleme

Grundlage: Gesetz der groBen Zahlen

(]

©

Monte-Carlo-Integration

(Berechnung des Integrals einer Funktion auf [0, 1])

Buffonsches Nadelexperiment (Bestimmung von )
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o betrachte Quadrat mit darin einbeschriebenem Kreis
o "werfe" Punkte willkurlich in das Quadrat

Q Erzeuge 2n Pseudozufallszahlen vy, ..., tn, ~ U(0,1) per
Zufallszahlengenerator.

Q Setze x; = 2u; — 1 und y; = 2upy; — L.

Q Setze

[y

, falls x? + y? < 1,
Zji =
0, sonst.

Q Berechne w

12.11.2009 4 /20



o "echte” Zufallszahlen manuell bzw. mechanisch erzeugt (z.B. durch
Wiirfel oder Roulette)
= aufwendig, daher Zufallszahlengeneratoren
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o "echte” Zufallszahlen manuell bzw. mechanisch erzeugt (z.B. durch
Wiirfel oder Roulette)

= aufwendig, daher Zufallszahlengeneratoren

o Algorithmen, die Realisierungen von Zufallsvariablen erzeugen konnen
o diese zwar deterministisch bestimmt, aber zufalliges Aussehen

(Pseudozufallszahlen)

o Ausgangspunkt: Standardzufallszahlengeneratoren
= durch Transformation oder Verwerfung auch andere Verteilungen

moglich
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Rekursionsformel mit Startwert zg € {0,1,...,m — 1}:
zy = (azy—1 + ¢) mod(m), Yk=1,...,n

meN, a,ce{0,1,...,m—1}

nach Normierung u, = % erhalt man die Standardpseudozufallszahlen
ui,...,up €[0,1)

= hochstens m verschiedene u, ..., u,

es gibt gewisse Bedingungen, die man an a, ¢, m bzw. zj stellen

kann, damit maximal mogliche Periodenlange m erreicht wird
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Mithilfe des x2- Anpassungstest von Pearson kann gepriift werden, ob die
ui, ..., up einer Realisierung von unabhangigen Us,..., U, ~ U(0,1)
entsprechen.

o Zerlege [0,1) in r gleichlange Teilintervalle [0, %), L[,

r

o Betrachte (r — 1)-dimensionalen Parametervektor py = (%, e %) und die
TestgroBe T, : R" — [0,00) mit

wobei Zj(u,...,up) =#{i:1<i<n,j—1<ruy <j}.
o Da T, asymptotisch x2_,-verteilt ist, falls Uy, ..., U, ~ U(0,1) und
unabhangig, wird Hy : p = py abgelehnt, falls

To(uy, ... up) > X$71,17a
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o Wiederholung: F : R — [0, 1] Verteilungsfunktion, dann heiBt
F~1:]0,1] = R U {oo} verallgemeinerte Inverse von F mit

Ffl(y) =inf{x: F(x) >y}

o FirxeRund y € (0,1) gilt

y < F(x) e F i (y) < x
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o Wiederholung: F : R +— [0, 1] Verteilungsfunktion, dann heiBt
F~1:]0,1] = R U {oo} verallgemeinerte Inverse von F mit

Fl(y) = inf{x: F(x) > v}
o FirxeRund y € (0,1) gilt

y < F(x) e F i (y) < x

Sei Ui, ..., U, eine Folge von U(0, 1)-verteilten und unabhangigen

Zufallsvariablen und F : R — [0, 1] eine beliebige Verteilungsfunktion.

Dann sind die Zufallsvariablen X1, Xo, ... mit X; = F~1(U;) fiir jedes
i =1,2,... unabhangig und besitzen die Verteilungsfunktion F.
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Sei A > 0 und F : R+ [0, 1] Verteilungsfunktion der
Exp(\)-Verteilung mit

1—e_)‘X, falls x > 0,
F(x) =
0, falls x < 0.

= Fl(u) = —w fir jedes u € (0,1]

Nach Theorem: X = —2&W)  Exp(\) fiir U ~ U(0, 1]

= X; = —w sind entsprechende Realisierungen
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o Ziel: Generierung von x gemaB Dichte f

o geeignet, wenn es eine Hilfsdichte g gibt, die "ahnlich” aussieht wie f

o sei ¢ eine Konstante, sodass f(x) < cg(x) V x

O Generiere y gemaB Dichte g.
Q Generiere u ~ U(0, 1].

O Wenn u < Cfg(—(yy)), setze x = y, ansonsten zuriick zu 1.

= generierte Zufallszahl x gemaB Dichte f
= im Mittel ¢ Pseudozufallszahlen notwendig bis zur

Generierung von x
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o Definition: {Ng, B € Bo(RY)} ist ein Poisson-Prozess mit
IntensitatsmaB p, wenn
Ng,, Ng,, ... unabhangige Zufallsvariablen sind fiir paarweise disjunkte
By, By, -+ € Bo(RY)
Ng ~ Poi(u(B)) fiir jedes B € Bo(RY)

o {Ng} heiBt homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A, falls

w(B) = Avg(B) VB € Bo(R)
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Sei 1 : Bo(RY) [0, 00) ein beliebiges MaB mit 0 < p(R9) < co und
N: Qi+ [0,00) bzw. 51, 5,,...: Q + RY seien unabhingige
Zufallsvariablen mit

, n() .
N ~ Poi(u(RY)), S;~ (&) Vi>1

Dann ist das zufillige ZahlmaB {Ng, B € Bo(R?)} mit

Ng=#{i:1<i<N,S; € B} VB e By(RY)

ein Poisson-Prozess mit dem IntensitatsmaB .
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o Sei Nz ein homogener Poisson-Prozess auf einem d-dimensionalen
Quader der Form C = [a1,b1) X ... X [a4, bg), dann hat der
Zufallsvektor S; = (Sj1,. .., Siq) fir jedes i = 1,..., n unabhangige
Komponenten Sjj ~ U(aj, bj) fiir jedes j =1,...,d

= Algorithmus:

O Generiere eine Realisierung von Nz ~ Poi(u(C)).

Q Falls Nz = k, generiere Sy, ..., Sk, wobei S; = (Si1, ..., Sig) und
5,:,' ~ U(aj,bj).

O Die Menge {S;} von Punkten im R? ist dann eine Realisierung eines
Poisson-Prozesses auf dem Quader C.
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Sei {Ng, B € Bo(R?)} ein Poisson-Prozess mit dem IntensititsmaB x und
sei By € Bo(R?) eine beliebige Borel-Menge. Dann ist das zufillige
ZihimaB {Ng, B € Bo(R?)} mit Ng = Npnp, ein Poisson-Prozess auf By
mit IntensititsmaB 7z, wobei fi(B) = u(B N By) fiir jedes B € By(RY).
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Sei {Ng, B € Bo(R?)} ein Poisson-Prozess mit dem IntensititsmaB x und
sei By € Bo(R?) eine beliebige Borel-Menge. Dann ist das zufillige
ZihimaB {Ng, B € Bo(R?)} mit Ng = Npnp, ein Poisson-Prozess auf By
mit IntensititsmaB 7z, wobei fi(B) = u(B N By) fiir jedes B € By(RY).

Q Generiere eine Realisierung von N¢ ~ Poi(u(C)).

Q Falls N¢ = k, generiere so lange Realisierungen sy, s,, ... der unabhangigen
Zufallsvektoren Sy, S, -+ ~ u(- N C)/u(C), bis k der Pseudozufallszahlen
Si,-..,5p in der Menge C liegen

© Die Menge {s;:s; € C,1 < i < n} von Punkten im RY ist dann eine
Realisierung eines Poisson-Prozesses.
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Sei {Ng, B € By(E)} ein Poisson-Prozess in E mit lokal endlichem
IntensitatsmaB pund T : E — E Borel-messbar, wobei die Urbilder von

beschrankten Borel-Mengen beschrankt seien. Dann gelten folgende
Theoreme:
° {NE, B € By(E)} mit Né = Ny_1(g, ist ein Poisson-Prozess in E mit

IntensitatsmaB 1(B) = u(T~1(B)).
o Seien {S;} die Atome eines Poisson-Prozesses {Ng, B € By(E)} und

{U;} eine Folge von unabhangigen und identischen Zufallsvektoren in
RY, die von {S;} unabhingig sind, dann gilt:

Ngxc = #{i: (Si,U;) € Bx C},B € By(E), C € Bp(R™) ist ein
Poisson-Prozess.
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O Generiere die ty, ..., ty) gemaB der Exp(1)-Verteilung, wobei

O Generiere die uy, ..., Uy gemaB der U(0, 27)-Verteilung.
O Berechne die Vektoren (si, u1), ..., (Sn(r)s Un(r)), Wobei

@ Transformiere (si, u1), ..., (Sn(r)s Un(r)) mit Hilfe der Abbildung
T :[0,00) x [0,27) — R? mit
T(s,u) =(scosu,ssinu) Vs >0,u € [0,27).

= Realisierung T(s1,u1), ..., T(Sp(r) Un(r)) eines homogenen

Poisson-Prozesses im Kreis B(o,r) = {x € R? : |x| < r}
12.11.2009
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Seien A1, A2 : R? i+ [0, 00) zwei Borel-messbare und lokal-integrierbare
Funktionen, so dass

A1(x) > Aa(x)  Vx € RE.

Sei {S,} Atome eines Poisson-Prozesses mit Intensitatsfunktion A;.
AuBerdem sei Uy, Us, ... eine Folge von U(0, 1)-verteilten und von {S,}
unabhangigen Zufallsvariablen.

Dann ist das zufillige ZahimaB {Ng, B € Bo(R?)} mit

A2(5n)
Ng = #{n: S, € B, U, <A1(5n)} VB € Bo(RY)

ein inhomogener Poisson-Prozess mit der Intensitatsfunktion As.
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O Generiere Realisierung sy, sp, ..., sk € C eines homogenen Poisson-Prozesses

{S,} in C mit Intensitdt A\p,.x = sup A(x) < oo.
xeC

Q Generiere Realisierungen uy, up, . .., ux von unabhangigen
U, Us, ..., U ~ [0,1].

O Eliminiere Punkte s,, fir die u, > A(s;)/Amax gilt.

Q {si,---ySi,y C{s1,-..,5k} bilden eine Realisierung eines Poisson-Prozesses
mit Intensitatsfunktion A : C — [0,00) in C.
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