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Tessellation

Eine Tessellation 7 im R? ist eine Folge von 2-dimensionalen
Polytopen p, € P = {p : p konvexes, kompaktes Polytop} mit :

o intpp,Nintpn, =0V ny #no

o Unlipn=R?

° i x(pn N C # 0) < 0o, C kompakte Menge
n=1
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Tessellation

Eine Tessellation 7 im R? ist eine Folge von 2-dimensionalen
Polytopen p, € P = {p : p konvexes, kompaktes Polytop} mit :

o intpp,Nintpn, =0V ny #no

o Unlipn=R?

o > x(pnN C #0) < oo, C kompakte Menge
n=1

Dabei heif3t p, € 7 Zelle der Tessellation .
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Zuféllige Tessellation

Sei 7 die Familie aller Tessellationen im R2.

Eine Folge T = {P,},>1 von zufélligen Polytopen P, heif3t
zuféllige Tessellation, falls

P({Pn}n>1 € T) = 1.

o
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Alternative Formulierung: (— als markierter Punkiprozess)
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Zuféllige Tessellation

Alternative Formulierung: (— als markierter Punkiprozess)

Assoziierter Punkt
= Markenraum notwendig :

P, ={PeP:c(P)=0},

wobei c: P— R? eine messbare Abbildung mit ¢(P+x) = ¢(P)+x
VP e P, x € R?;

dabei hei3t c(P) der zu P assoziierte Punkt
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Alternative Schreibweise fiir eine Tessellation
— T = {Pn}n>1 l&sst sich schreiben als :

X ={(c(Pn), Pn—c(Pn))}
c R2 € P
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k-Facetten eines Polytops P im R?
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k-Facetten eines Polytops P im R?

o O-Facetten: Eckenvon P — T = {E} .~
Eckenprozess
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Wiederholung

k-Facetten

k-Facetten eines Polytops P im R?

o O-Facetten: Eckenvon P — T = {E} .~
Eckenprozess

o 1-Facetten: Kanten von P — T() = {K,} 1
Kantenprozess

@ 2-Facetten: Flache von P — T(® = {Pp} -
Zellenprozess

2%
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Komplexere Modelle

Motivation

Strassensysteme werden durch einfache Modelle wie PVT, PLT
oder PDT nicht zufriedenstellend repréasentiert

@ Naturparks, Seen, Flisse usw. verursachen grof3e
Freiflachen in manchen Gebieten

@ wahrend woanders hingegen z.B. durch Nebenstrassen
komplizierte Verastelungen auftreten

@ "Grenzubergénge" von Stadten zu landlichen Umgebungen
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Abbildung: Reales Strassennetz in Nantes
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Iterierte Tessellationen

Definition lterierte Tessellation:

Sei Xo = {Pn}n>1, {Xn}n>1 mit Xo = {Pn, }.,>1 eine Folge
zufalliger Tessellationen.Dann heif3t

X = {an Pn’,/ - int anlnt Pn’,/ ;é w}VZ17nZ1

iterierte zufallige Tessellation mit Ausgangstessellation X, und
Komponententessellationen {Xp},>1.
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Iterierte Tessellationen

Definition lterierte Tessellation:
Sei Xo = {Pn}n>1, {Xn}n>1 mit Xo = {Pn, }.,>1 eine Folge
zufalliger Tessellationen.Dann heif3t

X: {an Pn’,/ . Int anlnt Pn’,/ ;é w}VZ17nZ1

iterierte zufallige Tessellation mit Ausgangstessellation X, und
Komponententessellationen {Xp},>1.

Wir untersuchen nun 2 grundlegende Modelle:
Superposition und Nesting.

@ " uulm
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Superposition

Hierflr seien Xo = {Pn}n>1, X1 = Xo = Xz = ... d.h.
Xn = X1 = {P17,,}V21 Yvn=23,...
Dann heif3t

X ={P,n Py, :int P, int Py, # 0}

Xo/ Xy Superposition (kurz: X:=) (Xo, X1))

2%
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Superposition

Hierflr seien Xo = {Pn}n>1, X1 = Xo = Xz = ... d.h.
Xn = X1 = {P17,,}V21 Yvn=23,...
Dann heif3t

X ={P,n Py, :int P, int Py, # 0}

Xo/ Xy Superposition (kurz: X:=) (Xo, X1))

Interpretatign:
Einfaches Ubereinanderlegen von X, und Xj.

@ uulm
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Abbildung: Superposition von PLT und PVT
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Iterierte Tessellationen

Seien Xp, X1, X5, ... iid.Dann heif3t
X = I(XO,X) = {an Pn7V . Int Pn N Int Pn7y ?é Q}V217n21

Xo/X1 Nesting. Dabei ist ¥ = { Xy, Xo,...}
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Iterierte Tessellationen

Seien Xp, X1, X5, ... iid.Dann heif3t
X = I(Xo,X) = {an Pnﬂj . Int Pn ﬂ Int Pnﬂ/ ?é Q}VZ1,n21

Xo/X1 Nesting. Dabei ist ¥ = { Xy, Xo,...}

Interpretation:
Jede Zelle von X; wird folgendermafen weiter unterteilt:
die erste durch Xj, die zweite durch X5, usw.

P
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Abbildung: PLT/PVT Nesting
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Iterierte Tessellationen

Rackblick Anfang Kapitel 2: "Lécher”

%%
)
=

uulm



ige Tessellationen Il

Komplexere Modelle

Iterierte Tessellationen

Rackblick Anfang Kapitel 2: "Lécher”
— Ausweg: Bernoulli-Thinning bei Nesting
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Iterierte Tessellationen

Rackblick Anfang Kapitel 2: "Lécher”
— Ausweg: Bernoulli-Thinning bei Nesting

Bernoulli-Thinning bei Nesting
Idee: lteriere nur manche Zellen von Xj.
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Rackblick Anfang Kapitel 2: "Lécher”
— Ausweg: Bernoulli-Thinning bei Nesting

Bernoulli-Thinning bei Nesting

Idee: lteriere nur manche Zellen von Xj.

Seien My, Mo, ...: Q — {0, 1} iid und unabhangig von
Xo, X1, Xo, . ..

Betrachte nun

P(Mp=1)=pbzw.P(M, =0)=1—-p

als Full- bzw. Loschwahrscheinlichkeiten.

@ " uulm
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Rackblick Anfang Kapitel 2: "Lécher”
— Ausweg: Bernoulli-Thinning bei Nesting

Bernoulli-Thinning bei Nesting

Idee: lteriere nur manche Zellen von Xj.

Seien My, Mo, ...: Q — {0, 1} iid und unabhangig von
Xo, X1, X2, ...

Betrachte nun

P(Mp=1)=pbzw.P(M, =0)=1—-p

als Full- bzw. Loschwahrscheinlichkeiten.

Bemerkung: Falls p = 1 = Ausgangs-Nesting
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Abbildung: Bernoulli-Thinning bei PLT/PVT mit p = 0.75
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Iterierte Tessellationen

Sei X eine iterierte, zufallige Tessellation mit Xj als
Ausgangstessellation und { X} als
Komponententessellationen.Ferner seien Xy, X1, Xo, . .. iid und
stationar (isotrop).Dann ist X stationar (isotrop).
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Theorem

Sei X eine iterierte, zufallige Tessellation mit Xj als
Ausgangstessellation und { X} als
Komponententessellationen.Ferner seien Xy, X1, Xo, . .. iid und
stationar (isotrop).Dann ist X stationar (isotrop).

| A\

Annahme:
Wir setzen ab sofort voraus, dass Xy, Xi, Xo, ...
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Iterierte Tessellationen

Theorem

Sei X eine iterierte, zufallige Tessellation mit Xj als
Ausgangstessellation und { X} als
Komponententessellationen.Ferner seien Xy, X1, Xo, . .. iid und
stationar (isotrop).Dann ist X stationar (isotrop).

| A\

Annahme:

Wir setzen ab sofort voraus, dass Xy, Xi, Xo, ...
o stationar und

@ isotrop sind.
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Facettenintensitaten einer IRT:

Sei im Folgenden:
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Facettenintensitaten einer IRT:

Sei im Folgenden:

° A,(.O) die jeweilige Eckenintensitét,
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Facettenintensitaten einer IRT:
Sei im Folgenden:

° A,(.O) die jeweilige Eckenintensitét,

o )\51) die jeweilige Intensitat der Kantenmittelpunkte,
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Facettenintensitaten einer IRT:

Sei im Folgenden:
° A,(.O) die jeweilige Eckenintensitét,
o )\51) die jeweilige Intensitat der Kantenmittelpunkte,

o )\,(.2) die jeweilige Intensitat der Zellenschwerpunkte und
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Komplexere Modelle

Iterierte Tessellationen

Facettenintensitaten einer IRT:

Sei im Folgenden:
° A,(.O) die jeweilige Eckenintensitét,
o )\§1) die jeweilige Intensitat der Kantenmittelpunkte,
o )\,(.2) die jeweilige Intensitat der Zellenschwerpunkte und

° )\,(.3) = A,(.1)~ erwartete Lange der typ. Kante von X;

wobei i € {0,1}.
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Iterierte Tessellationen

2
)\(0) — )\80) A /\50) L ;)\83))\53)

4
AW =27+ A+ —agA
2
A =2+ A+ =agA

A0 — 2B 4 2@

2%
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Nesting mit Bernoulli:

4
OISO N SIOPS
s

AD = A0 1 Al 4 OP\@)@)
T

AR = \B) | pr® | 2P y@)\@)
T

2@ = 38 1 pp(®

2%

uulm



Zuféllige Tessellationen Il

Komplexere Modelle

Iterierte Tessellationen

PLT 1.2 2.2 1.2 ~
Fogl =l ] ¥
PVT 2~ 3y 2 2~
o =5 2~ | 32 =
PDT Y 3 27 3TV

Abbildung: A©, X(1), X@) A\ in Abhangigkeit von ~

uulm
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Abbildung: A, A A2)\G

Nesting

PLT/PLT

PLT/PVT

PLT/PDT

13+ LpE+Lpyon

8+ 2pE + Epom

B+ T+ Eron

12 £ 20 + Eproya
293 +3pm + 2 provin

3+ 1+ 2 proy T

13 +pn + FE oy

298+ 3+ H Pyt

102 4 2y 4 8 o
L3 +2m+ oy

o +pn Yo + 2py/1
PVT/PLT PVI/PVT PVT/PDT

2pi 30+ 2y

L+ +2puym

20y +pn) + 2 pyAomt
30 +p1) + ZpAon

Yo +pn+ Ao

270 + P01 + 3% pyAoNt

3(v0 +p1) + B pyAon

— 18 ) e
Yo+ 2pn + 323 PyTOTL

PH+2 2(\/7o + pyn) v
PDT/PLT PDT/PVT PDT/PDT
256 4006

Ipt+ro+ By
2p2+3% + Sy

Iyt +2%+ 2y

m+32 R

2p71+ 70 + 22 py/ATT0
30y + 1) + Z oy
PPy

P+ 290+ 2 p T

2T+ 2T

Y0+ P + a8 py/AoT
300+ ) + 3% py/Aon

2(v0 + p71) + 28 p A0

2 (/o+pyi)

—~

in Abhangigkeit von ~q

und ~1 bei
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Nun sind wir in der Lage, ein gutes Modell fir die Realitat zu
bilden:
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Iterierte Tessellationen

Nun sind wir in der Lage, ein gutes Modell fir die Realitat zu
bilden:

Zur Erinnerung: Jede Tessellation hat einen Vektor

A= (AO XD A AGHT,

e
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Iterierte Tessellationen

Nun sind wir in der Lage, ein gutes Modell fir die Realitat zu
bilden:

Zur Erinnerung: Jede Tessellation hat einen Vektor

= ()\(0)7)\(1)’ )\(2)’)\(3))T_

Betrachte nun

1
’ W ——(Ny, Ne, N, Ie)

wobei n, die Ecken in W, n, die Kanten in W, n. die Zellen in W
und /. die totale Kantenlange in W ist.
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@ schrittweise durch Spanne von Intensitaten fir + bzw. ~q
und v gehen
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@ schrittweise durch Spanne von Intensitaten fir + bzw. ~q
und v gehen

@ berechnen der Werte nach der Tabelle
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Iterierte Tessellationen

@ schrittweise durch Spanne von Intensitaten fir + bzw. ~q
und v gehen

@ berechnen der Werte nach der Tabelle

@ bestimme Vektor im Sinne eines minimalen relativen
Abstands

(zwischen dem Vektor der geschatzten Intensitaten in der
Realitat und dem Vektor derer flr das Modell)
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Iterierte Tessellationen

@ schrittweise durch Spanne von Intensitaten fir + bzw. ~q
und v gehen

@ berechnen der Werte nach der Tabelle

@ bestimme Vektor im Sinne eines minimalen relativen
Abstands

(zwischen dem Vektor der geschatzten Intensitaten in der
Realitat und dem Vektor derer flr das Modell)

@ wir erhalten so 3 bzw. 9 verschiedene Vektoren
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Iterierte Tessellationen

@ schrittweise durch Spanne von Intensitaten fir + bzw. ~q
und ¢ gehen

@ berechnen der Werte nach der Tabelle

@ bestimme Vektor im Sinne eines minimalen relativen
Abstands

(zwischen dem Vektor der geschatzten Intensitaten in der
Realitat und dem Vektor derer fiir das Modell)
@ wir erhalten so 3 bzw. 9 verschiedene Vektoren

@ wahle darunter dasjenige Tessellationsmodell mit
zugehoriger Intensitat aus, das unter den minimalen
Werten den kleinsten hat
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Abbildung: Vergleich: reales StraBBennetz (li), simple PVT-Tessellation
(mi) und iterierte PLT-PVT Nesting Tessellation (re)
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Was passiert, wenn man immer weiter iteriert ? Grenzwerte ?
Art der Konvergenz ?

Wiederholung Kapazitatsfunktional
Tx(C) == P(X(") N C # (), C kompakt.

Dabei ist X(1) die Vereinigung aller Kanten von X.
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Weitere lteration und Konvergenz

Was passiert, wenn man immer weiter iteriert ? Grenzwerte ?
Art der Konvergenz ?

Wiederholung Kapazitatsfunktional
Tx(C) == P(X(") N C # (), C kompakt.
Dabei ist X(1) die Vereinigung aller Kanten von X.

| A\

Konvergenz

Sei X, Xi, Xo, ... eine Folge von stationaren Tessellationen im
RR?. Wir sagen:

X" = X', wenn Tx,(C) — Tx(C) ¥ C kompakt (n — o)
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Weitere lteration und Konvergenz
normierte Superposition

Intensitat bei Superposition von n Tessellationen:

Seien Xy, ..., X,_4 iid und stationar im R? mit
Gesamtkantenlange \(®)
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Intensitat bei Superposition von n Tessellationen:

Seien Xy, ..., X,_4 iid und stationar im R? mit
Gesamtkantenlange \(®)

— > (Xo,...,Xn_1) ist eine stationare Tessellation mit
Gesamtkantenlange n\(®)

uulm



Zuféllige Tessellationen Il
Weitere lteration und Konvergenz
normierte Superposition

Intensitat bei Superposition von n Tessellationen:

Seien Xy, ..., X,_4 iid und stationar im R? mit
Gesamtkantenlange \(®)

— > (Xo,...,Xn_1) ist eine stationare Tessellation mit
Gesamtkantenlange n\(®)

= Normierung flr konstante Gesamtkantenlangenintensitéat:
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Weitere lteration und Konvergenz

normierte Superposition

Intensitat bei Superposition von n Tessellationen:

Seien Xy, ..., X,_4 iid und stationar im R? mit
Gesamtkantenlange \(®)

— > (Xo,...,Xn_1) ist eine stationare Tessellation mit
Gesamtkantenlange n\(®)

= Normierung flr konstante Gesamtkantenlangenintensitéat:

Definition:

> (nXo, ..., nXy_1) heiBt normierte Superposition.

2%
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normierte Superposition

Konvergenz-Theorem

Sei Xy, X1, ... eine Folge von iid und stationaren Tessellationen
im R? mit 0 < AN, \®) < cc.

Dann gilt:

> (nXo,...,nXp1) = X

wobei X eine stationare PLT ist. )

o

uulm
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Weitere lteration und Konvergenz
normiertes Nesting

Definition Folge normierter Nestings

Sei Xj eine stationdre Tessellation und sei Xy, Xs, ... eine
Folge von Folgen von Tessellationen, sodass alle
Tessellationen inkl. Xj iid.

Dann ist die Folge k(Xp), l3(Xo), - .. von normierten Nestings
rekursiv definiert durch :

Ib(Xo) = 12X, 2X)

In(Xo) = I(nXp, nX1,...,nXp_1)
= I(I(nXy,nXy,...,nXp_2),NXn_1),n=2,3,...
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normiertes Nesting

Konvergenz
Hier ist lediglich die Existenz einer Grenztessellation bekannt !

@
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