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Wiederholung

Φ(W )

Für W ∈ B(Rd ) und Φ = {xn} ein Punktprozess mit einer
zufälligen Anzahl n ∈ N Punkten xi , 1 ≤ i ≤ n beschreibt

Φ(W ) = #{n ∈ N|xn ∈W}

die Anzahl der Punkte in W.



Stochastische Geometrie und ihre AnwendungenThema 3: Statistik für Punktprozesse

Wiederholung

Definition (stationärer Poisson Prozess)
Φ heißt stationärer Poisson Prozess, wenn folgende
Eigenschaften gelten

(i) Φ(W ) ∼ Poi(E [Φ(W )]) = Poi(λνd (W )) ∀W ∈ B(Rd )

(ii) Φ(W1), . . . ,Φ(Wn) sind unabhängig für
Wi ∈ B(Rd ), Wi ∩Wj = ∅, 1 ≤, i , j ≤ n, i 6= j

(iii) Φ ist stationär, das heißt es gilt die Translationsinvarianz
(Φ(W1), . . . , Φ(Wn))

D
= (Φ(W1 + v), . . . , Φ(Wn + v)),

∀W1, . . . ,Wn ∈ B(Rd ), v ∈ Rd
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Wiederholung

Definition (Intensität für planare stationäre Punktprozesse)
Die erwartete Anzahl von Punkten xj im Fenster W mit Fläche
νd (W ) wird mit der Intensität λ bezeichnet, wobei

λ =
E [Φ(W )]

ν2(W )
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117 Auftreffpunkte von α-Teilchen auf einer 60x60 Metallfolie
(1 EH = 2 µ m)
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Intensität λ

Schätzer λ̂

Definition
Für einen stationären Poisson Prozess sei ein Schätzer für die
Intensität λ wie folgt definiert:

λ̂ =
Φ(W )

ν2(W )
(1)

Für das Beipiel ergibt sich:

λ̂ =
117
602 = 0.0325
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Intensität λ

Schätzer λ̂

Theorem

λ̂ ist ein erwartungstreuer Schätzer.

Theorem

Sei (Wn)n∈N eine Folge mit W ∈ Bd und νd (Wn)→∞ für
n→∞. Dann ist λ̂ schwach konsistent, das heißt, es gilt

lim
n→∞

P(|λ̂Wn − λ| > ε) = 0
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Intensität λ

Konfidenzintervall für λ

Theorem (asymptotische Normalverteiltheit)

Sei (Wn)n∈N eine Folge in W ∈ Bd mit νd (Wn)→∞ für n→∞.
Dann ist λ̂ asymptotisch normalverteilt, das heißt, es gilt

lim
n→∞

P

−zα
2
≤

√
ν2(W )

λ̂
(λ̂− λ) ≤ zα

2

 = 1− α,

Asympthotisches Konfidenzintervall zum Niveau 1− α

zα
2

√
λ̂

ν2(W )
− λ̂ ≤ λ ≤ zα

2

√
λ̂

ν2(W )
+ λ̂



Stochastische Geometrie und ihre AnwendungenThema 3: Statistik für Punktprozesse

Intensität λ

Konfidenzintervall für λ

Theorem (asymptotische Normalverteiltheit)

Sei (Wn)n∈N eine Folge in W ∈ Bd mit νd (Wn)→∞ für n→∞.
Dann ist λ̂ asymptotisch normalverteilt, das heißt, es gilt

lim
n→∞

P

−zα
2
≤

√
ν2(W )

λ̂
(λ̂− λ) ≤ zα

2

 = 1− α,

Asympthotisches Konfidenzintervall zum Niveau 1− α

zα
2

√
λ̂

ν2(W )
− λ̂ ≤ λ ≤ zα

2

√
λ̂

ν2(W )
+ λ̂



Stochastische Geometrie und ihre AnwendungenThema 3: Statistik für Punktprozesse

Test auf Stationarität

Gliederung

1 Wiederholung

2 Intensität λ
Schätzer λ̂
Konfidenzintervall für λ

3 Test auf Stationarität

4 Test der Poisson-Hypothese
Plus-Sampling
Minus-Sampling
Distanzmethode



Stochastische Geometrie und ihre AnwendungenThema 3: Statistik für Punktprozesse

Test auf Stationarität

Φ stationärer Poisson Prozess, dann gilt 1 für
W1,W2 ⊂W ,W1 ∩W2 = ∅
n1, n2 zufällige Anzahl der Punkte

F =
ν2(W1)(2n2 + 1)

ν2(W2)(2n1 + 1)
∼ F2n1+1,2n2+1,

wobei die Indizes so gewählt werden, dass F > 1

Test
H0 : Φ ist ein stationärer Poisson Prozess
H0 wird zum Niveau α verworfen, falls

F < F2n1+1,2n2+1; α
2

oder F > F2n1+1,2n2+1;1−α
2

1heuritisch, gleiches gilt für alle folgenden Verteilungsangaben.
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Test der Poisson-Hypothese

Wichtige Verteilungen für r ≥ 0
reduzierte Palmfunktion

P!
o(Y ) = P(Φ \ {o} ∈ Y || o)

Sphärische Kontaktverteilungsfunktion, wobei
b(x , r) ∈ B(Rd )

HS(r) = 1− P(ϕ ∈ N : ϕ(b(x , r)) = 1) = P(o ∈
⋃
x∈Φ

b(x , r))

Nächste-Nachbarfunktion, wobei b(o, r) ∈ B(Rd )

D(r) = 1− P!
o(ϕ ∈ N : ϕ(b(o, r)) = 0)

= 1− Po(ϕ ∈ N : ϕ(b(o, r)) = 1)
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Test der Poisson-Hypothese
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Test der Poisson-Hypothese

Sampling

D(r) wird geschätzt mittels der empirischen Verteilungsfunktion
aller Distanzen

‖x − h(x)‖ , h(x) =̂ nächster Nachbar

+ Kein Informationsverlust
− mehr Informationen als in W enthalten benötigt
− h(x) eventuell nicht ermittelbar⇒ Verzerrung
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Test der Poisson-Hypothese

Sampling

D(r) wird geschätzt mittels der empirischen Verteilungsfunktion
der Distanzen

‖x − h(x)‖ , h(x) =̂ nächster Nachbar

in W 	 b(o, r)

+ keine Verzerrung
− Informationsverlust
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Test der Poisson-Hypothese

Sampling

D(r) wird geschätzt mittels der empirischen Verteilungsfunktion
der Distanzen

‖x − h(x)‖ , h(x) =̂ nächster Nachbar

in W 	 b(o, r)

+ keine Verzerrung
− Informationsverlust
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Test der Poisson-Hypothese

Distanzmethode

Vorbereitung
H0 : Φ ist ein stationärer Poisson Prozess
Unter H0 gilt:

D(r) = HS(r) = 1− exp−λπr2

→ u2
1 , . . . ,u

2
m, v2

1 , . . . , v
2
m ∼ Exp(λπ)
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Test der Poisson-Hypothese

Distanzmethode

Tests
H0 wird bei sehr kleinen oder großen Werten von hF verworfen,
wobei

hF =

∑m
i=1 u2

i∑m
i=1 v2

i
∼ F2m,2m

Das heißt, H0 wird verworfen, falls

hF < F2m,2m,α2
oder hF > F2m,2m,1−α

2



Stochastische Geometrie und ihre AnwendungenThema 3: Statistik für Punktprozesse

Test der Poisson-Hypothese

Distanzmethode

Vergleich der Methoden, wobei F = 1− e−λ̂πr2
, ĤS grün, D̂ rot
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