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1 Allgemeine Theorie der zufalligen Funktionen

1.1 Zufallige Funktionen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, B) ein mebarer Raum, Q,S # 0.

Definition 1.1.1
Ein zufilliges Element X : Q0 — S ist eine A|B-mefibare Abbildung (Bezeichnung: X € A|B),
dh.,

X' B)={weQ:X(w)eBc A BeB.

Falls X ein zufilliges Element ist, dann ist X (w) eine Realisierung von X fiir beliebige w € .

Wir sagen, dass die o-Algebra B von Teilmengen von S durch das Mengensystem M erzeugt
wird (M enthélt ebenso Teilmengen von S als seine Elemente), wenn

B= N F
FOM
F-o-Algebra auf S

(Bezeichnung: B = o(M)).
Falls S ein topologischer oder metrischer Raum ist, dann wahlt man oft M als Klasse aller
offenen Mengen von § und nennt o(M) Borelsche o-Algebra (Bezeichnung: B = B(S)).

Beispiel 1.1.1 1. Falls S =R, B = B(R), dann heif}t ein zufilliges Element X eine Zufalls-
variable.

2. Falls § = R™, B = B(R™), m > 1, dann heifit X Zufallsvektor. Zufallsvariablen und
Zufallsvektoren betrachtet man oft in den Vorlesungen , Elementare Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik“ und ,,Stochastik I

3. Sei § die Klasse aller abgeschlossenen Mengen von R™. Sei
M={{AeS:ANB # 0}, B - beliebiges Kompaktum aus R™} .

Dann ist X : Q — S eine zufdllige abgeschlossene Menge.

Als Beispiel betrachten wir n unabhéngige gleichverteilte Punkte Y7,...,Y;, € [0,1]" und
Ri,..., R, > 0 fast sicher unabhéingige Zufallsvariablen, die auf dem selben Wahrscheinlich-
keitsraum (9, A, P) wie Y1,...,Y,, definiert sind. Betrachten wir X = U}",Bpg,(Y;). Dies ist
offensichtlich eine zuféllige Menge. Eine beispielhafte Realisierung liefert Abbildung 1.1.

Aufgabe 1.1.1
Seien (€2, A) und (S, B) meBbare Rédume, B = o(M), wobei M eine Klasse von Teilmengen von
S ist. Zeigen Sie, dass X :  — S genau dann A|B-mefbar ist, wenn X ~1(C) € A, C € M.

Definition 1.1.2

Sei T' eine beliebige Indexmenge und (S, By)ier eine Familie von mefibaren Rdumen. Eine
Familie X = {X(¢),t € T} von Zufallselementen X (t) : @ — S; definiert auf (92,.4,P) und
A|Bi-mefibar fiir alle ¢ € T heiit zufillige Funktion (assoziiert mit (St, Bt)ier).
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Abbildung 1.1: Beispiel einer zufilligen Menge X = US_; Bg.(Y;)

Esgilt also X : QxT — (S, t € T),d.h. X (w,t) € Sifurallew € Q,t € Tund X (-, t) € A|By,
t € T. Sehr oft wird w in der Bezeichnung unterlassen und man schreibt X (¢) an Stelle von
X (w,t). In den meisten Féllen hdngt auch (S, Bt) nicht von t € T ab: (S, By) = (S, B) fiir alle
tefT.

Spezialfille zufilliger Funktionen:

1. T CZ: X heifit dann zufillige Folge oder stochastischer Prozess in diskreter Zeit.
Beispiel: T'=7Z, N.

2. T CR: X heifit stochastischer Prozess in stetiger Zeit.
Beispiel: T'= Ry, [a,b], —00o < a < b < o0, R.

3. TCRY d>2: X heift zufilliges Feld.
Beispiel: T = 2%, R%, R?, [a,b]".

4. T C B(R%) : X heiBlt Mengen-indizierter Prozess.
Falls X (t) fast sicher nichtnegativ und o-additiv auf der o-Algebra T ist, dann wird X
zufdlliges Maj$ genannt.

Die Tradition, die Indexmenge durch T zu bezeichnen, kommt von der Interpretation von
t € T in den Féllen 1 und 2 als Zeitparameter.

Fiir jedes w € Q heifit { X (w,t), t € T} eine Trajektorie bzw. ein Pfad der zufélligen Funktion
X.

Wir méchten zeigen, dass die zufillige Funktion X = {X(¢), t € T'} ein zufilliges Element
im entsprechenden Funktionsraum ist, welcher mit einer o-Algebra ausgestattet ist, die jetzt
spezifiziert wird.

Sei St = [],cr Si das kartesische Produkt von S, t € T, d.h., X € S falls X(t) € S;, t € T.
Die elementare Zylindermenge in St wird definiert als

CT(Bt) = {X € St : X(t) S Bt},

wobei t € T ein ausgewédhlter Punkt aus 7' und By € B, eine Teilmenge in 5, ist. Cp(B;) enthélt
also alle Trajektorien X, die durch das ,, Tor“ B; gehen, siehe Abbildung 1.2.



1 Allgemeine Theorie der zufilligen Funktionen 3

v

T

Abbildung 1.2: Trajektorien, die ein ,, Tor* B; passieren.

Definition 1.1.3

Die zylindrische o-Algebra By wird eingefiihrt als eine o-Algebra erzeugt in Sy durch die Familie
von allen Elementarzylindern. Man bezeichnet sie durch By = Qe B;. Falls B, = B fiir alle
t € T, dann schreibt man BT an Stelle von Br.

Lemma 1.1.1
Die Familie {X = X (t), t € T} ist eine zufillige Funktion auf (€2, .4, P) mit Phasenrdumen
(St, Bi)ter genau dann, wenn fiir jedes w € € die Abbildung w — X (w, -) A|Bpr-mefibar ist.

Aufgabe 1.1.2
Beweisen Sie Lemma 1.1.1.

Definition 1.1.4
Sei X ein zufilliges Element: X : Q — S, d.h. X sei A|B-mefbar. Die Verteilung von X ist das
Wahrscheinlichkeitsma$l Px auf (S, B), so dass Px(B) = P(X~1(B)), B € B.

Lemma 1.1.2
Ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsma$ p auf (S, B) kann als die Verteilung eines Zufallselemen-
tes X betrachtet werden.

Beweis Setze 0 =S, A=8B,P =pund X(w) =w, w € Q. |

Wann existiert eine zuféllige Funktion mit vorgegebenen Eigenschaften? Eine zufallige Funk-
tion, die aus unabhingigen Zufallselementen besteht, existiert immer. Diese Behauptung ist
bekannt.

Theorem 1.1.1 (Lomnicki, Ulam):

Sei (S, By, put)ter eine Folge von Wahrscheinlichkeitsraumen. Es existiert eine zufillige Folge
X = {X(t), t € T} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) (assoziiert mit (S, By)er),
so dass

1. X(t), t € T unabhéngige Zufallselemente sind.
2. PX(t) = [t auf (St,Bt), teT.

Viele wichtige Zufallsprozesse sind auf Basis von unabhéngigen zufélligen Elementen konstru-
iert; vgl. Beispiele im Abschnitt 1.2.
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Definition 1.1.5

Sei X = {X(t),t € T} eine zufillige Funktion auf (€2, A, P) mit Phasenraum (S;, B:)ier. Die
endlich-dimensionalen Verteilungen von X werden definiert als das Verteilungsgesetz Py, 4,
von (X(t1),..., X (t,))" auf (St1,...tns Bty,...t,,), fiir beliebige n € N, ¢1,...,t, € T, wobei
Stitn = Sty X ... X S,und By 4, = By, ® ... ® By, die o-Algebra in S, 4, ist, die
von allen Mengen By, X ... x By, By, € By, i = 1,...,n, erzeugt wird, d.h., P, 4. (C) =
P(X(t1),...,X ()T € C), C € By, .4, Insbesondere fiir C = By X ... x B, By € By, :

Ptytn(B1 X ... X By) =P(X(t1) € By,...,X(tn) € Bp).

Aufgabe 1.1.3
Zeigen Sie, dass Xy, 4, = (X(t1),... , X (ty)T ein A|By, .. +,-meBbares Zufallselement ist.

Definition 1.1.6

Sei §; = R fur alle ¢ € T. Die zufillige Funktion X = {X(¢),t € T'} heifit symmetrisch, falls
alle ihre endlich-dimensionalen Verteilungen symmetrische Wahrscheinlichkeitsmafle sind, d.h.,
Pitn(A) = Py 1 (—A) fur A € By,,..+, und alle n € N, ¢1,...,t, € T. Dabei bedeutet
Pitn(—A) =P((=X(t1),...,—X(t,))T € A).

Aufgabe 1.1.4

Zeigen Sie, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen einer zufilligen Funktion X folgende
Eigenschaften besitzen: fiir beliebiges n € N, n > 2, {t1,...,t,} CT, By € S, k=1,...,n
und eine beliebige Permutation (i1, ...,4,) von (1,...,n) gilt:

1. Symmetrie: Py, 4, (B1 X ... X By) = Ptil,...,tin(Bil X ...X Bj)
2. Konsistenz: Py, 4, (B1 X ... X Bp_1 X 8,) =Py .4, (Bl X ... x Bp_1)

Folgender Satz zeigt, dass diese Eigenschaften hinreichend sind, um die Existenz einer zufél-
ligen Funktion X mit vorgegebenen endlich-dimensionalen Verteilungen zu beweisen.

Theorem 1.1.2 (Kolmogorov):

Sei {P¢, .t,, n €N, {t1,...,t,} C T} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R™ x
. xXR™ B(R™)®...@B(R™)), welche die Bedingungen 1 und 2 von Aufgabe 1.1.4 erfiillen. Dann
existiert eine zuféllige Funktion X = {X(¢),¢ € T'} definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit endlich-dimensionalen Verteilungen Py, ;..

Beweis Siehe [13], Abschnitt I1.9. 0

Dieser Satz gilt auch auf allgemeineren (jedoch nicht beliebigen!) Rédumen als R™, auf sog.
Borel-Rdumen, die in einem gewissen Sinne isomorph zu ([0, 1],510,1]) oder einem Teilraum
davon sind.

Definition 1.1.7

Sei X = {X(t), t € T} eine zufillige Funktion mit Werten in (S, B), d.h., X(t) € S fast sicher
fiir beliebige t € T'. X heifit mefbar, falls die Abbildung X : (w,t) — X(w,t) € S, (w,t) € QT
A @ C|B-meBbar ist.

Somit liefert die Definition 1.1.7 nicht nur die Mefbarkeit von X bzgl. w € Q: X(-,t) € A|B
fiir alle ¢ € T, sondern X(-,-) € A® C|B als Funktion von (w,t). Die Mefibarkeit von X ist
dann von Bedeutung, wenn X (w,t) zu zufélligen Zeitpunkten 7 : Q@ — T betrachtet wird:
X (w,7(w)). Dies ist insbesondere in der Martingaltheorie der Fall, wenn 7 eine sog. Stoppzeit
fiir X ist. Denn die Verteilung von X (w, 7(w)) kann stark von der Verteilung von X (w,t),t € T,
abweichen.
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1.2 Elementare Beispiele

Fir die explizite Konstruktion kann der Satz von Kolmogorov nur in wenigen Féllen direkt
benutzt werden, da bei vielen zufélligen Funktionen ihre endlich-dimensionalen Verteilungen
nicht explizit angegeben werden konnen. In diesen Féllen konstruiert man eine neue zufillige
Funktion X = {X(t),t € T} als X(t) = g(t,Y1,Y2,...), t € T, wobei g eine mefibare Funktion
ist und {Y,,} eine Folge von Zufallselementen (auch zufilligen Funktionen) ist, deren Existenz
bereits sichergestellt wurde. Hier geben wir einige Beispiele dafiir.

Sei X = {X(t),t € T} eine reellwertige zufillige Funktion mit einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P).

1. Weifles Rauschen:

Definition 1.2.1
Die zuféllige Funktion X = {X(¢),t € T'} heiit weiffes Rauschen, falls alle X (t), t € T,
unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen sind.

Weifles Rauschen existiert nach dem Satz 1.1.1. Es wird verwendet um das Rauschen in
(elektromagnetischen oder akustischen) Signalen darzustellen. Falls X (¢) ~ Ber(p), p €
(0,1), t € T, so spricht man von Salt-and-pepper Rauschen, also vom binédren Rauschen,
das bei Ubertragung von biniren Daten in Computer-Netzwerken auftritt. Falls X (t) ~
N(0,0%), 02> 0,t €T, sowird X Gaufy’sches weifles Rauschen genannt. Es tritt z.B. in
akustischen Signalen auf.

2. Gauf’sche zufillige Funktion:

Definition 1.2.2
Die zufallige Funktion X = {X(¢), t € T'} heiBt Gauf$’sch, falls alle ihre endlich-dimen-
sionalen Verteilungen Gaufy’sch sind, d.h. fiir allen € N, ¢1,...,t, C T gilt

Xty = (X (1), oo, X (1)) T~ N (s D)5

t1,..,tn

wobei der Mittelwert durch i, ;. = (EX(t1),...,EX(¢,))" und die Kovarianzmatrix
durch 37, 4 = ((cov(X(t;), X (¢;))i ;=1 gegeben ist.

Aufgabe 1.2.1

Zeigen Sie, dass die Verteilung einer Gauf’schen zufélligen Funktion X eindeutig durch ih-
re Mittelwertfunktion u(t)=EX(t),t € T, bzw. Kovarianzfunktion C(s,t)=E[X (s)X(¢)],
s,t € T, bestimmt wird.

Als Beispiel eines Gaufy’schen Prozesses kann der sog. Wiener-Prozess (oder Brown’sche
Bewegung) X = {X(t),t > 0} dienen, der den Erwartungswert Null (u(t) = 0,¢t > 0)
und die Kovarianzfunktion C(s,t) = min {s,t}, s,t > 0 hat. Normalerweise fordert man
zusétzlich, dass die Pfade von X stetige Funktionen sind.

Die Regularitéitseigenschaften der Pfade von zufélligen Funktionen werden wir detaillier-
ter im Abschnitt 1.3 erforschen. Jetzt kénnen wir sagen, dass ein solcher Prozess mit
Wahrscheinlichkeit 1 (mit fast sicher stetigen Trajektorien) existiert.

Aufgabe 1.2.2
Zeigen Sie, dass Gaufy’sches Weifles Rauschen eine Gaufi’sche Zufallsfunktion ist.
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3. Lognormal- und x?-Funktionen:
Die zufillige Funktion X = {X(t), t € T} heift lognormal, falls X(t) = e¥® wobei
Y = {Y(t),t € T} eine GauB’sche zufillige Funktion ist. X heifit x2-Funktion, falls X (t) =
|Y(t)]|?, wobei Y = {Y(t),t € T} eine Gaufi’sche zufillige Funktion mit Werten in R"
ist, fiir die Y (¢) ~ N (0,1), t € T; hier ist I die (n x n)-Einheitsmatrix. Es gilt dann
X(t)~x2,teT.

4. Kosinus- Welle:
X = {X(t),t € R} wird definiert durch X (t) = v/2cos(27Y +tZ), wobei Y ~ U([0,1])
und Z eine Zufallsvariable ist, die von Y unabhéngig ist.

Aufgabe 1.2.3

Seien X7, Xo,... w.i.v. Kosinus-Wellen. Bestimmen Sie den schwachen Grenzwert der
endlich dimensionalen Verteilungen der zufélligen Funktion {ﬁ Y1 Xk(t), te R} fiir
n — 00.

5. Poisson-Prozess:

Sei {Y,},cn eine Folge von w.i.v. Zufallsvariablen Y;, ~ Exp(A),A > 0. Der stochasti-
sche Prozess X = {X(t),t > 0} definiert als X (¢f) = max{n € N: Y 7, ¥; <t} heifit
Poisson-Prozess mit Intensitdat A > 0. X (¢) zdhlt die Anzahl gewisser Ereignisse bis zum
Zeitpunkt ¢ > 0, wobei das typische Intervall zwischen zwei solchen Ereignissen eine
Exp(\)-Verteilung besitzt. Diese Ereignisse konnen z.B. eine Schadensmeldung eines Ver-
sicherers, das Registrieren eines Elementarteilchens im Geigerzédhler, usw. sein. Dann ist
X (t) die Schaden- bzw. Teilchenanzahl im Zeitintervall [0, ¢].

1.3 Regularitatseigenschaften von Trajektorien

Der Satz von Kolmogorov gibt die Existenz der Verteilung einer zufélligen Funktion mit vorgege-
benen endlich-dimensionalen Verteilungen an. Jedoch er sagt nichts iiber die Pfadeigenschaften
von X aus. Dies ist auch verstédndlich, denn alle zufélligen Objekte sind in der Wahrscheinlich-
keitstheorie im fast sicheren Sinne (f.s.) definiert, also bis auf eine Menge A C Q mit P(A) = 0.

Beispiel 1.3.1
Sei (2,A4,P) = ([0,1
[X = X(1), te0,1]

|, B([0,1]),v1), wobei 11 das Lebesgue-Maf3 auf [0, 1] ist. Definieren wir
} durch X (t) =0,t€[0,1]] und Y = {Y(¢), t € [0,1]} durch

1, =1,
Y() = { 0, sonst,

wobei U(w) = w, w € [0, 1], eine U([0, 1])-verteilte Zufallsvariable definiert auf (€2, A, P) ist. Da
PY(t)=0)=1,te T, ist,weil P(U =t) =0,t € T, ist es klar, dass X 2 Y. Dennoch besitzen
X und Y unterschiedliche Pfadeigenschaften, da X stetige und Y sprunghafte Trajektorien hat,
und P(X(t) =0, Vt € T) =1, wobei P(Y(t) =0, Vt € T) = 0.

Es kann sein, dass die , Ausnahmemenge®“ A (siehe oben) fiir X (¢) fiir jedes t € T sehr
unterschiedlich ist. Deshalb fordert man, dass alle X (¢), t € T, simultan auf einer Teilmenge
Qo € N mit P(Qg) = 1 definiert sind. Die so definierte zufillige Funktion X : Qo x 7' — R
heiBt Modifikation von X : Q x T'— R. X und X unterscheiden sich auf einer Menge Q/Q von
Wahrscheinlichkeit Null. Deshalb meinen wir spater, wenn wir sagen, dass ,,Zufillige Funktion
X eine Eigenschaft C besitzt“ dass eine Modifikation von X mit dieser Eigenschaft C existiert.
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Definition 1.3.1
Die zufélligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und Y = {Y(¢), t € T'} definiert auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) heiflen (stochastisch) dquivalent, falls

Bi={weQ: X(w,t) Y (w,t)} € A, t €T,

und P(B;) =0, teT.

Man sagt auch, dass X und Y Versionen einer und derselben zufélligen Funktion sind. Es ist
klar, dass alle Modifikationen (oder Versionen) von X &quivalent zu X sind.

Aufgabe 1.3.1
Beweisen Sie, dass die zufélligen Funktionen X und Y im Beispiel 1.3.1 stochastisch dquivalent
sind.

Definition 1.3.2
Die zuféilligen Funktionen X = {X(¢t), t€ T} und Y = {Y(¢), t € T} (nicht unbedingt auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert) heiflen dquivalent in Verteilung, falls Px = Py

auf (S, By). Bezeichnung: X Ly,
Nach dem Satz 1.1.2 ist es ausreichend fiir die Aquivalenz in Verteilung von X und Y, wenn

sie dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen. Es ist klar, dass die stochastische
Aquivalenz die Aquivalenz in Verteilung impliziert, jedoch nicht umgekehrt.

Definition 1.3.3

Die zufélligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und Y = {Y(¢), t € T'} definiert auf demsel-
ben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) assoziiert mit (St, Bt):cr haben dquivalente Trajektorien
(oder heiflen auch stochastisch ununterscheidbar), falls

A={weQ: X(w,t) #Y(w,t) fireinteT} e A

und P(A4) = 0.

Dieser Begriff bedeutet, das X und Y Pfade haben, die mit Wahrscheinlichkeit 1 iiberein-
stimmen. Falls der Raum (2, A, P) wollstindig ist (d.h. aus A € A : P(A) = 0 folgt fiir alle
B Cc A: B € A (und dann P(B) = 0)), dann sind ununterscheidbare Prozesse stochastisch
dquivalent.

Seien nun 7' und & Banach-Rdume mit den Normen |- |7 bzw. | - |s. Die zuféllige Funktion
X ={X(t), t € T} sei nun auf (2, A, P) definiert mit Werten in (S, B).

Definition 1.3.4
Die zuféillige Funktion X = {X(t), t € T'} heifit

a) stochastisch stetig auf T, falls X(s) % X (), fir beliebige ¢t € T', d.h.
P(IX(s) = X(t)|s > &) — 0, fiir alle e > 0.

b) LP-stetig auf T, p > 1, falls X(s) L—”t> X(1), t € T, dh. E|X(s) = X(t)]) —> 0. Fiir
s S—

p = 2 benutzt man die spezielle Bezeichnung ,Stetigkeit im quadratischen Mittel*.

¢) f.s. stetig auf T, falls X (s) 155 X (¢), t € T, d.h., P(X(s) —> X(t)) =1, t € T.

s—t s—t
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d) stetig, falls alle Trajektorien von X stetige Funktionen sind.

In Anwendungen interessiert man sich fiir die Falle ¢) und d), obwohl die schwéchste Form
der Stetigkeit die stochastische Stetigkeit ist.

‘L”—Stetigkeit ‘ — ’ Stochastische Stetigkeit ‘ — ‘f.s. Stetigkeit ‘ — ’ Stetigkeit aller Pfade

Warum sind Fille ¢) und d) wichtig? Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 1.3.2

Sei T = [0,1] und (9, .A,P) sei ein kanonischer Wahrscheinlichkeitsraum mit © = RI%1 d.h.
Q = Il R Sei X = {X(¢), t €[0,1]} ein stochastischer Prozess auf (€2, .4, P). Nicht alle
Ereignisse sind aber Elemente von A, wie z.B. A = {w € Q: X(w,t) =0 fir alle t € [0,1]} =
Neefo,] {X (w, ) = 0}, weil dies ein Schnitt von messbaren Ereignissen aus A in {iberzéhlbarer
Anzahl ist. Falls allerdings X stetig ist, dann sind auch alle seine Pfade stetige Funktionen und
man kann A = Nep {X (w,t) = 0} darstellen lassen, wobei D eine dichte abzéhlbare Teilmenge
von [0, 1] ist, z.B., D = QN [0, 1]. Dann gilt aber A € A.

Es ist allerdings in vielen Anwendungen (wie z.B. in der Finanzmathematik) nicht realistisch,
stochastische Prozesse mit stetigen Pfaden als Modelle fiir reale Phdnomene zu betrachten.
Deshalb wird eine grofiere Klasse von moglichen Trajektorien von X erlaubt: die sog. cadldg-
Klasse (cadlag = continue a droite, limitée a gonche (fr.)).

Definition 1.3.5
Ein stochastischer Prozess X = {X(t), t € R} heiit cadlag, wenn alle seine Trajektorien rechts-
seitig stetige Funktionen sind, die linksseitige Grenzwerte besitzen.

Jetzt wollen wir die Eigenschaften der oben eingefithrten Stetigkeitsbegriffen ndher betrach-
ten. Es stellt sich z.B. fest, dass die stochastische Stetigkeit eine Eigenschaft der zweidimensio-
nalen Verteilung P ; von X ist, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 1.3.1
Sei X = {X(t), t € T'} eine zufillige Funktion assoziiert mit (S, B), wobei S und T' Banach-
Réume sind. Folgende Aussagen sind dquivalent:

P

a) X(S) E} Y,
b) Ps,t s ity P(Y,Y)7

wobei tg € T und Y ein B-Zufallselement ist. Fiir die stochastische Stetigkeit von X sollen
to € T beliebig und Y = X (¢y) gewahlt werden.

Beweis a) = b)
X(s) % Y bedeutet (X(s),X(t))" AN (Y,Y)T. Daraus folgt P, A Pivy), weil L
s—to

s,t—to
Konvergenz strenger als i>—Konvergenz ist.
b) = a)
Fiir beliebiges ¢ > 0 betrachten wir eine stetige Funktion g. : R — [0,1] mit ¢-(0) = 0,
ge(xz) =1, x ¢ B:(0). Es gilt fiir alle s, € T, dass

Ege(|X(s) — X(#)ls) = P(1X(s) = X(t)|s > ) + E(g=(|X(s) — X () |s)E(|X(s) = X(t)]s <€),
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daher P(|X(s) — X(t)ls > ¢€) < EBge(IX(s) = X(t)ls) = Js [s gl = yls)Pseld(z,y)) —-

Js Js ge(lz — yls)Pvyy(d(z,y)) = 0, weil Pyy) auf {(z,y) € Sz = y} konzentriert ist und
9:(0) = 0. Daher ist {X(s)}, ,; eine fundamentale Folge (in Wahrscheinlichkeit), weshalb

X(s) —— Y. 0

s—to

Es kann sein, dass X stochastisch stetig ist, obwohl alle Pfade von X Spriinge haben, d.h. X
kann keine f.s. stetige Modifikation besitzen. Die anschauliche Erklédrung dessen ist, dass solche
X mit Wahrscheinlichkeit Null einen Sprung fiir konkretes ¢t € T haben kénnen. Deshalb treten
Spriinge der Pfade von X immer an anderen Stellen ¢t € T auf.

Aufgabe 1.3.2
Zeigen Sie, dass der Poisson-Prozess stochastisch stetig ist, obwohl er keine f.s. stetige Modifi-
kation besitzt.

Aufgabe 1.3.3
Sei T kompakt. Zeigen Sie, dass falls X stochastisch stetig auf 7" ist, dann ist es auch gleichméfig
stochastisch stetig, d.h., fiir alle e,7 > 0 36 > 0, so dass fur alle s,t € T mit |s — t|p < ¢ gilt:
P(|X(s) — X(t)|ls >¢) <n.

Nun sei S = R, EX2(t) < oo, t € T, EX(t) = 0, t € T. Sei C(s,t) = E[X(5)X(¢)] die
Kovarianzfunktion von X.

Lemma 1.3.2
Fiir alle tg € T und eine Zufallsvariable Y mit EY? < oo sind folgende Behauptungen dquivalent:

a) X(s) Eoy
s—to

b) C(s,t) —— EY?

s,t—to
Beweis a) = b)
Die Behauptung folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
C(s:t) —EY?| = [E(X(s)X(t)) —EY?)| = [E[(X(s) =Y +Y)(X(t) =YV +Y)] - EY?|
EI(X(s) = Y)(X(t) = V)| + E[(X(s) - Y)Y [+ E[(X(¢) - Y)Y
E(X(s) -Y)?  E(X(1)-Y)?
| ——
IX(s)=YI2,-[IX(1)-Y12

IN

IN

s,t—to

w EYZE(X(s) — V)% + J EY2E(X(t) — V)2 —— 0
—_— —_—

X ()Y |12, 1X(0)-Y2,

nach Voraussetzung a).

b) = a)

E(X(s) — X(t))* = E(X(s))® - 2E[X(s)X(t)] + E(X(1))?
= C(s,s)+C(t,t) —20(s,t) — 2EY? — 2EY? = 0.

s,t—to

2
Daher ist {X(s), s — to} eine fundamentale Folge im L?-Sinne, und es folgt X (s) % Y. O
s—to
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Eine zufillige Funktion X, die stetig im mittleren quadratischen Sinne ist, kann immer noch
unstetige Trajektorien besitzen. In den meisten Féllen, die praktische Relevanz besitzen, hat
X jedoch eine f.s. stetige Modifikation. Dies werden wir spéter in Form eines Satzes priziser
machen.

Folgerung 1.3.1

Die zuféllige Funktion X, die den Voraussetzungen des Lemmas 1.3.2 geniigt, ist stetig auf 7" im
mittleren quadratischen Sinne genau dann, wenn ihre Kovarianzfunktion C : T? — R stetig auf
der Diagonalen diag 7% = {(s,t) € T? : s = t} ist, d.h., limg ¢y, C(s,t) = C(2) fiir alle ¢y € T.

Beweis Wihle Y = X (¢p) in Lemma 1.3.2. O

Bemerkung 1.3.1
Falls X nicht zentriert ist, dann fordert man die Stetigkeit von p(-) zusammen mit der Stetigkeit
von C auf diag T2, um die L2-Stetigkeit von X auf T zu gewéhrleisten.

Aufgabe 1.3.4
Geben Sie ein Beispiel eines stochastischen Prozesses mit f.s. unstetigen Trajektorien, der L2-
stetig ist.

Nun betrachten wir die Eigenschaft der (f.s.) Stetigkeit etwas ndher. Wie vorher erwédhnt,
koénnen wir lediglich von einer stetigen Modifikation oder Version eines Prozesses sprechen. Die
Moéglichkeit,eine solche Version zu besitzen, héngt ebenso von den Eigenschaften der zweidi-
mensionalen Verteilungen des Prozesses ab, wie folgender Satz (urspriinglich bewiesen von A.
Kolmogorov) zeigt.

Theorem 1.3.1
Sei X ={X(t), t € [a,b]}, —00 < a < b < +00, ein reellwertiger stochastischer Prozess X hat
eine stetige Version, falls es Konstanten «, ¢,d > 0 gibt, so dass

EIX(t+h) — X(t)|* < c|h|'™, t € (a,b), (1.3.1)
fiir ausreichend kleine |A].
Beweis Siehe, z.B. [7], Theorem 2.23. 0

Nun wenden wir uns den Prozessen mit cadlag-Trajektorien zu. Sei (£2,.4, P) ein vollstandiger
Wahrscheinlichkeitsraum.

Theorem 1.3.2
Sei X = {X(t), t > 0} ein reellwertiger stochastischer Prozess und D eine abzé&hlbare dichte
Teilmenge von [0, c0). Falls

a) X stochastisch rechtsseitig stetig ist, d.h., X (¢ + h) ﬁ X(t),t €]0,400),
ﬁ

b) die Trajektorien von X fiir jedes t € D endliche rechts- und linksseitige Grenzwerte haben,
d.h., limp_,4g X(t + h), teDfs.,

dann hat X eine Version mit f.s. cadlag-Pfaden.

Ohne Beweis.
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Lemma 1.3.3

Seien X = {X(t), t >0} und {Y =Y (¢), t > 0} zwei Versionen einer zufélligen Funktion,
beide definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), mit der Eigenschaft, dass X und Y
f.s. rechtsseitig stetige Trajektorien haben. Dann sind X und Y ununterscheidbar.

Beweis Seien Qx,Qy ,,Ausnahmemengen®, fiir die die Trajektorien von X bzw. von Y nicht
rechtsseitig stetig sind. Es gilt P(Qx) = P(Q2y') = 0. Betrachte A; = {w € Q : X(w,t) # Y(w,t)},
t € [0,+00) und A = Uieq, Ay, wobei Qp = QN [0, 400). Da X und Y stochastisch dquivalent
sind, gilt P(A) = 0 und deshalb P(A) = P(AUQx UQy) < P(A) +P(Qx) + P(Qy) = 0, wobei
A= AUQx UQy. Somit gilt X(w,t) = Y(w,t) fir t € Q; und w € Q\ A. Wir beweisen
dies nun fur alle t > 0. Fiir beliebiges ¢t > 0 existiert eine Folge {t,} C Q, so dass t, | t.
Da X (w,t,) = Y(w,t,) fir alle n € Nund w € Q\ A, gilt X(w,t) = lim, 0o X(w,t,) =
limy, o0 Y (w, ty) = Y (w, t) fiir t > 0 und w € Q \ A. Deshalb sind X und Y ununterscheidbar.
O

Folgerung 1.3.2
Falls cadlag-Prozesse X = {X(t), t >0} und Y = {Y(¢), t > 0} Versionen einer zufilligen
Funktion sind, dann sind sie ununterscheidbar.

1.4 Differenzierbarkeit von Trajektorien

Sei T ein linearer normierter Raum.

Definition 1.4.1
Eine reellwertige zufillige Funktion X = {X(t), t € T'} ist differenzierbar auf T in Richtung
h € T stochastisch, im LP-Sinne, p > 1, oder f.s., falls es

i X(E+ R = X (1)

150 l :Xh<t), tGT

existiert im entsprechenden Sinne, also stochastisch, im LP-Raum oder f.s..

Die Lemmata 1.3.2 - 1.3.3 zeigen, dass die stochastische Differenzierbarkeit eine Eigenschaft
ist, die durch dreidimensionale Verteilungen von X bestimmt ist (weil die gemeinsame Vertei-

lung von X(thl)_x(t) und X=X s hwach konvergieren soll), wobei die Differenzierbarkeit

im mittleren quadratischen Sinne durch die Glattheit der Kovarianzfunktion C(s,t) bestimmt
wird.

Aufgabe 1.4.1
Zeigen Sie, dass

1. der Wiener-Prozess nicht stochastisch differenzierbar auf [0, c0) ist.

2. der Poisson-Prozess stochastisch differenzierbar auf [0, 00) ist, jedoch nicht im LP-Mittel,
p=>1

Lemma 1.4.1
Eine zentrierte zufillige Funktion X = {X(¢), t € T} (d.h., EX(t) = 0, t € T), ist L%
differenzierbar in ¢ € T in Richtung h € T, falls ihre Kovarianzfunktion C' zweimal diffe-

renzierbar in (¢,t) in Richtung h ist, d.h., falls C}, (t,t) = a;schgti) . X, (t) ist L*-stetig in
s=
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7 2 7
teT, falls Cp(s,t) = aaschg?i) stetig in s = ¢ ist. Daher ist C,, (s, t) die Kovarianzfunktion von

X, = {X,(t), t T}
Beweis Nach Lemma 1.3.3 reicht es zu zeigen, dass

I= lim E(X(t+lh)_X(t) X(s+l/h)—X(s>>

L' =0

l I
existiert fiir s = ¢t. In der Tat erhalten wir

1 ! !
I = ﬁ(C’(t+lh,s+lh)—C(t+lh,s)—C(t,s+lh)+0(t,s)>

1 (C@t+1h,s+1h)—C(t+1h,s) C(t,s+1h)—C(ts) "
= - — 0 Chh (S, t) .

l g I
Alle anderen Aussagen des Lemmas folgen aus dieser Relation. O

Bemerkung 1.4.1

Die Eigenschaften der L2-Differenzierbarkeit und der f.s. Differenzierbarkeit von zufilligen
Funktionen sind definiert im folgenden Sinne: es gibt stochastische Prozesse, die L2-differen-
zierbare Pfade haben, obwohl sie f.s. unstetig sind, und umgekehrt sind Prozesse mit f.s. diffe-
renzierbaren Pfaden nicht immer L?-differenzierbar, weil z.B. die erste Ableitung ihrer Kova-
rianzfunktion nicht stetig ist.

Aufgabe 1.4.2
Geben Sie entsprechende Beispiele an!

1.5 Momente und Kovarianz

Sei X = {X(t), t € T} eine zuféllige Funktion, die reellwertig ist, und sei T ein beliebiger
Indexraum.

Definition 1.5.1

Das gemischte Moment 9t (ty ... t,) von X der Ordnung (j1,...,jn) € N t1,...,t, €T
ist gegeben durch pUt-dn)(ty,.. . t,) = E[XJ1(t;)-...- XIn(t,)], vorausgesetzt, dass die-
ser Erwartungswert existiert und endlich ist. Dann ist es ausreichend vorauszusetzen, dass
E|X(¢)]) < oo fiirallet € T und j = j1 + ...+ jn.

Wichtige Spezialfille:
L op(t) =p(t) =EX(t), t € T — Mittelwertfunktion von X.

2. Y (s,1) = E[X(s)X(t)] = C(s,t) — (nicht-zentrierte) Kovarianzfunktion von X. Sie
ist zu unterscheiden von der zentrierten Kovarianzfunktion: K (s,t) = cov((X(s), X(t)) =
pD (s,1) — p(s)u(t), s,t € T.

Aufgabe 1.5.1
Zeigen Sie, dass die zentrierte Kovarianzfunktion einer reellwertigen zufélligen Funktion X

1. symmetrisch ist, d.h., K(s,t) = K(t,s), s,t € T.
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2. positiv semidefinit ist, d.h., fir allen € N, t1,...,t, €T, z1,...,2, € R gilt

n
Z K(ti,tj)ZiZj > 0.
3,j=1

3. K(t,t) =var X(¢t) erfillt, t € T'.

Die Eigenschaft 2) gilt auch fiir die nicht-zentrierte Kovarianzfunktion C(s,t).

Die Mittelwertfunktion pu(t) zeigt einen (nicht zufélligen) Trend dar. Falls sie bekannt ist,
kann die zufillige Funktion X zentriert werden, indem man eine zufillige Funktion Y =
{Y(t), t € T} mit Y(t) = X(t) — p(t), t € T betrachtet.

Die Kovarianzfunktion K (s,t) bzw. C(s,t) enthélt Informationen iiber die Abhéngigkeitss-

truktur von X. Manchmal wird statt K bzw. C' die Korrelationsfunktion R(s,t) = %
S,S s

verwendet, fiir alle s,t € T: K(s,s) = var X(s) > 0, K(t,t) = var X(t) > 0. Durch die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz gilt |R(s,t)| < 1, s,t € T. Die Menge aller gemischten Momente
legt die Verteilung einer zufilligen Funktion im Allgemeinen nicht (eindeutig) fest.

Aufgabe 1.5.2
Geben Sie Beispiele von verschiedenen zufélligen Funktionen X = {X(¢), t€ T} und ¥V =
{Y(t), t € T}, fiir die gilt EX(t) =EY (t), t € T und E(X(5)X(t)) = E(Y(s)Y (¢)), s,t € T.

Aufgabe 1.5.3
Sei i : T' — R eine beliebige Funktion und K : T'xT — R eine positiv semidefinite symmetrische
Funktion. Zeigen Sie, dass eine zuféllige Funktion X = {X(t), t € T} existiert mit EX(t) =
p(t), cov(X(s), X(t)) = C(s,t), s,t €T.

Sei nun X = {X(t), t € T} eine reellwertige zufillige Funktion mit E|X (¢)|* < oo, t € T,
fiir ein k € N.

Definition 1.5.2
Der mittlere Zuwachs der Ordnung k von X ist gegeben durch 7y (s,t) = E(X(s) — X (),
s,teT.

Besondere Aufmerksamkeit gilt der Funktion (s, t) = 372(s,t) = SE(X(s)— X (t))%, s,t € T,
die Variogramm wvon X genannt wird. Das Variogramm wird in Geostatistik oft an Stelle der
Kovarianzfunktion benutzt. Oft wird dafiir die Bedingung EX?(t) < oo, t € T nicht gestellt,
sondern es wird vorausgesetzt, dass y(s,t) < oo fiir alle s,t € T.

Aufgabe 1.5.4

Zeigen Sie, dass es zufillige Funktion ohne endlichen 2. Momenten mit ~(s,t) < oo, s,t € T
gibt.

Aufgabe 1.5.5

Zeigen Sie, dass fiir eine zuféllige Funktion X = {X(¢), ¢t € T'} mit Mittelwertfunktion p und
Kovarianzfunktion K gilt:

K(s,s)+ K(t,t)
2

A (s,1) = ~ K(s,1) + 5(uls) ~ (1) s,tET

Falls die zuféllige Funktion X komplezwertig ist, d.h., X : Q x T — C, mit E | X (¢)]* < o0,
t € T, dann wird die Kovarianzfunktion von X als K(s,t) = E(X(s) — EX(s))(X(t) — EX(¢)),
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s,t € T, eingefiihrt, wobei z das Komplex-konjugierte von z € C ist. Es gilt dann K(s,t) =
K(t,s), s,t € T,und K ist positiv semidefinit, d.h., fiir allen € N, t1,...,t, € T, z1,...,2, € C
gilt 32351 K(ti, t5)zi7; = 0.

1.6 Stationaritat und Unabhangigkeit

Sei T eine Teilmenge vom linearen Vektorraum mit Operationen +, — {iber den Raum R.

Definition 1.6.1
Die zufallige Funktion X = {X (¢), t € T} heifit stationdr (im engen Sinne), falls fir alle n € N,
hyti,....,tp € T mit t; + h,...,t, + h €T gilt:

PX(t1), X (tn)) = P(X(t14R) e, X (tnth)) s

d.h., alle endlich-dimensionalen Verteilungen von X sind invariant gegeniiber Verschiebungen
inT.

Definition 1.6.2

Eine (komplexwertige) zuféllige Funktion X = {X(¢), ¢t € T} heifit stationdar 2. Ordnung (oder
im weiten Sinne), falls E[X()]> < oo, t € T, und u(t) = EX(t) = u, t € T, K(s,t) =
cov(X(s),X(t)) = K(s+ h,t +h) fir alle h,s,t € T : s+ h,t+heT.

Falls X stationdr 2. Ordnung ist, ist es glnstig eine Funktion K(t) := K(0,t), t € T,
einzufiithren, wobei 0 € T ist.

Stationaritdt im engen Sinne und 2. Ordnung folgen nicht aus einander. Es ist jedoch klar,
dass, wenn eine komplexwertige zufillige Funktion stationdr im engen Sinne ist und endliche
2. Momente besitzt, dann ist sie auch stationdr 2. Ordnung.

Definition 1.6.3

Eine reellwertige zuféllige Funktion X = {X(t), ¢t € T'} ist intrinsisch stationdr 2. Ordnung,
falls v (s,t), s,t € T existieren fir k < 2, und es gilt fir alle s,t,h € T, s+ h,t + h € T, dass
71(s,t) =0, ya(s,t) = y2(s + h,t + h).

Die intrinsische Stationaritdt 2. Ordnung ist fiir reellwertige zuféllige Funktionen etwas all-
gemeiner als Stationaritit 2. Ordnung, da die Existenz von E|X(¢)|?, t € T, nicht gefordert
wird.

Es gibt aber auch das Analogon der Stationaritdt der Zuwéchse von X im engen Sinne.

Definition 1.6.4
Sei X = {X(t), t € T} ein reellwertiger stochastischer Prozess, T'C R. Man sagt, dass X

1. stationdre Zuwdchse besitzt, falls fir allen € N, h, tg,t1,t0,...,t, € T, mit tg < t1 < to <
o<ty ti+heT,i=0,...,n die Verteilung von (X (t; +h) — X(to + h),..., X(tn +
h) — X(t,_1 + h)) " nicht von h abhéingt.

2. unabhdngige Zuwdchse besitzt, falls fiir allen € N, tg,t1,...,t, € Tmit tg <t1 < ... <ty
die Zufallsvariablen X (to), X(t1) — X (to), ..., X (tn) — X (tn—1) paarweise unabhingig.

Seien (S1, By) und (S2, B2) mefibare Raume. Generell sagt man, dass zwei zufillige Elemente
X:Q— 8 und X : Q — Sy auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) unabhdngig
sind, wenn P(X € A;,Y € Ag) = P(X € A;)P(Y € Ay) fiir alle Ay € By, Az € Bs.



1 Allgemeine Theorie der zufilligen Funktionen 15

Diese Definition 148t sich tibertragen auf die Unabhingigkeit von zufilligen Funktionen X
und Y mit dem Phasenraum (Sr, Br), da sie als zuféllige Elemente angesehen werden konnen,
mit S = Sy = Sp, By = By = By (vgl. Lemma 1.1.1). Dasselbe gilt fiir die Unabhéngigkeit
eines zufélligen Elementes (bzw. einer zufélligen Funktion) X und einer Teil-o-Algebra G € A:
dies ist der Fall, wenn P({X € A}NG) = P(X € A)P(G), fiir alle A € By, G € G (bzw. A € Br,
G eg).

1.7 Prozesse mit unabhdngigen Zuwachsen

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Eigenschaften und Existenz der Prozesse mit unabhéan-
gigen Zuwichsen eingehen.

Sei {@st, s,t > 0} eine Familie von charakteristischen Funktionen der Wahrscheinlichkeits-
maBe Qs¢, s,t > 0 auf B(R), d.h., fir 2 € R, s,t > 0 gilt p;.(2) = [ €*7Qs¢(dx).

Theorem 1.7.1

Es existiert ein stochastischer Prozess X = {X(¢), ¢ > 0} mit unabhéngigen Zuwéchsen mit
der Eigenschaft, dass fiir alle s, > 0 die charakteristische Funktion von X () — X (s) gleich ¢
ist, genau dann, wenn

Pst = Ps,uPut (1.7.1)
fiir alle 0 < s < u < t < oo. Dabei kann die Verteilung von X (0) beliebig gewéhlt werden.

Beweis Die Notwendigkeit der Bedingung 1.7.1 ist klar, weil fir alle s € (0,00) : s < u < t gilt:

X(t)—X(s)=X(t) — X(u)+ X (u) — X(s) und X(t) — X (u) und X (u) — X(s) sind paarweise
Y3 Ya

unabhéngig. Dann gilt Ps,t = PY1+Ys = PY1PYs = PsuPut-

Nun beweisen wir die Suffizienz.

Falls die Existenz eines Prozesses X mit unabhéngigen Zuwéchsen und Eigenschaft o x ;) x(s) =

©s.+ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) bereits bewiesen wére, konnte man die charak-

teristischen Funktionen aller seiner endlich-dimensionalen Verteilungen wie folgt durch {ys+}

angeben.

SeineN,0=ty<t; <...<t,<ooundY = (X(tg), X (t1) — X (to), ..., X (tn) — X (tn_1))".

Aus der Unabhéngigkeit der Zuwéchse folgt

Oy (20, 215+, 2n) = Eel(Y) — (pX(to)(ZO)(ptO,tl(Zl) e Pt 1t (2n), 2 € R
———

z

wobei die Verteilung von X (to) ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl Q¢ auf B(R) ist. Fiir
Xigo oty = (X(to), X (t1), ..., X (t,)) " gilt allerdings Xy, 4, = AY, wobei

100 ... 0
110 0
A=|1 1 1 0
111 1

Dann gilt ¢x, ., (2) = pay(z) = Eei(AY) — Eei(AT=Y) — @y (AT z). Deshalb hat die
endlich-dimensionale Verteilung von Xy, . 4, die charakteristische Funktion ¢x, .. (z2) =

-----
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0o (10)Ptot1 (1) - Pty 40 (In), wobei I = (I1,1q,. .., ln)T = ATz, also

l() = Zog+...+ 2n
lh = z14+...4+ 2z,
ln = 2zn
Dabei gilt ©x(1,) = v, und px, . (21,--20) = ©x;, 0, (0,215, 25) filr alle z; € R.

Nun beweisen wir die Existenz eines solchen Prozesses X.
Dabei konstruieren wir die Familie der charakteristischen Funktionen

{90150’ BPto,t1,eentn s Ptiyetns O=thr<thi <...<tp, <oo, né€ N}
aus ¢, und {gs;, 0 < s <t} wie oben, also
Dte = PQo> Ptiyetn (052155 2n) = Pttt (0,21, ..., 20), 28 ER,

Pto,tn(2) = Pro(21 + oo+ 20) 010 (21 + -+ 20) -+ Pty 10 (20)-

Nun sollten wir priifen, dass die Wahrscheinlichkeitsmafle, denen diese charakteristische Funk-
tionen entsprechen, die Bedingungen des Theorems 1.1.2 erfiillen. Dies werden wir in dquivalen-
ter Form tun, denn nach Aufgabe ... des Ubungsblattes ... sind die Bedingungen der Symmetrie
und der Konsistenz im Theorem 1.1.2 dquivalent zu:

a) Ptigseontin (Zigs -+ -+ Zin) = Pto,...tn (20 - - -, 2p) fiir eine beliebige Permutation (0,1,...,n) —
(i()ail? ceey Zn)u
b) Gttt stmitsestn (205 - -+ s Zm—1s Zma1s - - - Zn) = Pto,tn (205 - -5 0,.. ., 2,), fiir alle

20y---,2n ER,me{l,...,n}.

Die erste Bedingung a) ist offensichtlich. Es gilt b), weil

Ctim1,tm (0 F Zma1 + oo 4 20) Pt tmsr (Zmat + oo F 20) = Gty tmsr (Zma1s - -5 Zn)
fiir alle m € {1,...,n}. Damit ist die Existenz von X bewiesen. O

Beispiel 1.7.1 1. Falls T = Ny = NU {0}, dann hat X = {X(¢), t € Ngo} unabhéngige

Zuwichse genau dann, wenn X (n) 4 oY, wobei {Y;} unabhingige Zufallsvariablen

sind und Y, < X(n)—X(n—1), n € N. Ein solcher Prozess X heifit zuféllige Irrfahrt. Ex
kann auch fiir Y; mit Werten in R™ definiert werden.

2. Der Poisson-Prozess mit Intensitat A hat unabhéngige Zuwéchse, wie wir es spater zeigen
werden.

3. Der Wiener-Prozess besitzt unabhéngige Zuwéchse.

Aufgabe 1.7.1
Beweisen Sie es!

Aufgabe 1.7.2

Sei X = {X(t), t >0} ein Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen und g : [0,00) — R eine
beliebige (deterministische) Funktion. Zeigen Sie, dass der Prozess Y = {Y(t), t > 0} mit
Y(t) = X(t) + g(t), t > 0, ebenso unabhéngige Zuwéchse besitzt.
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1.8 Erganzende Aufgaben

Aufgabe 1.8.1
Zeigen Sie die Existenz einer zufilligen Funktion, deren endlich-dimensionale Verteilungen mul-
tivariat normalverteilt sind, und geben Sie die messbaren Réume (Ey, . +,, &, ..+, ) explizit an.

Aufgabe 1.8.2
Geben Sie ein Beispiel fiir eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien Py, . ;. , welche nicht die
Bedingungen des Theorems von Kolmogorov erfiillt.

Aufgabe 1.8.3

Seien X = {X(t), t e T} und Y = {Y (¢), t € T'} zwei stochastische Prozesse, die auf dem selben
vollstandigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert sind und Werte in einem messbaren
Raum (S, B) annehmen.

a) Beweisen Sie: X und Y sind stochastisch dquivalent = Px = Py-.

b) Geben Sie ein Beispiel zweier Prozesse X und Y an, fir die gilt: Px = Py, aber X und
Y sind nicht stochastisch dquivalent.

c) Beweisen Sie: X und Y sind stochastisch ununterscheidbar = X und Y sind stochastisch
dquivalent.

d) Beweisen Sie im Falle der Abzdhlbarkeit von 7: X und Y sind stochastisch dquivalent
— X und Y sind stochastisch ununterscheidbar.

e) Geben Sie im Falle der Uberabzihlbarkeit von T ein Beispiel zweier Prozesse X und Y
an, fiir die gilt: X und Y sind stochastisch dquivalent, aber nicht stochastisch ununter-
scheidbar.

Aufgabe 1.8.4
Sei W = {W(t),t € R} ein Wiener-Prozess. Welche der folgenden Prozesse sind ebenfalls
Wiener-Prozesse?

a) Wi = [Wi(t) == —W(t), t € R},
b) Wy = {Wa(t) := vVIW(1), t € R},
¢) Wi = {Wa(t) := W(2t) — W(t), t € R}.

Aufgabe 1.8.5

Es sei der stochastische Prozess X = {X(t), t € [0,1]} gegeben, welcher aus identischen und
unabhéngig verteilten Zufallsvariablen mit einer Dichte f(z), x € R, besteht. Zeigen Sie, dass
ein solcher Prozess nicht stochastisch stetig in ¢ € [0, 1] sein kann.

Aufgabe 1.8.6
Zeigen Sie:

a) Falls man in Bedingung (1.3.1) die Variable § = 0 fixiert, dann reicht sie im Allgemeinen
nicht zur Existenz einer stetigen Modifikation aus. Tipp: Betrachten Sie den Poisson-
Prozess.

b) Der Wiener-Prozess W = {W(t), ¢t € [0,00)} besitzt eine stetige Modifikation. Tipp:
Betrachten Sie den Fall o = 4.



2 Zahlprozesse

Hier werden einige Beispiele von stochastischen Prozessen betrachtet, die das Zéahlen von Er-
eignissen modellieren und daher stiickweise konstante Pfade besitzen.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei {Sy},cy eine nichtfallende Folge von f.s.
nicht-negativen Zufallsvariablen, d.h. 0 < 571 <S5, <... <S5, < ...

Definition 2.0.1
Der stochastische Prozess N = {N(t), t > 0} wird Zahlprozess genannt, falls

N(B) = Y 1S <),
n=1

wobei 1(A) die Indikatorfunktion eines Ereignisses A € A ist.

N(t) zahlt die Ereignisse, die zu Zeitpunkten S, bis zur Zeit ¢ eintreten. S,, konnen z.B.
Zeitpunkte des Eintretens

1. des n-ten Elementarteilchens im Geigerzahler sein, oder

2. eines Schadens in der Sachschadenversicherung, oder

3. eines Datenpakets beim Server in einem Computernetzwerk, usw.

Einen Spezialfall der Zahlprozesse bilden die sog. Erneuerungsprozesse.

2.1 Erneuerungsprozesse

Definition 2.1.1

Sei {1}, }nen eine Folge von u.i.v. nicht-negativen Zufallsvariablen mit P(7} > 0) > 0. Ein Zahl-
prozess N = {N(t), t > 0} mit N(0) =0 fs., Sp, = > 31 Tk, n € N, wird Erneuerungsprozess
genannt. Dabei heifit .S,, der n-te Erneuerungszeitpunkt, n € N.

Den Namen ,Erneuerungsprozess® leitet man von folgender Interpretation ab. Die ,Zwi-
schenankunftszeiten“ T, werden als Lebensdauer eines technischen Ersatzteils bzw. Mecha-
nismus in einem System interpretiert, somit sind 5, die Zeitpunkte des n-ten Versagens des
Systems. Das defekte Teil wird sofort durch ein neues baugleiches Teil ersetzt (wie z.B. beim
Auswechseln einer kaputten Glithbirne). Somit ist N(¢) die Anzahl der Reparaturen (die sog.
yErneuerungen“) des Systems bis zur Zeit t.

Bemerkung 2.1.1 1. Man setzt N(t) = oo, falls S,, < fiir alle n € N.

2. Oft wird vorausgesetzt, dass nur 75,73, ... identisch verteilt sind mit ET,, < oo. Die
Verteilung von T} ist dann beliebig wéhlbar. Ein solcher Prozess N = {N(t), t > 0} wird
verzogerter Erneuerungsprozess (mit Verzogerung T) genannt.

3. Manchmal wird die Forderung 7T,, > 0 weggelassen.

18
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4. Es ist klar, dass {Sy }nen, mit So = 0 f.s., S = > 51 Tk, n € N eine zufdllige Irrfahrt
ist.

5. Wenn man voraussetzt, dass das n-te Auswechseln des defekten Teils im System eine Zeit
T! dauert, so wird durch T, =T, + T!, n € N ein anderer Erneuerungsprozess gegeben,
der von seiner stochastischen Beschaffenheit sich nicht von dem in der Definition 2.1.1
gegebenen Prozess unterscheidet.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird vorausgesetzt, dass u = ET,, € (0,00), n € N.

Theorem 2.1.1 (Individueller Ergodensatz):
Sei N = {N(t), t > 0} ein Erneuerungsprozess. Dann gilt:

N
lim ﬂ = 1 fs..
t—oo ¢ I
Beweis Fiir alle t > 0 und n € N gilt {N(t) = n} = {S, <t < Spy1}, deshalb Sy <t <

SN(t)+1 und
SN(t) t < SN(t)+1 . N(t)+1

<
N(t) = N(t) — N(t)+1 N(t)
Wenn wir zeigen kénnten, dass 5}’\1;((;)) tfs wund N (t) —> 00, dann gilt ﬁ tf—5> # und
—00

deshalb gilt die Aussage des Theorems.
Nach dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen von Kolmogorov (vgl. Skript ,Wahrscheinlich-

keitsrechnung® (WR), Satz 7.4) gilt = Sn f—) i, also Sy, f—) oo und daher P(N(t) < 00) =1,

weil P(N(t) = o0) = P( S, <tVn)—1—P(3n VmENoSn+m>t)—1—1—0.Dannist

—1, falls Sn—1" 00

n—r00

N(t), t > 0, eine echte Zufallsvariable.

Zeigen wir, dass N(t) f—s> oo. Alle Trajektorien von N (¢) sind monoton nichtfallend in ¢ > 0,

also Flimy_yo0 N (w, 1) fur alle w € Q. AuBlerdem gilt

P(lim N(t) < o00) = lim P(lim N(t) <n) 2 lim lim P(N(t) < n)

t—o00 n—o0  t—00 n—00 t—00

n—00 t—o00 n—00 {t—00

= lim lim P(S, >t) = lim lim P(Z Ty > t)
k=

oy
< Jim Jm 3P D
k= 1\—/—/
—0
t—o0

Der Ubergang (x) gilt, weil {lim;oo N(t) < n} = {3tg € Q4 : Vt > to N(t) < n} =

UtoeQ, ﬂte>@+ {N(t) < n} = lim infieQ+{N(t) < n}, und dann benutzt man die Stetigkeit
t>to —»00

des WahrscheinlichkeitsmaBes, wobei Qy = QNR; = {g € Q: ¢ > 0}. Da fiir jedes w € € gilt
lim,, oo % = limy o0 SN(“) (der Wertebereich einer Realisierung von N (-) ist ja eine Teilfolge

t)
von N), gilt limy_ oo ]\],V((t) L i O
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Bemerkung 2.1.2

Der Ergodensatz lasst sich verallgemeinern auf den Fall von nicht identisch verteilten 7,,. Dabei

wird gefordert, dass p, = ETy, {T), — pin},,cr gleichmiBig integrierbar sind und % o1 Mk —
n—oo

> 0. Dann kann bewiesen werden, dass @ % i (vgl. [2], S. 276).

Theorem 2.1.2 (Zentraler Grenzwertsatz):
Falls i € (0,00), 02 = var T} € (0,00), dann gilt
s N -1
B2 )
g'\/i t—o00

wobei Y ~ N (0,1).

Beweis Nach dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von u.i.v. Zufallsvariablen (vgl. Satz
7.5, WR) gilt

-
On — 4y (2.1.1)
no?2 n—00
Sei [z] der ganze Teil von = € R. Es gilt fir a = Z—i, dass

P<W<x> =P<N(t)<:m/£+;):P(Sm(t)>t),

wobei m(t) = [m\/a + ﬂ +1,¢t >0, und lim;_,, m(t) = co. Deshalb folgt, dass

= ‘P (Sm(t) > t) — QO(.%)‘

‘P <5m(t> —pm(t) _t— pm(t)

o/m(t) ” o/ m(t)

fiir beliebiges t > 0 und = € R, wobei ¢ die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung ist. Fiir

festes z € R fithren wir Z; = —t_\;% —x, t >0, ein. Es gilt dann
ag m

) - w(x)‘ = Ii(x)

Sm t) — :U'm(t)
oy/m(t)

Ii(z) = ‘P ( + Z; > —:U) —p(x)].

Wenn wir zeigen kénnten, dass Z; P 0, dann wiirde nach (2.1.1) und dem Satz von Slutsky
—00

(Satz 6.4.1, WR) folgen, dass Sty —wmt) | Zi 4y ~ N(0,1), denn aus Zy —— 0 f.s. folgt
o/ m(t) t—o00 t—o00
Zy —>t_(j 0. Deshalb koénnte man schreiben I;(x) —— |¢(—x) — o(z)| = |p(z) — ¢(x)| = 0,
o t—o00

wobei p(z) = 1—p(x) die Tail-Funktion der AV (0, 1)-Verteilung ist, und man hier die Symmetrie-
Eigenschaft von N (0,1) : ¢(—z) = ¢(z), z € R benutzt hat.

Zeigen wir nun, dass Z; — 0, also =20 o o Es gilt m(t) = zvat + L + &(t),
t—o0 oy/m(t) t—oo K
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wobei e(t) € [0,1). Dann gilt

t—pm(t)  t—pxvat —t— pe(t) Vat — p pe(t)

= :—3’/1 pa—
/(D) oD s et Ere) o/m

_ T _ n—e(t)

g; 1, et oym(t)

O'\/\/a—t—f‘lm‘Fat
_ zh pe(t) B
t—o0
g§+ﬁ+8$) o/m(t) t—
—0
t — t— o0

Bemerkung 2.1.3
Der zentrale Grenzwertsatz 148t sich in Lindeberg-Form auch fiir nicht identisch verteilte T,
beweisen, vgl. [2], S. 276 - 277.

Definition 2.1.2
Die Funktion H(t) = EN(t), t > 0 heiit Erneuerungsfunktion des Prozesses N (oder der Folge

{Sn}n€N>'

Sei Frr(z) = P(T1 < x), x € R die Verteilungsfunktion von 77. Fiir beliebige Verteilungsfunk-
tionen F,G : R — [0, 1] sei die Faltung F = G definiert als F'« G(z) = [ F(x — y)dG(y). Die
k-fache Faltung F** der Verteilungfunktion F' mit sich selbst, k € Ny, wird induktiv definiert:

FO2) = 1(z €[0,00)), z € R,
F*'(z) = F(z), z €R,
) = F*«F(a), 2 eR.

Lemma 2.1.1
Die Erneuerungsfunktion H eines Erneuerungsprozesses N ist monoton nichtfallend und rechts-
seitig stetig auf R;. Auflerdem gilt

H(t) = i P(S, < t) = f: Fr(t), t > 0. (2.1.2)
n=1 n=1

Beweis Die Monotonie und rechtsseitige Stetigkeit von H folgt aus der fast sicheren Monotonie
und rechtsseitigen Stetigkeit der Trajektorien von N. Nun beweisen wir (2.1.2):

H(t)=EN(t)=E i 1(S, <1t) © i E1(S, <t) = i P(S, <t)= i Fr(t),
n=1 n=1 n=1

n=1

weil P(S, <t)=P(Th+...+ T, <t) = F;"(t), t > 0. Die Gleichung (x) gilt fur alle partiellen
Summen auf beiden Seiten, also auch im Grenzwert. O

Bis auf Ausnahmefille ist es unmoglich, die Erneuerungsfunktion H durch die Formel (2.1.2)
analytisch zu berechnen. Deshalb benutzt man oft in Berechnungen die Laplace- Transformierte
von H.
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Fiir eine monotone (z.B. monoton nichtfallende) rechtsseitig stetige Funktion G : [0,00) — R
ist ihre Laplace- Transformierte definiert als Ig(s) = JoT e *"dG(z), s > 0. Hier ist das Integral
als Lebesgue-Stieltjes-Integral zu verstehen, also als ein Lebesgue-Integral bzgl. des Mafles ug
auf Bg, definiert durch pug((z,y]) = G(y) —G(x), 0 < x < y < oo, falls G monoton nichtfallend
ist.

Zur Erinnerung, fiir eine Zufallsvariable X > 0 ist ihre Laplace-Transformierte Ix definiert
durch Ix(s) = [{° e **dFx(z), s > 0.

Lemma 2.1.2
Fir s > 0 gilt:
In(s) = _nls)
1—1Ip,(s)

Beweis Es gilt:

ZH(S) — /0 —sde (212)/ e 5% ] (Z )ZTi/OOOe—smdF*n(x)
= Ziﬁ (s Z(ZTI ) M

n=1 ]‘ - lTl( )
wobei fiir s > 0 gilt 7, (s) < 1 und somit konvergiert die geometrische Reihe (lTl( ))n 0

Bemerkung 2.1.4
Falls N = {N(t), t > 0} ein verzogerter Erneuerungsprozess (mit Verzogerung 77) ist, dann
gelten die Aussagen der Lemmas 2.1.1 - 2.1.2 in folgender Form:

1.
H(t)=> (Pr, =« Ff)(t), t >0,
n=0

wobei Frr, bzw. Fp, die Verteilungsfunktionen von 77 bzw. 1;,, n > 2 sind.

7 o lATl (S)
e

wobei le und lAT2 die Laplace-Transformierten der Verteilung von 17 bzw. T;,, n > 2 sind.

s >0, (2.1.3)

)

Fiir weitere Betrachtungen brauchen wir einen Satz (von Wald) iiber den Erwartungswert
einer Summe (in zufélliger Anzahl) von unabhéngigen Zufallsvariablen.

Definition 2.1.3

Sei v eine N-wertige Zufallsvariable und sei { X}, eine Folge von Zufallsvariablen, definiert
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum. v heifit unabhdngig von der Zukunft, falls fir allen € N
das Ereignis {v < n} nicht von der o-Algebra o({ X}y, k > n}) abhéngt.

Theorem 2.1.3 (Waldsche Identitét):
Sei {Xy},cn eine Folge von Zufallsvariablen mit sup E|X,,| < oo, EX,, = a, n € N und sei v
eine N-wertige Zufallsvariable, die von der Zukunft unabhéngig ist, mit Ev < co. Dann gilt

E() X.)=a-Ev.
n=1
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Beweis Berechne S, = >°1_; Xi, n € N. Da Ev = >°°° | P(v > n), so folgt die Aussage aus
dem Lemma 2.1.3. O

Lemma 2.1.3 (Kolmogorov-Prokhorov):
Sei v eine N-wertige Zufallsvariable, die nicht von der Zukunft abhéngt, und es gelte

i P(v > n)E|X,| < co. (2.1.4)

n=1

Dann gilt ES, = > 7°, P(v > n)EX,,. Falls X,, > 0 f.s., dann braucht man die Bedingung
(2.1.4) nicht.

Beweis Es gilt S, = >/ X, = > o2 Xp1(v > n). Fihren wir die Bezeichnung S,, =
Yor—1 Xxl(v > k), n € N, ein. Beweisen wir das Lemma zunéachst fur X,, > 0 f.s., n € N. Es gilt
Sun T Sy, n — oo fiir jedes w € 2, und so gilt nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz:
ES, = lim, 00 ESyp, = lim Y7 E(X;1(v > k)). Da allerdings {v > k} = {v < k — 1} nicht
von 0(Xy) C o({X,, n > k}) abhéngt, gilt E(X;1(v > k)) = EX;P(v > k), k € N, und daher
ES, =Y o2, P(v > n)EX,,.

Sei nun X,, beliebig. Setze Y, = |Xy|, Z, = Yon_1Yn, Zupn = >pey Yil(v > k), n € N. Da
Y, >0,neN,gilt EZ, =72 E(X, | P(v > k)) < oo aus (2.1.4). Da allerdings |S,,| <
Zyn < Zy,,n €N, dann gilt nach dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz, dass
ES, = lim,, oo ESyn = >0t EX,,P(v > n), wobei diese Reihe absolut konvergiert. O

Folgerung 2.1.1 1. Fiir eine beliebige Borel-messbare Funktion g : Ry — Ry und den
Erneuerungsprozess N = {N(t), t > 0} mit Zwischenankuftszeiten {T,,}, T), u.iv., p =
ET, € (0,00) gilt

N()+1
E ( > g(Tn)) = (1+ H(t))Eg(Ty), t > 0.
k=1

2. H(t) < oo, t > 0.

Beweis 1. Fiir jedes ¢t > 0 héngt v = 1 + H(t) offensichtlich nicht von der Zukunft von
{T, }nen ab, und der Rest folgt aus dem Theorem 2.1.3 mit X,, = ¢(7,,), n € N.

2. Fiir s > 0 betrachte T,(Ls) = min{T,, s}, n € N. Wéhle s > 0 so, dass fiir beliebig gewéhltes
(aber festes) e > 0 : ps) = ETl(s) > p—e > 0. Sei N®) der Erneuerungsprozess, der auf der
Folge {Tés)}neN von Zwischenankunftszeiten aufgebaut wird: N (t) = $7°° 1(T£5) <t),
t > 0. Es gilt N(t) < N®)(t), t > 0, f.s., dabei nach der Folgerung 2.1.1:

s s s _ (s) — (s) (s)
(n—e)(ENW (@) +1) < uENS (1) +1) = ESN(S)(t)_H = E(SN(S)(t) +TN<S>(t)+1) St+s,
—_—
<t <s

t >0, wobei S = T + .. 4+ T n e N. Daher H(t) = EN(t) < EN®)(¢t) < L=

p—e’
t > 0. Da € > 0 beliebig ist, gilt limsup;_, . HY %, und unsere Aussage H(t) < oo,

t —
t>0.

O
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Folgerung 2.1.2 (Elementarer Erneuerungssatz):
Fiir einen Erneuerungsprozess N wie in Folgerung 2.1.1, 1) gilt:

H 1
lim ﬂ = —.
t—oo ¢ I
Beweis In der Folgerung 2.1.1, Teil 2) ist bereits bewiesen worden, dass lim sup,_, ., @ < %
Zeigen wir, dass liminf; @ > i, dann ist unsere Aussage bewiesen. Nach Theorem 2.1.1
gilt w — L fs., daher nach Fatou’s Lemma
t—oco H
1 N(t EN(¢ H(t
- = Eliminf—() < liminfi() = liminfﬁ.
" t—o00 t t—00 t t—00 t
0

Bemerkung 2.1.5 1. Man kann auch zeigen, dass es sich im Falle des endlichen 2. Mo-
mentes von 1), (uz = ET? < oo0) eine genauere Asymptotik fiir H(t), t — oo herleiten
1a8¢: ;

2
H(t) = ;—Fflﬂ—l—o(l), t — oo.

2. Der elementare Erneuerungssatz gilt auch fiir verzogerte Erneuerungsprozesse, wobei py =

ET5. Definieren wir das Erneuerungsmafs H auf B(Ry) durch H(B) = >0, [ dF"(z),
B € B(Ry). Es gilt H((—o0,t]) = H(t), H((s,t]) = H(t) — H(s), s,t > 0, wenn man
durch H sowohl die Erneuerungsfunktion als auch das Erneuerungsmaf} bezeichnet.

Theorem 2.1.4 (Hauptsatz der Erneuerungstheorie):

Sei N = {N(t), t > 0} ein (verzogerter) Erneuerungsprozess assoziiert mit der Folge {71}, }nen,

wobei T,,, n € N unabhéngig sind, {T,,, n > 2} identisch verteilt, und die Verteilung von

T5 nicht arithmetisch ist, also nicht auf einem regelmafligen Gitter mit Wahrscheinlichkeit 1

konzentriert ist. Die Verteilung von T3 sei beliebig. Sei ET; = p € (0, 00). Dann gilt

t 1 (o]
/ ot =)t (@) - [ glayde,

wobei g : Ry — R Riemann-integrierbar auf [0, n] ist, fur allen € N, und >0 maxp<g<n+1|9(2)| <
0.

Ohne Beweis.

Insbesondere gilt H((t — u, t]) == %, fiir ein beliebieges u € Ry, also verhalt sich H asym-
— 00
ptotisch (fiir £ — oo) wie das Lebesgue-MaSf.

Definition 2.1.4
Die Zufallsvariable x(t) = Sy ()41 — t heifit Ezzess von N zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Es gilt offensichtlich x(0) = 7. Geben wir nun ein Beispiel eines Erneuerungsprozesses mit
stationdren Zuwachsen.
Sei N = {N(t), t > 0} ein verzogerter Erneuerungsprozess assoziiert mit Folge von Zwischenan-
kuftszeiten {7}, }nen. Sei Fr, bzw. Fp, die Verteilungsfunktion der Verzogerung 7 bzw. von
T, n > 2. Wir nehmen an, dass u = ET» € (0,00), Fr,(0) =0, also T > 0 f.s. und

1 [7
Fr(@)= /0 Fr,(y)dy, = > 0. (2.1.5)
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In diesem Fall sagt man, dass Fp, die integrierte Tailverteilungsfunktion von T ist.

Theorem 2.1.5
Unter den obigen Voraussetzungen ist N ein Prozess mit stationdren Zuwéchsen.

Beweis Sein e N, 0 <{p <t] <...<t, <oo. Wegen Unabhingigkeit von T},, n € N hingt
die gemeinsame Verteilung von (N (t; +t) — N(to +1),...,N(ty +t) — N(t,—1 +1)) nicht von
t ab, falls die Verteilung von x(¢) unabhéngig von t ist, also x(t) 4 x(0) = Ty, t > 0, siehe
Abbildung ....

Zeigen wir, dass Iy = Fix(y), t > 0.

Fyple) = Px(t) <o) =) P(Sp<t, t < Spy1 <t+a)
n=0

= P(Sy=0<t,t<S1=T1 <t+x)

+ > E(E(1(Sp <t, t < Sp+Tn1 < t+x) | Sy))
n=1
s t
= Pr(t+2)=Fr()+ Y [ Pty < T <t+o—1)dFs,0)
n=1

= Fn(+a) - Fr@+ [ PU—y< TSt 4a (Y s, )
n=1

————
H(y)

Falls wir zeigen konnten, dass H(y) = %, y > 0, dann hitten wir

Fuo@) = Frlt+a) = Fn(®+ = [ (Fr(s+2) ~1+1 - Fr(o)d(2)

= FT1 (t + a:) — FT1 (t) + i/ot(FTZ (Z) — FT2 (Z + :L‘))dz

t+x

= Fp(t+a)— Fr(t) + Fr(t) - i [ Ertwy

T

= FTl(t—I_x)_FTl(t—i_x)—i_FTl(aj) :FTl(x)v x 20,

nach der Form (2.1.5) der Verteilung von T7.
Nun soll gezeigt werden, dass H(t) = i, t > 0. Dazu verwenden wir die Formel (2.1.4): es gilt

A 1 fo° 1 [0 1 [
Ir,(s) = —/ e*st(l—FTQ(t))dt:—/ e*stdt——/ e S Pr, (t)dt
wJo wJo wJo
1
- <1+ / FTQ(t)deSt> = (14 R ()] - / e~tdPy, (1))
—Fr,(0)=0 "
TS
1 .
= £(1 —lp,(s)), s> 0.
Mit Hilfe der Formel (2.1.4) bekommt man
. [ 1 1 o .
lH(s)lelA(s)zz/ e Stdt =1:(s), s >0.
1—In,(s) wms pJo z
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Da die Laplace-Transformierte einer Funktion eindeutig diese Funktion bestimmt, gilt H(t) =
¢

=, t>0. 0
W=

Bemerkung 2.1.6
Im Beweis des Theorems 2.1.5 haben wir gezeigt, dass fiir den verzogerten Erneuerungsprozess
mit Verzogerung, welche die Verteilung (2.1.5) besitzt, H(t) ~ i nicht nur asymptotisch fiir

t — oo (wie im elementaren Erneuerungssatz), sondern es gilt H(t) = i, fiir alle ¢ > 0. Das

bedeutet, es finden im Mittelwert 1 Erneuerungen pro Einheitszeitintervall statt. Aus diesem
Grund wird ein solcher Prozess N homogener Erneuerungsprozess genannt.

Es 148t sich auch folgendes Theorem beweisen:

Theorem 2.1.6
Falls N = {N(t), t > 0} ein verzogerter Erneuerungsprozess mit beliebiger Verzogerung T
und nicht-arithmetischer Verteilung von T}, n > 2 ist, u = ET» € (0, 00), dann gilt

t—o00

. 1 /-
lim, Fy)(x) = | Frway. = >o0.

Das heifit, die Grenzwertverteilung von Exzess x(t), ¢ — oo wird bei der Definition eines
homogenen Erneuerungsprozesses als Verteilung von 7} angenommen.

2.2 Poisson-artige Prozesse

2.2.1 Poisson-Prozesse

In diesem Abschnitt werden wir die Definition eines homogenen Poisson-Prozesses (gegeben im
Abschnitt 1.2, Beispiel 5) verallgemeinern.

Definition 2.2.1
Der Zéhlprozess N = {N(t), t > 0} heifit Poisson-Prozess mit Intensitatsmafl A, falls

1. N(0) =0 fs.

2. A ein lokalendliches Maf§ auf Ry ist, d.h., A : B(R;) — Ry besitzt die Eigenschaft
A(B) < o fiir jede beschrankte Menge B € B(R.).

3. N unabhéngige Zuwéchse besitzt.
4. N(t) — N(s) ~ Pois(A((s,t])) fiir alle 0 < s <t < o0.

Manchmal wird der Poisson-Prozess N = {N(t), ¢t > 0} durch das entsprechende zuféllige
Poissonsche Zahlmal N = {N(B), B € B(Ry)} definiert, d.h., N = ([0,¢]), ¢ > 0, wobei ein
Zahlmaf ein lokalendliches Mafl mit Werten aus Ny ist.

Definition 2.2.2
Ein zufélliges Zahlmafl N = {N(B), B € B(R4)} heifit Poissonsch mit lokalendlichem Intensi-
tatsmafl A, falls

1. Fur beliebiges n € N und fiir beliebige paarweise disjunkte beschrankte Mengen B1, B, . . .
B(R;) die Zufallsvariablen N(B;), N(Bsg),..., N(B,) unabhingig sind.

2. N(B) ~ Pois(A(B)), B € B(Ry), B-beschrénkt.

B €
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Es ist klar, dass die Eigenschaften 3 und 4 der Definition 2.2.1 aus den Eigenschaften 1 und
2 der Definition 2.2.2 folgen. Die Eigenschaft 1 der Definition 2.2.1 ist jedoch eine eigenstén-
dige Annahme. N(B), B € B(Ry) wird als die Anzahl der Punkte von N in der Menge B

interpretiert.

Bemerkung 2.2.1

Genauso wie in Definition 2.2.2 kann ein Poissonsches Zahlmafl auf beliebigem topologischem
Raum FE, ausgestattet mit der Borel-o-Algebra B(F), definiert werden. Sehr haufig wird in
Anwendungen E = R? d > 1 gewshlt.

Lemma 2.2.1
Fir jedes lokalendliche Mafl A auf Ry existiert ein Poisson-Prozess mit A als Intensitatsmaf.

Beweis Falls so ein Poisson-Prozess existiert hitte, wére die charakteristische Funktion ¢ ) n(s) ()
des Zuwachses N(t) — N(s), 0 < s < t < oo nach Eigenschaft 4 der Definition 2.2.1 gleich
©s.t(2) = Ppois(A((s,1])) (2) = At =1) "> ¢ R. Zeigen wir, dass die Familie von charakteristi-
schen Funktionen {¢s;, 0 < s <t < oo} die Eigenschaft 1.7.1 besitzt: firallen : 0 < s < u < t,
Osu(2)put(2) = eAM(su) (€% =1) GA((ust]) (e =1) — (A((s;u)+A((ut])) (€7 =1) — A((s;t]) (e ~1) — vs.(2),
z € R, weil das Maf3 A additiv ist. Die Existenz des Poisson-Prozesses N folgt daher aus dem
Theorem 1.7.1. d

Bemerkung 2.2.2
Die Existenz eines Poissonschen Z&hlmafles kann mit Hilfe des Theorems von Kolmogorov
bewiesen werden, allerdings in einer allgemeineren Form wie im Theorem 1.1.2.

Aus den Eigenschaften der Poisson-Verteilung folgt u.A. EN(B) = var N(B) = A(B), B €
B(R.). Daher wird A(B) als die mittlere Anzahl der Punkte von N in der Menge B, B € B(R)
interpretiert.

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn A(dz) = Adzx fir A € (0,00), d.h., A proportional zum
Lebesgue-Maf} v auf Ry ist. Dann heift A = EN (1) die Intensitidt von N.

Wir werden demnéchst zeigen, dass in diesem Fall IV ein homogener Poisson-Prozess mit Intensi-
tét A ist. Zur Erinnerung: Im Abschnitt 1.2 wurde der homogene Poisson-Prozess als ein Erneue-
rungsprozess mit Zwischenankunftszeiten T ~ Exp(A) definiert: N(t) = sup{n € N §,, < ¢},
Sp=Ti+...4+Th,neN, t>0.

Aufgabe 2.2.1
d

Zeigen Sie, dass der homogene Poisson-Prozess ein homogener Erneuerungsprozess mit 1) =
Ty ~ Exp()\) ist. Hinweis: man soll zeigen, dass fiir eine beliebige Exponentialverteilte Zufalls-
variable X die integrierte Tailverteilungsfunktion von X gleich Fx ist.

Theorem 2.2.1
Sei N = {N(t), t > 0} ein Zahlprozess. Folgende Aussagen sind &quivalent.

1. N ist ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitiat A > 0.

2. a) N(t) ~ Pois(\t), t >0

b) fiir beliebiges n € N, ¢ > 0, gilt dass der Zufallsvektor (Si,...,S,) unter der Bedin-
gung {N(t) = n} dieselbe Verteilung besitzt, wie die Ordnungsstatistiken von u.i.v.
Zufallsvariablen U; € U([0,t]),i=1,...,n.

3. a) N besitzt unabhéngige Zuwéchse,
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b) EN(1) = A, und

c) es gilt die Eigenschaft 2b).

4. a) N hat stationdre und unabhéngige Zuwéchse, und

) E
)
)
b) es gilt P(N(t) =0) =1— Xt +o(t), P(N(t) =1) = At +o(t), t L 0.
)
)

5. a
b) es gilt die Eigenschaft 2a).

N hat stationdre und unabhéingige Zuwachse,

Bemerkung 2.2.3 1. Es ist klar, dass die Definition 2.2.1 mit A(dz) = Adz, X € (0, 00)
nach Theorem 2.2.1 eine dquivalente Definition des homogenen Poisson-Prozesses ist.

2. Der homogene Poisson-Prozess N wurde am Anfang des 20. Jahrhundertes von den Phy-
sikern A. Einstein und M. Smoluchovsky eingefiihrt, um den Zahlprozess von Elementar-
teilchen im Geigerzédhler modellieren zu kénnen.

3. Aus 4b) folgt P(N(t) > 1) = o(t), t | 0.

4. Die Intensitdt von N hat folgende Interpretation: A = EN(1) = E—%Fn, also die mittlere

Anzahl der Erneuerungen von N in einem Zeitintervall der Lange 1.

5. Die Erneuerungsfunktion vom homogenen Poisson-Prozess ist H(t) = At, t > 0. Dabei
gilt offensichtlich H(t) = A([0,¢]), t > 0.

Beweis Schema des Beweises: 1) = 2) = 3) = 4) = 5) = 1)

1)=2):

Aus 1) folgt S,, = Y51 Tr ~ Erl(n, ), weil Ty, ~ Pois(\), n € N, daher P(N(t) = 0) = P(T1 >
t) =e M, ¢t >0, und fiir n € N

PIN(t)=n) = P{NE) >n}\{N(t)>n+1})=P(N(t) >n) - P(N(t) >n+1)

t \npn—1 t \n+1lpn
= P(S, <t)—P(Spy1 <t) = g —/ g
(Sp <t) —P(Sp41 <1t) /0 (n—l)!e ) R x

_ /t A <(/\$)ne“> do— M s

o dx n! n!

Daher ist 2a) bewiesen.
Beweisen wir nun 2b). Nach dem Transformationssatz fiir Zufallsvektoren (vgl. Satz 3.6.1, WR)
aus

S =T
So = N1 +T1
Sn+1 = Tl +...+ Tn+1

folgt, dass die Dichte f(g,, . s,) von (S1,...,Sn11)" durch die Dichte von (T%,...,T41)",
T; ~ Exp()\), u.i.v., augedriickt werden kann:

n+1 n+1

Fstsmsn) (- tngn) = [ o (te — teer) = ] Ae M0 fm1) = pndle=Mn
k=1 k=1
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fiir beliebige 0 <t < ... <tp4+1, to =0.

Fiir alle anderen t1,...,t,11 gilt fig, . s..1) (1, tag1) = 0.

Deshalb

fs1,85) @1t N(@E) =n) = flg,. 501, talSk <t k<n, Spy1 >1)

I fsn,nSnin) (s -+ st 1) dtngn
IS I fssmn) (B st )b dy - dt

B ft )\n+16_>‘t"+1dtn+1 »
fg fttl o fttn_l ftoo )\n+1e*)\tn+ldtn+1dtn s dtl
xI0<t; <tg<...<ty, <t)

n!
= ﬁI(0§t1§t2§...§tn§t).

Das ist genau die Dichte von n u.i.v U([0, ¢])-Zufallsvariablen.

Aufgabe 2.2.2
Zeigen Sie es.

2) =3)
Aus 2a) folgt offensichtlich 3b). Jetzt soll lediglich die Unabhéngigkeit der Zuwéchse von N
bewiesen werden. Fir beliebiges n € N, z1,...,2, € N, tp = 0 < t1 < ... < t, gilt far
r=x14+...+ z,, dass

P(Mizi{N(tk) — N(tk—1) = zr}) = P {N(tk) — N(tk—1) = 2k} N(tx) = z) X
361,17'%, T, (%)zk nach 2c)
x  P(N(ty) =x)
(SRR —

e=Mtn AT nach 2a)

_ ﬁ (A(tg — th—1))"* e—A(tk—tk_l),

|
k=1 T -

t'll
angehort. Denn das Ereignis () ist es, beim unabhéngigen gleichverteilten Werfen von x Punkte

auf [0, ], jeweils z; Punkte im Korb der Lange t — tx—1, K = 1,...,n zu haben. Damit ist 3a)
bewiesen, weil P(N?_{{N(tx) — N(tk—1) = z}) = [1}i=1 PN (tr) — N(tp—1) = x}).

3) =4)

Zeigen wir, dass N stationdre Zuwéchse besitzt. Fiir beliebiges n € Ny, x1,...,2, € N, tg =
0<ti <...<t,undh > 0 betrachten wir I(h) = P(N}_;{N(tx+h)—N(tx—1+h) = z}) und
zeigen, dass I(h) nicht von h € R abhéngt. Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

_ n
weil die Wahrscheinlichkeit von (%) die Polynomialverteilung mit Parametern n, {M}k .

I(h) = i P(Mi=1{N(tx +h) = N(tp—1 +h) = a1} [ N(tn + h) = m) - P(N(tn + h) = m)
0

3
]

[
K

z!.. xn'H< > e

0 tn—i—h—h m)!

g 3

— 3 PRy AN (t) = N(tior) = i | N{to +h) = m) x P(N(t, + h) = m) = 1(0).

m=0
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Zeigen wir nun die Eigenschaft 4b) fiir h € (0,1):

P(N(h) =0) = i P(N(h) =0,N(1) = k) = i P(N(h) = 0,N(1) — N(h) = k)
_ i P(N(1) — N(h) = k, N(1) = k)
k=0
- Z P(N(1) = k)P(N(1) — N(h) = k | N(1) = k)

= ZP k)(1— h)k.

Es ist zu zeigen, dass P(N(h) = 0) =1 — Ah + o(h), d.h., limp—oo (1 — P(N(h) = 0)) = A. In
der Tat es gilt

[e.9] 00 B B k
%(1 —P(N(h)=0)) = % (1 — > P(N(1) =k)(1 - h)k> =3 P(N(1) =k)- 1(1hh)
k=0 k=1
o 1= (1—h)
— ; P(N(1) = k) lim ===
k
= Y P(N(1)=k)k=EN(1) =\,
k=0

weil diese Reihe gleichméBig in h konvergiert, da sie durch Y 72 P(N(1) = k)k = A < o
dominiert wird wegen der Ungleichung (1 — h)* > 1 — kh, h € (0,1), k € N.

Ahnlich kann man zeigen, dass limy_,o % = limy,_0 3252 P(N(1) = k)k(1 — h)F=1 = \.
4) = 5)

Zu zeigen ist es, dass fiir beliebiges n € Nund ¢ > 0

pu(t) = P(N(t) = n) = e—At(Ant')n (2.2.1)

gilt. Wir beweisen dies induktiv beziiglich n. Zunichst zeigen wir, dass po(t) = e=*, h = 0. Dazu
betrachten wir po(t+h) = P(N(t+h) =0) = P(N(t) =0, N(t+h) — N(t) =0) = po(t)po(h) =

po(t)(1 — Ah + o(h)), h — 0. Ahnlich kann man zeigen, dass po(t) = po(t — h)(1 — )\h + o(h))
h — 0. Somit gilt p((t) = limp_ MIW = —Apo(t), t > 0. Da pp(0) = P(N(0) =0) =

folgt aus

po(t) = —Apo(t)
p0(0> = 0,

dass es eine eindeutige Losung po(t) = e, t > 0 existiert. Nun sei fiir n die Darstellung
(2.2.1) bewiesen. Beweisen wir sie fiir n + 1.

pnt1(t+h) = P(N({t+h)=n+1)
= P(N(t)=n,N(t+h)—-N(t)=1)+P(N({t)=n+1,N({t+h)—N(t)=0)

= pa(t) = p1(R) + Pnt+1(t) — po(h)
= pu(®)( A+ 0(h)) + Prst(t)(1 = A+ o(h)), h— 0,k > 0.
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Daher
p;LJrl(t) = _)\pn—i-l(t) + )\pn(t)y t>0
2.2.2

{ Prii(0) = 0 (2:2.2)
Da p,(t) = e (’\Tf?n, bekommt man p,,1(t) = e (()‘tzrl), als Losung von (2.2.2). (In der Tat
Prs1(t) = C(t)e ™M = C'(t)e ™ = AC(t)e M........... + Apn(t)

n+1 n n+1lin+41

C'(t) = A o) = YR o(0) = 0)
5)=1)

Sei N ein Zéhlprozess N(t) = max{n : S, < t}, t > 0, der Bedingungen 5a) und 5b) erfiillt.
Zeigen wir, dass S, = > p_; Tk, wobei T}, i.i.d. mit Ty ~ Exp(A), k € N. Da T}, = Sy, — Sk_1,
k €N, Sy =0, betrachten wir fiir bg =0 < a1 <b; < ... <a, < by

P (Mi—i{ar < Sk < bi})
= P(MZ1{N(ax) — N(bg—1) = 0, N(by) —

N(ag) =1}
N{N(an) = N(bp-1) = 0, N(bn) — N(an) > 1})

n—1
= JI(P(N(ar — br—1) = 0) P(N (b — ax) = 1)) x
h=1 o~ Mag—bg_1) Abg—ag)e—Ar—ar)
P(N(an —bp—1) =0)P(N (b, —a,) > 1)
e~ Man=bp_1) (1—e—Abn—an))
_ 6—>\((ln—bn71)(1 _ e—)\(bn—an)) ﬁ Alby — ak)e"\(bk—bkfl)
k=1

n—1/_—M\a —Ab o b bn n_—A\y
= N7 (e —e ”)H(bk—ak):/ / Ae”ndy,, .o
k=1 ot an

Die gemeinsame Dichte von (S, ...,S,) " ist also gegeben durch A"e ™" 1(y; < 32 < ... < yy).
O

2.2.2 Zusammengesetzter Poisson-Prozess

Definition 2.2.3

Sei N = {N(t), t > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0, konstruiert mit
Hilfe der Folge {7}, }nen von Zwischenankunftszeiten. Sei {U,, } ,en eine Folge von u.i.v. Zufalls-
variablen, unabhéngigen von {7}, },en. Sei Fyy die Verteilungsfunktion von U;. Fiir beliebiges

t > 0 setze X(t) = ZN(t) Uk. Der stochastische Prozess X = {X(t), t > 0} heifit zusam-
mengesetzter Poisson-Prozess mit Parametern A, Fy. Die Verteilung von X(¢) heifit dabei
zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit Parametern At, Fy;.

Zusammengesetzter Poisson-Prozess X (t), ¢ > 0 kann als Summe der ,Marken* U, eines
homogenen markierten Poisson-Prozesses (N, U) bis zur Zeit ¢ interpretiert werden.
So wird X (¢) als Gesamtarbeitsbelastung eines Servers bis zur Zeit ¢ in der Warteschlangen-
theorie interpretiert, falls die Aufforderungen zum Service zu Zeitpunkten S, = > p_; T, n € N
eingehen und mit sich den Arbeitsaufwand U, n € N mitbringen.
In der Versicherungsmathematik ist X (¢), ¢ > 0 der Gesamtschaden eines Portfolios bis zum
Zeitpunkt ¢t > 0 mit Schadenanzahl N(¢) und Schadenhéhen U, n € N.
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Theorem 2.2.2
Sei X = {X(t), t > 0} ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Parametern A\, Fy. Es
gelten folgende Eigenschaften:

1. X hat unabhéngige stationdre Zuwéchse.

2. Falls iy (s) = EesVt, s € R, die momenterzeugende Funktion von Uy ist, so dass 1y (s) <
o0, s € R, dann gilt

iy (s) = MM s e Rt >0, EX(t) = MEU;, var X(t) = MEUZ, t > 0.

Beweis 1. Zu zeigen ist, dass fiir beliebige n € N, 0 <t <t; < ... <t, und h

N(ti+h) N(tn+h) n N(te)
Pl Y Uagan. Y e =IIP| X Uisaw
11=N(to+h)+1 in=N({tn_1+h)+1 Ee1 =N (lp1)+1

fiir beliebige x1, ..., x, € R. In der Tat, gilt

o

N(t1+h) N(tn+h)
Z Uy <x1,..., Z Ui, <zp

ilzN(t0+h)+l in:N(tn,1+h)+1

- i (ﬁ F;:kj <333>) PNl _ 1 {N(tm+h)— N(tm-1+h)="FEn})

ki,....,kn=0 \J=1
= H £k (z5) (H P(N(tm) — N(tm-1) = km)>
k1,....kn=0 \j=1 m=1
= II > B @m)PW(tm) = N(tm-1) = kn)
m=1 k,;, =0
n N(tm)
S0 LI I
m=1 k’m:N(tm_1)+1

2.2.3 Cox-Prozess

Ein Cox-Prozess ist ein (im Allgemeinen inhomogener) Poisson-Prozess mit Intensitatsmafi A,
das an sich ein zufélliges Maf} darstellt. Diese intuitive Vorstellung kann in folgender Definition
formalisiert werden.

Definition 2.2.4

Sei A = {A(B), B € B(R;)} ein zufilliges f.s. lokal-endliches Maf}. Das zuféllige Z&hlmaf
N = {N(B), B € B(R4)} wird Cox-Zihlmaf$ (oder doppelt-stochastisches Poisson-Maf) mit
zufdlligem IntensitdtsmafS A genannt, falls fir beliebige n € N, ky,...,k, € Ngund 0 < a1 <
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b < as < by < ...< an < by gilt POV {N((a;,bi]) = k;}) = E (HL e—M(anbiD%ﬁW).

Der Prozess {N(t), t > 0} mit N(t) = N((0,¢t]) heifit Coz-Prozess (oder doppelt-stochastischer

Poisson-Prozess) mit zufilligem Intensitédtsmafl A.

Beispiel 2.2.1 1. Falls das zuféllige Mafl A f.s. absolut stetig bzgl. des Lebesgue-MafBes ist,
d.h., A(B) = [z A(t)dt, B - beschrankt, B € B(R,), wobei {A(t),t > 0} ein stochastischer
Prozess mit f.s. Borel-mefibaren borel-integrierbaren Trajektorien ist, A(t) > 0 f.s. fiir alle
t > 0, der Intensitétsprozess von N genannt wird.

2. Insbesondere kann A(t) = Y sein, wobei Y eine nicht-negative Zufallsvariable ist. Dann
gilt A(B) = Yvi(B), also hat N eine zufillige Intensitit Y. Solche Cox-Prozesse werden
gemischte Poisson-Prozesse genannt.

Einen Cox-Prozess N = {N(t), t > 0} mit Intensitdtsprozess {A(t), ¢ > 0} kann man
wie folgt explizit konstruieren. Sei N = {N(¢), t > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit
Intensitdt 1, der unabhéngig von {A(¢), ¢ > 0} ist. Dann ist N 4 Ny, wobei der Prozess
Ny = {Ni(t), t > 0} gegeben ist durch Ny(t) = N(f§ A(y)dy), t > 0. Die Aussage N < Ny soll
natiirlich bewiesen werden. Wir werden sie jedoch ohne Beweis annehmen. Sie bildet auch die
Grundlage fiir die Simulation des Cox-Prozesses N.
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3.1 Elementare Eigenschaften

Im Beispiel 2) des Abschnittes 1.2 haben wir die Brownsche Bewegung (oder Wiener-Prozess)
W = {W (t), t > 0} definiert als einen Gaufischen Prozess mit EW (¢) = 0 und cov(W (s), W(t)) =
min{s,t}, s,t > 0. Geben wir jetzt eine neue (dquivalente) Definition an.

Definition 3.1.1
Ein stochastischer Prozess W = {W(t), ¢ > 0} heifit Wiener-Prozess (oder Brownsche Bewe-
gung), falls

1. W(0) =0 fs.
2. W hat unabhéngige Zuwéchse
3. W(t)—W(s) ~N(0,t—5),0<s<t

Die Existenz von W nach Definition 3.1.1 folgt aus dem Satz 1.7.1, weil ndmlich ¢,(2) =

lZ(W(t)*W(S)) _(tfs)z2 _(tfu)z2 _(ufs)z2 _(tfs)zz .
Ee =e 2 ,z€R,und e 2 e 2 =e 2 fir 0 < s <u<t,also

Vs u(2)put(2) = @s1(2), z € R. Aus dem Satz 1.3.1 folgt auBlerdem die Existenz einer Version
mit stetigen Trajektorien.

Aufgabe 3.1.1
Zeigen Sie, dass das Theorem fiir a = 3, 0 = %
Der Wiener-Prozess ist nach dem Mathematiker Norbert Wiener (1894 - 1964)benannt wor-
den. Warum existiert dann die Brownsche Bewegung? Aus dem Satz von Kolmogorov (Satz
1.1.2) existiert fir jede Funktion p : Ry — R und jede positiv semi-definite Funktion C' :
Ry x Ry — R ein reellwertiger Gaufischer Prozess X = {X(¢), t > 0} mit Mittelwert
EX(t) = wu(t), t > 0, und Kovarianzfunktion cov(X(s), X(t)) = C(s,t), s,t > 0. Es bleibt
lediglich zu zeigen, dass C(s,t) = min{s,t}, s,t > 0 positiv-semidefinit ist.

Aufgabe 3.1.2
Zeigen Sie es.

Deswegen wird oft angenommen, dass der Wiener-Prozess stetige Pfade besitzt (man nimmt
einfach die entsprechende Version von ihm).

Theorem 3.1.1
Beide Definitionen des Wiener-Prozesses sind dquivalent.

Beweis 1. Aus der Definition im Abschnitt 1.2 folgt die Definition 3.1.1.
W(0) =0 f.s. folgt aus var(WW(0)) = min{0,0} = 0. Beweisen wir nun, dass die Zuwéchse
von W unabhéngig sind. Falls Y ~ N (u, K) ein n-dimensionaler Gaulscher Zufallsvektor
ist und A eine (nxn)-Matrix, dann gilt AY ~ N (Ap, AKAT), dies folgt aus der expliziten
Form der charakteristischen Funktion von Y. Seinun n € N, 0 = tg < t1 < ... < tp,

34
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Y = (W(ty), W(t1),...,W(t,))". Es gilt fiir Z = (W(ty), W(t1) — Wi(to),..., W(t,) —
W(tn_1))", dass Z = AY, wobei

0 0 . 0

— 1 0 . 0

A= 0 -1 1 0 0
0 00 -1 1

Daher ist Z auch Gauflsch mit einer Kovarianzmatrix, die diagonal ist. In der Tat gilt
cov(W (tiy1) =W (t:), W(tj+1) =W (t;)) = min{tis1, tjpr } —min{tip, 45} —min{ts, £} +
min{t;,t;} = 0 fiir ¢ # j. Daher sind die Koordinaten von Z unkorreliert, was fiir die
multivariate GauBsche Verteilung Unabhéngigkeit bedeutet. Deshalb sind die Zuwiéchse
von W unabhéngig. Weiterhin, gilt fiir beliebiges 0 < s < t, dass W (t) — W (s) ~ N(0,t—
s). Die Normalverteiltheit folgt aus der Tatsache, dass Z = AY Gaufsch ist, offensichtlich
gilt EW(t) — EW(s) = 0 und var(W(t) — W(s)) = var(W(t)) — 2cov(W (s), W(t)) +
var(W(s)) =t —2min{s,t} + s =t — s.

2. Aus der Definition 3.1.1 folgt die Definition im Abschnitt 1.2.
Da W (t)—W(s) ~ N(0,t—s) fir 0 < s < ¢, gilt cov(W (s), W(t)) = E[W (s)(W (t)—W (s)+
W(s))] = EW(s)E(W(t) — W (s))+var W (s) = s, daher gilt cov(W(s), W(t)) = min{s, t}.
Aus W(t) — W(s) ~ N(0,t — s) und W(0) = 0 folgt auch, dass EW(t) = 0, ¢ > 0. Die
Tatsache, dass W ein GauBscher Prozess ist, folgt aus der Relation Y = A_IZ , Punkt 1)
des Beweises.
O

Definition 3.1.2

Der Prozess {W(t), t > 0}, W(t) = (Wi (t),...,Wy(t))T, t > 0, heiBt d-dimensionale Brown-

sche Bewegung, falls W; = {W;(t), t > 0} unabhéingige Wiener-Prozesse sind, i = 1,...,d.
Die obigen Definitionen und Ubungsaufgabe 3.1.1 garantieren uns die Existenz eines Wiener-

Prozesses mit stetigen Pfaden. Wie kann man aber eine explizite Konstruktion dieser Pfade
angeben? Damit befassen wir uns im néchsten Abschnitt.

3.2 Explizite Konstruktion des Wiener-Prozesses

Konstruieren wir den Wiener-Prozess zunédchst auf dem Intervall [0, 1]. Die Hauptidee der Kon-
struktion ist es, einen stochastischen Prozess X = {X(t), t € [0,1]} einzufithren, der auf
einem Teilwahrscheinlichkeitsraum von (2, .A,P) definiert ist mit X 4 W, wobei X(t) =
S en(t)Yn, t € [0,1], {Yn}nen eine Folge von u.i.v. N(0,1)-Zufallsvariablen und ¢, (t) =
J3 Hy(s)ds, t €10,1], n € N, ist. Hier soll {H,,},en die orthonormierte Haar-Basis im Lo([0, 1]
sein, die jetzt kurz eingefithrt wird.

3.2.1 Haar- und Schauder-Funktionen

Definition 3.2.1

Die Funktionen H, :]0,1] - R, n € N, heilen Haar-Funktionen, falls Hi(t) = 1, t € [0, 1],
Ha(t) = 1 1)(t 1(1 1](t) ( = 23(1y, ( ) =15, (1), t €[0,1], 2" < k < 271, wobei
Ink—[ank,ank+2 P gk = (g + 27" Ak + 27", anp =2""(k—2" —1),n e N.



36 3 Wiener-Prozess

Lemma 3.2.1
Das Funktlonssystem {H }nen ist eine orthonormierte Basis in L?([0, 1]) mit dem Skalarpro-
dukt < f,g >= [} f(t)g(t)dt, f,g € L*([0,1]).

Beweis Die Orthonormiertheit des Systems < Hy, H, >= 0gn, k,n € N folgt unmittelbar
aus der Definition 3.2.1. Zeigen wir die Vollstandigkeit von {H,},en. Es gentigt zu zeigen,
dass fiir beliebige Funktion g € L%([0,1]) mit < g, H, >= 0, n € N, g = 0 fast {iberall auf
[0,1] gilt. In der Tat kann die Indikator-Funktion eines Intervalls Lia, poanst+2-n-1] Stets als
Linearkombination von H,, n € N aufgeschrieben werden.

1 _ (Hl +]:—’2)
l = —_—
[0,2] 2 )
L, - Uh-H)
(%71] - 2 ’
1
i) = R
Lo Uy =)
11 — y
(472] 2
(1an g 27T + 2_%Hk)
Yoy pag r2-n=1] = e 5 , 2" < k< 2ntl

(k+1)
Daher gilt f,f" g(t)dt =0, n € Ng, k = 1,...,2" — 1, und deshalb G(t) = [ g(s)ds = 0 fiir
t = Qn, n € No, k=1,...,2" — 1. Da G stetig auf [0, 1] ist, folgt heraus G(t) = 0, t € [0, 1],
und somit g(s) = 0 fiir fast jedes s € [0, 1]. 0

Aus Lemma 3.2.1 folgt, dass zwei beliebige Funktionen f,g € L?([0,1]) die Darstellungen
f=>021<f,Hy,>H,und g =>,2, < g,H, > Hy, haben (diese Reihen konvergieren im
L3([0,1])) und < f,g >= 3%, < f, H, >< g, H, > (Parseval-Identitt).

Definition 3.2.2
Die Funtionen S,(t) = fg Hy(s)ds =< 1y, Hn, >, t € [0,1], n € N heilen Schauder-
Funktionen.

Lemma 3.2.2
Es gilt:

1. Sp(t) >0,t€0,1], n € N,
2. Y il Sony(t) < 3275, t€[0,1], n €N,

3. Sei {an}nen eine Folge von reellen Zahlen mit a, = O(n®), ¢ < 5 , n — oo. Dann kon-
vergiert die Reihe >°°° | a,,S,, () absolut und gleichméfig in ¢t € [0, 1] und ist folglich eine
stetige Funktion auf [0, 1].

Beweis 1. folgt unmittelbar aus Definition 3.2.2.

2. folgt aus der Tatsache, dass die Funktionen Sonj fiir & = 1,...,2" disjunkte Trager

haben und Son 4 (t) < Sanyi(2=t) =272 t € [0,1].



3 Wiener-Prozess 37

3. Es geniigt zu zeigen, dass Ry, = supycpo 1] 2kson [ak|Sk(t) —— 0. Fiir jedes k € N und
’ n—oo
ein ¢ > 0 gilt |ay| < ck®. Deshalb gilt fiir alle t € [0,1], n € N

ST JaglSk(t) < e 2D 3T g (1) < e-2mle L gmE ol < gen(e),

on < g<on+l on<<ontl

PR Q— )

m—ro0

Da€<%,giltRm§c~2EZ

n>m

Lemma 3.2.3
Sei {Y,}nen eine Folge von (nicht unbedingt unabhéngigen) Zufallsvariablen definiert auf

(Q, A,P), Y, ~ N(0,1), n € N. Dann gilt |Y,,| = O((logn)2), n — oo.

Beweis Zu zeigen ist, dass fiir ¢ > /2 und fast allen w € Q ein ng = ng(w, c) € N existiert, so
dass |Y,| < ¢(log n)% fir n > ng. Falls Y ~ N(0,1), z > 0, dann gilt

PY >z) = / y7 dy = N /OO (—1)d<€_y?2>
\ 2T V2T Ja Yy

1 1 _2 © 21 1 1 _a2

- m<x o 27;2dy>§27r1:6 .

(Man kann auch zeigen, dass ®(z) ~ f% , © — 00.) Daher gilt fiir ¢ > /2

-1./9 2
> P(Ya] > c(logn)?) < Z logn) 2e” Slogn _ © V2 Z(logn)_%n_T < oo.

n>2 n>2 \/77- n>2

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. WR-Skript, Lemma 2.2.1) gilt P(N,, Ug>p Ax) = 0,
falls > P(Ag) < oo mit Ay = {|Y%| > e (log k:)%}, k € N. Daher tritt Ay in unendlicher Anzahl
nur mit Wahrscheinlichkeit 0, mit |Y;,| < ¢(log n)% fir n > nyg. O

3.2.2 Wiener-Prozess mit f.s. stetigen Pfaden

Lemma 3.2.4

Sei {Y,,}nen eine Folge von unabhingigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen. Seien {ay, }nen

und {b, }nen Folgen von Zahlen mit Y lagmar| < 272, 2 [bamyi| < 277, m € N.

Dann existieren f.s. die Grenzwerte U = 322 a,Y;, und V = 320°, b, Y,,, U ~ N (0,352, a?),
~ N(0,>0 b2), wobei cov(U,V) = 372 apby,. U und V sind genau dann unabhéngig,

wenn cov(U, V) =

Beweis Aus Lemma 3.2.2 und 3.2.3 ergibt sich f.s. die Existenz der Grenzwerte U und V
(ersetze dafiir a,, durch Y;, und S,, durch z.B. b,, in Lemma 3.2.2). Aus der Faltungsstabﬂitéit der
Normalverteilung folgt fiir U™ = Yot anYn, y(m) — m bnYn, dass Um N, a?),
vV~ N0, 82). Da UM 4 U, v 4y folgt somit U ~ (o,zn:1 a2), V ~
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N(0,3°5°, b2). Weiterhin, gilt

cov(U,V) = lim cov(U™, V™)

m—ro0
m

= n%gnoo 'Zl aibj COV(Y;, Y})
27]:

m 00
= lim Zaibi = Zaibi,
m—00
=1 =1

nach dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, denn nach Lemma 3.2.3 gilt
1
|Y,| < ¢ (logn)2 , fiir n > Ny, und die majorisierende Reihe konvergiert nach Lemma 3.2.2:
——

<cnt, s<%
2m+1 fs 2m+1
S @b YoV <Y anbpc?nth <220t 975 97 = pm(72m g 90 5,
n,k=2m n,k=2m

Fiir ausreichend grofies m gilt 3°7% _, anbrYnYr < 3752, 2-(1=26)i < 50, und diese Reihe
konvergiert f.s.
Zeigen wir nun
cov(U,V) =0 <= U und V unabhéngig
Aus der Unabhéngigkeit folgt immer die Unkorelliertheit von Zufallsvariablen. Zeigen wir hier
' (m) y/(m) d
das Gegenteil. Aus (U™ V™)) — (U, V) folgt @(grm) yom)y — PV also

m m
pwom yemy(s,t) = lim Eexp{i(t) axYip+s) baYy)}

k=1 n=1
m m
= nlgnoo Eexp{i kz_:l(tak + sbp) Yy} = mlgmOO kl:Il Eexp{i(tay + sbi)Yr}
m 2 00 2
o (tay, + sbp)®, (tay + sby)
= i J[exp(- LI oy Ut S
k=1 k=1
2 X ) oo 2 & )
= exp{—; Z ay } exp{ts Z aby }exp{—; Z bt = pu(t)pv(s),
k=1 k=1 k=1
—_———
cov(U,V)=0
s,t € R. Daher sind U und V unabhéngig, falls cov(U, V) = 0. 0

Theorem 3.2.1

Sei {Y,,, n € N} eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen, die N(0, 1)-verteilt sind, definiert auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A,P). Dann gibt es einen Teil-Wahrscheinlichkeitsraum
(Q0, Ao, P) von (2,.A,P) und einen stochastischen Prozess X = {X(¢), ¢t € [0,1]} darauf,
so dass X(t) = >0, YnSn(t), t € [0,1], und X < W. Hierbei ist {Sn}nen die Familie der
Schauder-Funktionen.

Beweis Nach Lemma 3.2.2, 2) erfiillen die Koeffizienten S, (t) fir jedes ¢ € [0, 1] die Bedin-
gungen des Lemmas 3.2.4. Dariiberhinaus existiert nach Lemma 3.2.3 eine Teilmenge 2y C 2,
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Qo € A mit P(Qg) = 1, so dass fiir jedes w € Q die Relation |V, (w)| = O(y/logn), n — oo,
gilt. Sei Ag = ANQy. Schranken wir den Wahrscheinlichkeitsraum auf (2, Ap, P) ein. Dann ist
die Bedingung a, = Y, (w) = O(n®), £ < 3, erfiillt, weil y/logn < n® fiir ausreichend grofe n,
und nach Lemma 3.2.2, 3) konvergiert die Reihe Y 2 Y}, (w)S,(¢) absolut und gleichméBig in
t € [0, 1] gegen die Funktion X (w,t), w € Qq, die eine stetige Funktion in ¢ fiir jedes w € ) ist.
X(-,t) ist eine Zufallsvariable, weil nach Lemma 3.2.4 die Konvergenz dieser Reihe fast sicher
gilt. Weiterhin, gilt X (¢) ~ N(0,>°0°, S2(¢)), t € [0,1].

Zeigen wir, dass der so definierte stochastische Prozess auf (g, A, P) ein Wiener-Prozess ist.
Dazu priifen wir die Bedingungen der Definition 3.1.1. Betrachten wir beliebige Zeitpunkte
0 <t) <tg,tg <ty <1 und berechnen wir

cov(X (t2) — X(t1), X (ts) — X(t3)) = cov(D Yau(Sn(ta) Z Snlta)))
n=1 n=1
= 3 (Salta) = Sa(t1))(Sa(ta) = Sults)
n=1
= i(< Hn, o) > = < Hn, 1) >) X
n=1

(< Hypy Ljggy) > — < Hiy Ljg gy >)

o
= > < Huy i) — Lo >< Ho Lpog) — Loy >

n=1
< Lot = Lo.ta)s Lota] = Lio,ts) >
= <l Low > — < Lol Lo >
= <L)y Lots) > + < Lpota)s Ljos] >
= min{ty,t4} — min{ty,t4} — min{to, t3} + min{ty,t3},

weil < 1p g, Lj0g >= fomin{s’t} du = min{s,t}, s,t € [0,1]. Falls 0 < t; < to < 3 < t4 < 1,
dann gilt cov(X (t2) — X (t1), X (t4) — X (t3)) = ta —t1 —ta +t1 = 0, also sind die Zuwéchse von
X (nach Lemma 3.2.4) unkorelliert. Weiterhin gilt X (0) ~ N(0, 3%, 52(0)) = N(0,0), daher
X (0) = L5, Daraus folgt fiir t1 = 0, to = t, t3 =0, t4 = ¢, dass var(X (t)) =t, t € [0,1], und fiir
t1 =ty =s,ta =ty =t,dassvar(X(t) — X(s)) =t—s—s+s=t—s,0<s<t<1. Somit
gilt X (t) — X(s) ~ N(0,¢ — s), und nach Definition 3.1.1 gilt X < W 0

Bemerkung 3.2.1 1. Theorem 3.2.1 bildet eine Grundlage fiir die approximative Simula-
tion der Pfade einer Brownschen Bewegung durch die Teilsummen X (t) = S>7_, Y3 Sk (1),
t € [0, 1], fir ausreichend grofies n € N.

2. Die Konstruktion in Theorem 3.2.1 kann verwendet werden, um den Wiener-Prozess
mit stetigen Pfaden auf einem Intervall [0, ], fiir beliebiges tg > 0 zu erzeugen. Falls
W ={W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess auf [0, 1] ist, dann ist Y = {Y (), t € [0, o]}
mit Y (t) = \/tT)W(%), t € [0, o], ein Wiener-Prozess auf [0, to].

Aufgabe 3.2.1

Beweisen Sie es.

3. Der Wiener-Prozess W mit stetigen Pfaden auf R, kann wie folgt explizit konstruiert
werden. Seien W = {W®)(¢t), t € [0,1]} unabhingige Kopien des Wiener-Prozesses
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wie in Theorem 3.2.1. Definiere W (t) = 302 1(¢t € [n — 1,n))[Xr= WHE(1) — W) (¢ —
(n— 1)), 1> 0, also,

W), t € 0,1],
WO+ WOt —-1), tel,2],
WO+ W)+ WOt —2), t€[2,3],

usw.

W(t) =

Aufgabe 3.2.2
Zeigen Sie, dass der so eingefiihrte stochastische Prozess W = {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess
auf R ist.

3.3 Verteilungs- und Pfadeeigenschaften vom Wiener-Prozess

3.3.1 Verteilung des Maximums

Theorem 3.3.1
Sei W = {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

Dann gilt:
2 [ 42
P W(t) > < —/ T2 dy, 3.3.1
(Jél[%,’f] (t) x>_\/wxe2y (3.3.1)

Die in 3.3.1 gegebene Abbildung maxco W(t) : @ — [0,00) ist eine wohldefinierte Zu-
fallsvariable, denn es gilt: maxc(o,1) W (t, w) = limy, 00 max;—=1,._ W(%,w) fur alle w € Q, weil
die Trajektorien von {W(t), t € [0, 1]} stetig sind. Aus 3.3.1 folgt, dass maxc[y,1) W (t) einen
exponentiell beschrinkten Tail hat: somit hat max,cg 1) W (t) endliche k-te Momente.

Hilfsmittel fiir Beweis von Theorem 3.3.1
Sei {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess und Z1, Zs, ... eine Folge von unabhéngigen Zufalls-

fur alle x > 0.

variablen mit P(Z; = 1) = P(Z; = —1) = 1 fiir alle i > 1. Fiir jedes n € N definieren wir
(W (1), t € [0,1]} durch Wn(t) = 222 + (nt — |nt]) 220 wobei S = Zy + ...+ Zi, i > 1,

So = 0.
Lemma 3.3.1

Fiir jedes k > 1 und beliebige t1,...,t; € [0, 1] gilt:

~ T

(WO n), .. W () S (W(t),...,W(t)T

Beweis Spezialfall k = 2 (fir £ > 2 verlduft der Beweis analog). Sei t; < to. Fiir alle s1,s2 € R
gilt:

S\nty] s (Sints) = Sinty)+1)

N NG

i/ (nt1 — |nt ) 2L + 22
[nt1]+1 1 1 \/ﬁ \/ﬁ

52
V'

5117[/(”) (tl) + SQW(n) (tg) = (81 + 52)

+Z|nty | +1(nt2 — [nta])
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lim Ee¥
n—oo n—oo

.51+s9
EeZ N SLntlj

§1+ S2

= QIOSL”HJ < \/ﬁ

: s1+ s\ "]
= lim | ¢z V- vz

n—o0

(s
i o (

NG

s) _s2
] 2

(s%t1+25152 min{tl,t2}+s§t2)

= [ 2

= P (1), W(t2))(

wobei oy (,),w(t,)) die charakteristische Funktion von (W (t1), W (t2)) ist.

Lemma 3.3.2 )
Sei W) = maxyc(o,1] W™ (). Dann gilt:

~ 1
W = o max Sk,

und

n—oo

Ohne Beweis

Beweis von Theorem 3.3.1

Aus Lemma 3.3.1 folgt fir z > 0, £ > 1 und ¢4, ..

n—00 te{t1,..,tr }

S1, 52)7

41

~ ~ .81+s .8
SWO () +2W D (12)  — iy Eel v ot Bl Vi (Stnta) ~Sinty 1 +1)

)G (52)™

S9 LntQJ — Lntlj —1
(%))

fir allen=1,2,...

S tn €10,1]

lim P ( max WM (t) > m) =P ( max
te{tl,...,tk}

=P <max WM () > a:) >P < max W(t)

te(0,1]

te{tr,mmti}

- 2 T .2
lim P(W™ <) =/ 7/ e~ Tdy, firalle z > 0.
T™Jo

W(t) > :L')

).

-
Mit (t1,... ,tk)—r = (%, ce %) und maxyepg ) W (¢, w) = limy_, o max;—q,_x W (%, w) gilt

lim P (max W™ (t) > x)

n—00 te(0,1]
Aus Lemma 3.3.2 folgt die Behauptung.

Korollar 3.3.1

>P (max W(t) > ac) .

te(0,1]

Sei {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess. Dann gilt:
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Beweis
‘VV(t) B W(n)’ ’W(t) B W(n)’ N ‘W(n) W)
t n - t t t n
< Wl -]+ n s (W) - W)
n N ten,n+1]
< 2w -2,
wobei Z(n) = sup;cpo 1) |W(n+1t) = W(n)|, t € [n,n +1). Es gilt
2 2 | & . . f.s.
— W)=~ (W) - Wi - 1))’ — 2[EW(1)| = 0.
i=1

Wir zeigen, dass EZ(1) < oo.

P(Z(1) >xz) <P (max W(t) > x) +P <max(—W(t)) > x) =2P (maX Wi(t) > x) ,

te[0,1] te(0,1] te(0,1]

weil {=W(t), t € [0,1]} auch ein Wiener-Prozess ist. Es gilt

2 o0 2 Z s.
P(Z(1) > x) <24/ —/ e~Tdy und somit Z(n) 50 fir n — oo,
T Jx

n

Daraus folgt WT(t) BN 0 fiir ¢t — oo. O

3.3.2 Invarianzeigenschaften

Bestimmte Transformationen des Wiener-Prozesses fithren wieder zu einem Wiener-Prozess.

Theorem 3.3.2
Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann sind die stochastischen Prozesse {Y?)(t), ¢t > 0},
t=1,...,4, mit

YOty = —Wi(t), (Symmetrie)
YO(t) = W(t+tg) —Wi(ty) fiir eintg >0, (Verschiebung des Nullpunktes)
YO() = VW (L) fiir ein ¢ > 0, (Skalierung)
1
Yy@We) = { tW(t())’ i i 8’ (Spiegelung bei t = 0)

ebenfalls Wiener-Prozesse.

Beweis 1. Y i=1,... 4 haben unabhingige Zuwichse mit Y (t5)—Y @ (t1) ~ N(0, to—

3. Y® i =1,...,3, haben stetige Trajektorien. {Y ()(t), t > 0} hat stetige Trajektorien fiir
t>0.
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4. Es ist zu zeigen, dass lim;_,q tW(%) =0.

limy_q tW(%) = lim; 0 WT(t) L. 0 wegen Korollar 3.3.1.

Korollar 3.3.2
Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt:

t>0 t>0

P (sup W(t) = oo> =P <1nf W(t) = oo) =1.

Beweis Fiir x,c > 0 gilt:

P (igloj W(t) > a:> =P <§1>1%)W (Z) \2) =P <i1>113W(t) > \J/CE>

=P ({igg W(t) =0} U {iglo)W( )= }) = P(i;l}o)W(t) =0)+ P(st1>110)W(t) =o00) = 1.

Weiterhin gilt

P <sup W(t) = 0) = P
>0

(supW ) <P (W(t) < 0,sup W (t) < 0>
= P (W ) < 0,sup(W(t) —W(1)) < —W(l))
0

>0 t>1

t>1 -

P <supW t

: W) < W) | W) = x) P (W(1) € dx)
t>

0

/
3
/

t>0

i
P <sup W(t

(t)
N sup(W(t) —W(1)) < —x | W(1) = ac) P (W (1) € dx)
0
N )

t>0

- 0) P (W(1) € d)

= P <sup W(t) = 0) %,

t>0

also P (suptzo W(t) = 0) = 0 und somit P (SuptZO W(t) = oo) =1.
Analog kann man zeigen, dass P (inf;>o W (t) = —oc0) = 1. 0

Bemerkung 3.3.1
P (SUPtzo X(t) = oo, infi>0 X (t) = —oo) = 1 bedeutet, dass die Trajektorien von W unendlich
oft zwischen positiven und negativen Werten auf [0, co) oszillieren.

Korollar 3.3.3
Sei {W (t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt

P(w e Q: W(w) ist nirgendwo differenzierbar in [0,00)) = 1.
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Beweis

{w € Q: W(w) ist nirgendwo differenzierbar in [0, c0)}
=Ny_o{w € Q: W(w) ist nirgendwo diffenrenzierbar in [n,n + 1)}.

Es geniigt zu zeigen, dass P(w € Q : W(w) differenzierbar fur ein to = to(w) € [0,1]) = 0.
Definiere die Menge

4
Apm = {w € Q: es gibt ein ¢ty = tg(w) € [0, 1] mit | X (tow + h,w) — W (to(w,w))| < mh, Yh € [O, } } )

Dann gilt

{w € Q: W(w) differenzierbar fiir ein tg = to(w)} = Upm>1 Up>1 Apm.

Zu zeigen bleibt P(Up,>1 Up>1 Apm) = 0.
Sei ko(w) = mink:LQ,.“{% > to(w)}. Dann gilt fir w € Ay, und j =0,1,2

(A1) () < (L)

n n

(550w

8m

n

Sei Ag(k) = W(EEL) — W (£). Dann gilt

n . &m
P(Anm) S P (Uk:O U?:o |An(k +])‘ S )

8m 8m
= ZP< =0 [An(k + )] < n> :P<|An(0)| < n)
16m
< n+1< > —0, n— oo,
( ) V2mn
und weil Ay, C Ayyrm gilt, folgt P (Apm) = 0. 0
Korollar 3.3.4
Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt:
sup sup Z W (t;) — W(ti—1)| = o0

n>10<to<...<tn <157
d.h. {W(t), t € [0,1]} hat f.s. Trajektorien mit unbeschrankter Variation.

Beweis Weil jede stetige Funktion g : [0, 1] — R mit beschrénkter Variation fast iiberall diffe-
renzierbar ist, ergibt sich die Behauptung aus Korollar 3.3.3.

Alternativer Beweis

27L

Es geniigt zu zeigen, dass lim, o0 > j—

W () - w (Y52)] = .
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Sei Z, = 22 (W (4) - W (“;}”))2 — . Daraus folgt EZ, = 0 und EZ2 = {2277+ und

mit der Tschebyschev-Ungleichung

EZ? t\? > f.s.
P(|Zn < ==n—(2) 27l dh. P(|Z, >¢) = 0.
(2ol <)< =32 = (%) > (1] > )

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli ergibt sich, dass lim,,_,, Z,, = 0 fast sicher und somit

st < S(w(z)-w(F)

<

=1

. kt (k—1)t)| it (i — 1)t
< AL =) - .
< i [ (52) - (55|15 () - (55))

Daraus folgt die Behauptung, weil W stetige Trajektorien hat und deshalb

() (5 o

lim max
n—oco 1<k<2n
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