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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Der Lévy-Prozess {X(t), t ≥ 0} sei ein Gamma-Prozess mit Parametern b, p > 0, das heißt,
für jedes t ≥ 0 gelte X(t) ∼ Γ(b, pt). Zeige, dass {X(t), t ≥ 0} ein Subordinator ist mit dem
Laplace-Exponenten ξ(u) =

∫∞
0 (1 − e−uy)ν(dy) für ν(dy) = py−1e−bydy, y > 0. (Der Laplace-

Exponent von {X(t), t ≥ 0} ist die Funktion ξ : [0,∞)→ [0,∞), für die Ee−uX(t) = e−tξ(u) für
beliebige t, u ≥ 0 gilt)

Aufgabe 2 (4 + 4 Punkte)
Sei {X(t), t ≥ 0} ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Lévy-Exponenten η und {τ(s), s ≥ 0}
ein unabhängiger Subordinator mit charakteristischem Lévy-Exponenten γ. Der stochastische
Prozess Y sei definiert durch Y = {X(τ(s)), s ≥ 0}.

(a) Zeige, dass
E
(
eiθY (τ(s))

)
= eγ(−iη(θ))s, θ ∈ R,

wobei =z den Imaginärteil von z bezeichnet.

Hinweis: Weil τ ein Prozess mit nicht-negativen Werten ist, gilt Eeiθτ(s) = eγ(θ)s für alle
θ ∈ {z ∈ C : =z ≥ 0} durch analytische Fortsetzung in Theorem 4.1.3.

(b) Zeige, dass Y ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Lévy-Exponenten γ(−iη(·)) ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei {X(t), t ≥ 0} ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Lévy-Maß

ν(dx) = λ
√

2
σ
√
π
e−

x2
2σ2 dx, x ∈ R,

wobei λ, σ > 0. Zeige, dass {σW (N(t)), t ≥ 0} die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen
wie X hat, wobei {N(s), s ≥ 0} ein Poisson-Prozess mit Intensität 2λ und W ein von N
unabhängiger Standard-Wiener-Prozess ist.

Hinweise zu Aufgabe 2(a) und Aufgabe 3:

• Zur Berechnung des Erwartungswertes für die charakteristische Funktion kann die Iden-
tität E(X) = E(E(X|Y )) =

∫
R E(X|Y = y)FY (dy) für zwei Zufallsvariablen X und Y

benutzt werden. Dabei sollte auf τ(s) bedingt werden.

•
∫∞
−∞ cos(sy)e− y

2
2a dy =

√
2πa · e−as

2
2 für a > 0 und s ∈ R.


