S

ulm university universitat

uulm

Prof. Dr. Evgeny Spodarev WS 2010/2011
Dipl.-Math. oec. Wolfgang Karcher

Stochastik 11

Ubungsblatt 14
fiir die Ubungen am 9. Februar 2011 von 12:00 bis 14:00 Uhr in H14

>$
)

S
0, A
Ngros

AR

0, '
0qNz00%

Ein diskretes Martingal beziiglich einer Filtration {F, },en ist eine Folge von Zufallsva-
riablen {X,, },en Uber einem Wahrscheinlichkeitsraum {2, F,P), so dass X,, beziiglich
{Fn}nen messbar ist und E(X,41]|X,) = X, fir alle n € N. Eine diskrete Stoppzeit
beztiglich {F, },en ist eine Zufallsvariable T': Q — N U {o0}, so dass {T' < n} € F, fir
alle n € NU {oo}, wobei F, = o{U>2, Fn}.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien { X, },en ein diskretes Martingal und 7" eine diskrete Stoppzeit beziiglich {F,, },en-
Zeige, dass auch {Xpin{7,n} }nen €in Martingal beziiglich {F, },en ist.

Aufgabe 2 (2 + 3 + 4 Punkte)

Sei {Sy, }nen eine symmetrische zuféllige Irrfahrt mit S, = > ; X; fur eine Folge von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X, Xy, ..., so dass P(X; = 1) =
P(X;=—-1)=131.Sei T =inf{n:|S,| > /n} und F, = o{X;,..., X}, neN.

(a) Zeige, dass T eine Stoppzeit beziiglich {F}, }nen ist.

(b) Zeige, dass {Gnlneny mit G, = SZj(p, — min{7,n} ein Martingal beziiglich
{Fn}nen ist. (Hinweis: Verwende Aufgabe 1)

(c) Zeige, dass |G| < 4T fir alle n € N gilt.
(HiHWGiSZ Es gllt |Gn| S |Sr2nin{T,n}| + |m1n{T7 n}| S Sr2nin{T,n} + T)

Aufgabe 3 (4 + 2 Punkte)

Sei X1, Xo, ... eine Folge von unabhangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
E|X1| < 00. Sei F, = 0{X1,..., X,,}, n € N, und sei T eine Stoppzeit beziiglich {F}, } en
mit ET" < oo.

(a) Sei T unabhéngig von X7, Xo, .. .. Leite eine Formel fiir die charakteristische Funk-
tion von St = ZZTZI X; her und weise damit die Waldsche Identitat nach, d. h.
ESr = ETEX;.

(b) Sei zusatzlich EX; = 0 und T' = inf{n : S, < 0}. Verwende Theorem 2.1.3 aus der
Vorlesung, um zu zeigen, dass ET = co. (Hinweis: Widerspruchsbeweis)



