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Ein diskretes Martingal bezüglich einer Filtration {Fn}n∈N ist eine Folge von Zufallsva-
riablen {Xn}n∈N über einem Wahrscheinlichkeitsraum {Ω,F ,P), so dass Xn bezüglich
{Fn}n∈N messbar ist und E(Xn+1|Xn) = Xn für alle n ∈ N. Eine diskrete Stoppzeit
bezüglich {Fn}n∈N ist eine Zufallsvariable T : Ω→ N ∪ {∞}, so dass {T ≤ n} ∈ Fn für
alle n ∈ N ∪ {∞}, wobei F∞ = σ{⋃∞

n=1 Fn}.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien {Xn}n∈N ein diskretes Martingal und T eine diskrete Stoppzeit bezüglich {Fn}n∈N.
Zeige, dass auch {Xmin{T,n}}n∈N ein Martingal bezüglich {Fn}n∈N ist.

Aufgabe 2 (2 + 3 + 4 Punkte)
Sei {Sn}n∈N eine symmetrische zufällige Irrfahrt mit Sn = ∑n

i=1 Xi für eine Folge von
unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X1, X2, . . ., so dass P(X1 = 1) =
P(X1 = −1) = 1

2 . Sei T = inf{n : |Sn| >
√
n} und Fn = σ{X1, . . . , Xn}, n ∈ N.

(a) Zeige, dass T eine Stoppzeit bezüglich {Fn}n∈N ist.

(b) Zeige, dass {Gn}n∈N mit Gn = S2
min{T,n} − min{T, n} ein Martingal bezüglich

{Fn}n∈N ist. (Hinweis: Verwende Aufgabe 1)

(c) Zeige, dass |Gn| ≤ 4T für alle n ∈ N gilt.
(Hinweis: Es gilt |Gn| ≤ |S2

min{T,n}|+ |min{T, n}| ≤ S2
min{T,n} + T )

Aufgabe 3 (4 + 2 Punkte)
Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
E|X1| <∞. Sei Fn = σ{X1, . . . , Xn}, n ∈ N, und sei T eine Stoppzeit bezüglich {Fn}n∈N
mit ET <∞.

(a) Sei T unabhängig von X1, X2, . . .. Leite eine Formel für die charakteristische Funk-
tion von ST = ∑T

i=1 Xi her und weise damit die Waldsche Identität nach, d. h.
EST = ETEX1.

(b) Sei zusätzlich EX1 = 0 und T = inf{n : Sn < 0}. Verwende Theorem 2.1.3 aus der
Vorlesung, um zu zeigen, dass ET =∞. (Hinweis: Widerspruchsbeweis)


