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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei Z1, Z2, . . . eine Folge von Zufallsvariablen, so dass die Reihe ∑∞

i=1 Zi fast sicher kon-
vergiert. Sei a1, a2, . . . eine monoton wachsende Folge positiver (deterministischer) Zahlen
mit an →∞, n→∞. Zeige, dass

1
an

n∑
k=1

akZk
f.s.→ 0, n→∞.

Aufgabe 2 (3 Punkte)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable über einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P)
und T : Ω→ Ω eine maßerhaltende Abbildung. Zeige, dass

∞∑
k=0

X(T k(ω)) =∞ f.s.

für fast alle ω ∈ Ω mit X(w) > 0.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Sei X eine Zufallsvariable über einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) und T : Ω→ Ω
eine maßerhaltende Abbildung. Zeige, dass EX = E(X ◦ T ), d. h.∫

Ω
X(T (ω))P(dω) =

∫
Ω
X(ω)P(dω).

(Hinweis: algebraische Induktion)

Aufgabe 4 (2 + 2 Punkte)
Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei Ω = [0, 1), F = B([0, 1)) und P das
Lebesguemaß ist. Sei λ ∈ (0, 1).

(a) Zeige, dass T (x) = (x+ λ) mod 1 eine maßerhaltende Abbildung ist, wobei
a mod m = a−

⌊
a
b

⌋
m für a ∈ R und b ∈ Z und bc die Gaußklammer bezeichnet.

(b) Zeige, dass T (x) = λx und T (x) = x2 keine maßerhaltenden Abbildungen sind.


