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Aufgabe 1

Sei P ⊂ Rd ein d-dimensionales Polytop und sei fi(P ) die Anzahl der i-dimensionalen Facetten von
P . Beweisen Sie die Euler-Poincaré Formel:

d−1∑
i=0

(−1)ifi(P ) = 1 + (−1)d−1.

Aufgabe 2

a) Zeigen Sie, dass für die polare Menge A∗ einer nichtleeren Menge A ⊂ Rd folgende Eigenschaften
gelten:

1. Wenn A = Rd, dann A∗ = {0}.

2. Wenn A ⊂ B, dann B∗ ⊂ A∗.

3. (αA)
∗
= α−1A∗, α > 0.

4.
(⋃

i∈I Ai
)∗

=
⋂
i∈I A

∗
i .

5. A ⊂ (A∗)
∗
.

b) Beweisen Sie das Bipolar-Theorem: Sei A ⊂ Rd eine abgeschlossene, konvexe Menge, die den
Ursprung enthält. Dann gilt: A = (A∗)

∗
.

Aufgabe 3

Sei X ein stationäres zufälliges Mosaik im Rd mit i-Facetten X(i). Dann gilt für j ∈ {0, ..., d− 1}:

d∑
i=j

(−1)id(i)j = 0,

wobei d
(i)
j = lim

ρ→∞
1

Vd(ρB1(0))
E
∑
F∈X(i) Vj(F ∩ ρB1(0)).

Hinweis: Seien S1, . . . , Sp die Zellen von X, die B1(0) tre�en. Zeigen Sie zunächst, dass

Vj(B1(0)) =

d∑
i=j

∑
F∈X(i)

Vj(F ∩B1(0))

p∑
r=1

(−1)r−1ν(F, r),

wobei ν(F, r) =
∣∣{I ⊂ {1, . . . , p} : |I| = r,

⋂
l∈I S` = F}

∣∣. Folgern Sie dann unter Benutzung der Iden-
tität

p∑
r=1

(−1)r−1ν(F, r) = (−1)d−dim(F )

die Behauptung der Aufgabenstellung.


