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Aufgabe 1
Seien X1, ..., Xn i.i.d. zufällige Punkte im Rd, deren Verteilung symmetrisch zum Ursprung ist und
die jeder Hyperebene durch den Ursprung das Maß 0 zuordnet.
Zeigen Sie, dass folgende Identität gilt:

P(0 /∈ conv{X1, ..., Xn}) =
1

2n−1

d−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
. (1)

Hinweis:
H1, ...,Hn ⊂ Rd heißen Hyperebenen durch den Ursprung in allgemeiner Lage, falls ∀M ⊂ {H1, ...,Hn},
|M | ≤ d gilt, dass die Ebenen aus M linear unabhängige Normalenvektoren haben. Dabei besteht
Rd \ (H1 ∪ ... ∪ Hn) aus endlich vielen verbundenen Komponenten, genannt Zellen induziert von
H1, ...,Hn. Deren Anzahl sei mit C(n, d) bezeichnet.
Folgendes Resultat darf nun benutzt werden:

C(n, d) = 2
d−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
Bearbeiten Sie für den Beweis obiger Identität (1) folgende Teilaufgaben:

a) Bezeichne φ die Verteilung von Xi. Definieren Sie sich die Funktion

g(x1, ..., xn) =


1, falls x1, ..., xn in einem offenen Halbraum

liegen, dessen Rand die 0 enthält,
0, sonst.

und zeigen Sie, dass

P(0 /∈ conv{X1, ..., Xn}) =
∫

Rd

...

∫
Rd

1
2n

∑
εi∈{−1,1}

g(ε1x1, ..., εnxn)φ(dx1)...φ(dxn).

b) Zeigen Sie, dass
∑
εi∈{−1,1} g(ε1x1, ..., εnxn) = C(n, d).

Aufgabe 2
Zeigen Sie die folgende Verallgemeinerung der Efron’schen Identität: Sei K 6= ∅, K ∈ K ein konvexer
Körper mit inneren Punkten und seien n, k ∈ N. Dann gilt:

EVd(Kn−1)k

Vd(K)k
= E

k∏
i=1

(
1− f0(Kn−1+k)

n− 1 + i

)
.

Hinweis: Zerlegen Sie den Beweis in die folgenden drei Teilschritte:

• Seien {X1, ..., Xn−1+k} unabhängige, gleichverteilte zufällige Punkte in K und sei Pn−1,k die
Anzahl k-elementiger Teilmengen von {X1, ..., Xn−1+k}, die in der konvexen Hülle der verblei-
benden n− 1 Punkte enthalten sind. Zeigen Sie, dass Pn−1,k =

(
n−1+k−f0(n−1+k)

k

)
gilt.



• Sei pn−1,k die Wahrscheinlichkeit, dass {X1, ..., Xk} in der konvexen Hülle von {Xk+1, ..., Xk+n−1}
liegen. Zeigen Sie, das pn−1,k = E

(
Vd(Kn−1)

k

Vd(K)k

)
.

• Zeigen Sie, dass EPn−1,k =
(
n−1+k

k

)
pn−1,k und folgern Sie aus den bisherigen Ergebnissen die

Aussage.


