
Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Seminar stabile Zufallsprozesse
Definitionen und Eigenschaften stabiler Verteilungen

Adrian Zimmer

2. November 2011

Adrian Zimmer

Seminar stabile Zufallsprozesse



Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Inhalt

1 Definitionen
Definitionen
Beweis der Äquivalenz
Beispiele

2 Eigenschaften

3 Charakteristische Funktion

4 Laplace Transformation

5 Quellenverzeichnis

Adrian Zimmer

Seminar stabile Zufallsprozesse



Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Definitionen

Definition I

Definition

X hat eine stabile Verteilung, wenn ∀A,B > 0 : ∃C > 0,D ∈ R
mit

AX1 + BX2
d
= CX + D (1)

wobei X1,X2 unabhängige Kopien von X sind

P(X = a) ̸= 1 ∀a ∈ R

X streng stabil verteilt wenn D = 0

X symmetrisch stabil verteilt wenn X d
= −X
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Definitionen

Definition II

Definition

X hat eine stabile Verteilung, wenn für n unabhängige Kopien
von X
∃Cn > 0,Dn ∈ R,∀n ∈ N>1, sodass gilt

X1 + X2 + · · ·+ Xn
d
= CnX + Dn (2)
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Definitionen

Definition III

Definition

X hat eine stabile Verteilung, wenn es einen Anziehungsbereich
hat, d.h. ∃ eine Folge von iid Zufallsvariablen (Yi)i∈N und eine
positive bzw. reelle Folge dn bzw, an, sodass gilt

Y1 + · · ·+ Yn

dn
+ an

d→ X (3)
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Definitionen

Definition IV

Definition

X hat eine stabile Verteilung wenn es folgende Parameter gibt:

0 <𝛼 ≤ 2,
𝜎 ≥ 0,

−1 ≤𝛽 ≤ 1,
𝜇 ∈ R mit

𝜓X (𝜃) =

{︂
exp(−𝜎𝛼|𝜃|𝛼(1 − i𝛽(sign(𝜃) tan 𝜋𝛼

2 )) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 ̸= 1 ,

exp(−𝜎|𝜃|(1 + i𝛽 2
𝜋 (sign(𝜃) ln(|𝜃|)) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
(4)

wobei 𝜓X die charakteristische Funktion von X sei
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Definitionen

Definition V

Definition (Gnedenko und Kolmogorov 1960)

F ist die Verteilungsfunktion einer stabilen Verteilung falls gilt
∀a1,a2 > 0,b1,b2 ∈ R : ∃a > 0,b ∈ R :

F (a1x + b1) ⋆ F (a2x + b2) = F (ax + b) (5)
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Beweis der Äquivalenz

Beweis V ⇔ I

Beweis.

P(X < ax + b) = P(X
a − b

a < x) Also
F (a1x + b1) ⋆ F (a2x + b2) = F (ax + b)

⇔ X1
a1

+ X2
a2

− b1
a1

− b2
a1

d
= X

a − b
a

⇔ AX1 + BX2
d
= CX + D
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Beweis der Äquivalenz

Beweis III ⇒ I

Lemma (Gnedenko und Kolmogorov 1960)

Wir benötigen folgendes Lemma aus obigem Buch, §29 Seite 144f:
Sei (Yi)i∈Niid, dn > 0, an ∈ R. Dann gilt für

Y1 + · · ·+ Yn

dn
+ an, (6)

Konvergiert (6) in Verteilung zu einer eigentlichen Verteilung, dann
folgt

1 lim
n→∞

dn = ∞

2 lim
n→∞

dn+1
dn

= 1
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Beweis der Äquivalenz

Beweis III ⇒ I

Theorem (Gnedenko und Kolmogorov 1960)

Wir benötigen folgenden Satz aus obigem Buch, §10 Seite 144f:

Konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen
Sn(x) in Verteilung für n → ∞ gegen eine Zufallsvariable
X mit einer eigentlichen Verteilung, dann gilt falls die Folge
anSn + bn mit an > 0, bn ∈ R in Verteilung konvergiert

∃a > 0, b ∈ R:

anSn + bn
d→ aX + b (7)
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Beispiele

Beispiel Normalverteilung

Beispiel

X ,X1,X2 · · · ∼ N(𝜇, 𝜎2) unabhängig, dann gilt

X1 + X2 ∼ N(2𝜇,2𝜎2), also

X1 + · · ·+ Xn ∼ N(n𝜇,n𝜎2)

⇒ X1 + · · ·+ Xn
d
=

√
nX + (n −

√
n)𝜇

⇒ Normalverteilung ist stabil mit Cn = n
1
2 , Dn = (n − n

1
2 )𝜇

(Deklaration wie in Definition II )
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Beispiele

Beispiel Normalverteilung

Beispiel

X ,X1,X2 · · · ∼ N(𝜇, 𝜎2) unabhängig, dann gilt

AX1 + BX2 ∼ N((A + B)𝜇, (A2 + B2)𝜎2)

⇒ AX1 + BX2
d
=

√︁
(A2 + B2)X + D

⇒ Normalverteilung ist stabil mit C = (A2 + B2)
1
2 , D

= (A + B − C)𝜇
(Deklaration wie in Def I )
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 1

Eigenschaft

Sei X stabil verteilt. Für das Cn aus Def II (2) gilt,

Cn = n1/𝛼 (8)

wobei 𝛼 ∈ (0,2] eindeutig durch X bestimmt ist.

Man nennt 𝛼 Index der Stabilität oder charakteristischer
Exponent
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 2

Eigenschaft

Sei X stabil verteilt. Für das C aus Def I (1) gilt,

C = (A𝛼 + B𝛼)1/𝛼 (9)

wobei 𝛼 eindeutig durch X bestimmt ist.

Man nennt 𝛼 Index der Stabilität oder charakteristischer
Exponent
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grundsätzliche Eigenschaften

Definition

Sei X stabil verteilt. Dann ist die Verteilung von X nach Def IV (4)
durch folgende Parameter eindeutig bestimmt

0 <𝛼 ≤ 2,
𝜎 ≥ 0,

−1 ≤𝛽 ≤ 1,
𝜇 ∈ R

Das führt zur folgenden Schreibweise

X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇) (10)

𝛽 ist irrelevant für 𝛼 = 2
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 3

Eigenschaft

Sei X1,X2 unabhängig, mit Xi ∼ S𝛼(𝜎i , 𝛽i , 𝜇i), i = 1,2. Dann gilt

X1 + X2 ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇) (11)

mit 𝜎 = (𝜎𝛼1 + 𝜎𝛼2 )
1
𝛼 , 𝛽 =

𝛽1𝜎
𝛼
1 +𝛽2𝜎

𝛼
2

𝜎𝛼
1 +𝜎𝛼

2
, 𝜇 = 𝜇1 + 𝜇2
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 3

Beweis.

für 𝛼 ̸= 1: E(e(i𝜃(X1+X2))) = E(e(i𝜃(X1))) * E(e(i𝜃(X2)))

= exp(−(𝜎𝛼1 + 𝜎𝛼2 )|𝜃|𝛼 + i |𝜃|𝛼sign(𝜃)(tan
𝜋𝛼

2
)(𝛽1𝜎

𝛼
1 + 𝛽2𝜎

𝛼
2 )

+ i𝜃(𝜇1 + 𝜇2))

= exp(−(𝜎𝛼1 + 𝜎𝛼2 )|𝜃|𝛼(1 − i sign(𝜃)(tan
𝜋𝛼

2
)
(𝛽1𝜎

𝛼
1 + 𝛽2𝜎

𝛼
2 )

𝜎𝛼1 + 𝜎𝛼2
)

+ i𝜃(𝜇1 + 𝜇2))

analog für 𝛼 = 1
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grundsätzliche Eigenschaften
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 4

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇),a ∈ R. Dann gilt

X + a ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇+ a) (12)

Beweis.

E(e(i𝜃(X+a))) = E(e(i𝜃(X))) * E(e(i𝜃(a)))
(4)⇒ Beh
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 4

Eigenschaft

X + a ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇+ a)

Deshalb nennt man 𝜇 Lageparameter.
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 5

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇). Dann gilt für a ̸= 0

aX ∼
{︂

S𝛼(|a|𝜎, sign(a)𝛽,a𝜇) wenn 𝛼 ̸= 1 ,

S𝛼(|a|𝜎, sign(a)𝛽,a𝜇− 2
𝜋𝜎𝛽a ln |a|) wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
(13)

Adrian Zimmer
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 5

Eigenschaft

aX ∼
{︂

S𝛼(|a|𝜎, sign(a)𝛽,a𝜇) wenn 𝛼 ̸= 1 ,

S𝛼(|a|𝜎, sign(a)𝛽,a𝜇− 2
𝜋𝜎𝛽a ln |a|) wenn 𝛼 = 1 ,

}︂

Deshalb nennt man 𝜎 Skalierungsparameter.
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 6

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽,0). Dann gilt

−X ∼ S𝛼(𝜎,−𝛽,0) (14)

Beweis.

Folgt aus Eigenschaft 5 (13)
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 7

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇). Dann gilt

X symmetrisch ⇔ 𝛽 = 0, 𝜇 = 0 (15)

Adrian Zimmer

Seminar stabile Zufallsprozesse



Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 7

Eigenschaft

X symmetrisch ⇔ 𝛽 = 0, 𝜇 = 0

Deshalb nennt man 𝛽 Schiefeparameter.

Für 𝛽 > 0 bzw < 0 nennt man X rechts- bzw linksschief
Für 𝛽 = 1 bzw −1 nennt man X vollständig rechtsschief bzw.
linksschief
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 8 und 9

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇). Dann gilt für 𝛼 ̸= 1

𝜇 = 0 ⇔ X ist streng stabil verteilt (16)

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇). Dann gilt für 𝛼 ̸= 1

X − 𝜇 ist streng stabil verteilt (17)
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grundsätzliche Eigenschaften

Eigenschaft 10

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇). Dann gilt für 𝛼 = 1

𝛽 = 0 ⇔ X ist streng stabil verteilt (18)
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Korollar

Korollar

Korollar

Sei X ∼ S1(𝜎, 𝛽, 𝜇) (𝛼 = 1!),a ∈ R. Dann gilt

1 für X nicht streng stabil verteilt ⇒ X − a nicht streng stabil
verteilt

2 für X streng stabil verteilt ⇒ X − 𝜇 symmetrisch
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Korollar

Korollar

Korollar

Sei X ,X1 . . .Xn iid S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇). Dann gilt

X1 + X2 + · · ·+ Xn
d
= n

1
𝛼 X + 𝜇(n − n

1
𝛼 ), 𝛼 ̸= 1

X1 + X2 + · · ·+ Xn
d
= nX +

2
𝜋
𝜎𝛽n ln(n), 𝛼 = 1
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Korollar

Bekannte Dichten

Cauchy Verteilung S1(b,0,a) : f (x) = b
𝜋((x−a)2+b2

Levy Verteilung S 1
2
(𝜎, 1, 𝜇) : f (x) = ( 𝜎

2𝜋 )
1
2 (x − 𝜇)

−3
2 e− 𝜎

2(x−𝜇)
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Korollar

Bekannte Dichten

Cauchy Verteilung S1(b,0,a) : f (x) = b
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Levy Verteilung S 1
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weitere Eigenschaften

Eigenschaft 11

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽,0). Dann gilt für 𝛼 ̸= 2
∃Y1,Y2 ∼ S𝛼(𝜎, 1,0) :

X d
=(

1 + 𝛽

2
)

1
𝛼 Y1 − (

1 − 𝛽

2
)

1
𝛼 Y2 𝛼 ̸= 1

X d
=(

1 + 𝛽

2
)Y1 − (

1 − 𝛽

2
)Y2 + R 𝛼 = 1

(19)

mit R = 𝜎(1+𝛽
𝜋 ln 1+𝛽

2 − 1−𝛽
𝜋 ln 1−𝛽

2 )
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weitere Eigenschaften

Eigenschaft 12

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇), 𝛼 ̸= 2. Dann gilt

lim
𝜆→∞

𝜆𝛼P(X > 𝜆) = C𝛼
1 + 𝛽

2
𝜎𝛼 (20)

wobei C𝛼 = (
∫︀∞

0 x−𝛼 sin xdx)−1
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weitere Eigenschaften

Eigenschaft 13

Eigenschaft

Sei X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇), 𝛼 ̸= 2. Dann gilt

E|X |p <∞ wenn 0 < p < 𝛼

E|X |p = ∞ wenn p ≥ 𝛼
(21)
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weitere Eigenschaften

Konstruktion

Theorem

Sei 𝛼 ∈ (0,1), 𝛿 > 0,N𝛿 ∼ Poi(𝛿−𝛼),Y𝛿,k , k ∈ N iid, positiv,
unabhängig von N𝛿 mit

P(Y𝛿,k > 𝜆) = 𝛿𝛼𝜆−𝛼 wenn 𝜆 > 𝛿

P(Y𝛿,k > 𝜆) = 1 wenn 𝜆 ≤ 𝛿

Dann gilt X𝛿 =
∑︀N𝛿

k=1 Y𝛿,k
d−−−→

𝛿→0
X ∼ S𝛼(𝜎

′(𝛼),1,0)

mit 𝜎′(𝛼) = (Γ(1 − 𝛼) cos 𝜋𝛼
2 )

1
𝛼
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weitere Eigenschaften

Korollar (Konstruktion)

Mit Eigenschaft 11 (19) kann man dann für 𝛼 < 1 aus
unabhängigen Y1,Y2 ∼ S𝛼(𝜎

′(𝛼),1,0), X ∼ S𝛼(𝜎, 𝛽, 𝜇)
konstruieren:

X d
=

𝜎

𝜎′(𝛼)
((

1 + 𝛽

2
)

1
𝛼 Y1 − (

1 − 𝛽

2
)

1
𝛼 Y2) + 𝜇 (22)
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Charakteristische Funktion

Stetigkeit

𝜓X (𝜃) =

{︂
exp(−𝜎𝛼|𝜃|𝛼(1 − i𝛽(sign(𝜃) tan 𝜋𝛼

2 )) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 ̸= 1 ,

exp(−𝜎|𝜃|(1 + i𝛽 2
𝜋 (sign(𝜃) ln(|𝜃|)) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
ist nicht stetig in 𝛼 = 1, 𝛽 ̸= 0

𝜓X (𝜃) = exp(𝜎𝛼(−|𝜃|𝛼 + i𝜃𝜔1(𝜃, 𝛼, 𝛽)) + i𝜇1𝜃)

𝜔1(𝜃, 𝛼, 𝛽) =

{︂
𝛽(|𝜃|𝛼−1 − 1) tan 𝜋𝛼

2 wenn 𝛼 ̸= 1 ,

𝛽 2
𝜋 ln|𝜃| wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
𝜇1 =

{︂
𝜇+ 𝛽𝜎𝛼tan𝜋𝛼

2 wenn 𝛼 ̸= 1 ,
𝜇 wenn 𝛼 = 1 ,

}︂

Adrian Zimmer

Seminar stabile Zufallsprozesse



Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Charakteristische Funktion

Stetigkeit

𝜓X (𝜃) =

{︂
exp(−𝜎𝛼|𝜃|𝛼(1 − i𝛽(sign(𝜃) tan 𝜋𝛼

2 )) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 ̸= 1 ,

exp(−𝜎|𝜃|(1 + i𝛽 2
𝜋 (sign(𝜃) ln(|𝜃|)) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
ist nicht stetig in 𝛼 = 1, 𝛽 ̸= 0

𝜓X (𝜃) = exp(𝜎𝛼(−|𝜃|𝛼 + i𝜃𝜔1(𝜃, 𝛼, 𝛽)) + i𝜇1𝜃)

𝜔1(𝜃, 𝛼, 𝛽) =

{︂
𝛽(|𝜃|𝛼−1 − 1) tan 𝜋𝛼

2 wenn 𝛼 ̸= 1 ,

𝛽 2
𝜋 ln|𝜃| wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
𝜇1 =

{︂
𝜇+ 𝛽𝜎𝛼tan𝜋𝛼

2 wenn 𝛼 ̸= 1 ,
𝜇 wenn 𝛼 = 1 ,

}︂

Adrian Zimmer

Seminar stabile Zufallsprozesse



Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Charakteristische Funktion

Stetigkeit

𝜓X (𝜃) =

{︂
exp(−𝜎𝛼|𝜃|𝛼(1 − i𝛽(sign(𝜃) tan 𝜋𝛼

2 )) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 ̸= 1 ,

exp(−𝜎|𝜃|(1 + i𝛽 2
𝜋 (sign(𝜃) ln(|𝜃|)) + i𝜇𝜃) wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
ist nicht stetig in 𝛼 = 1, 𝛽 ̸= 0

𝜓X (𝜃) = exp(𝜎𝛼(−|𝜃|𝛼 + i𝜃𝜔1(𝜃, 𝛼, 𝛽)) + i𝜇1𝜃)

𝜔1(𝜃, 𝛼, 𝛽) =

{︂
𝛽(|𝜃|𝛼−1 − 1) tan 𝜋𝛼

2 wenn 𝛼 ̸= 1 ,

𝛽 2
𝜋 ln|𝜃| wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
𝜇1 =

{︂
𝜇+ 𝛽𝜎𝛼tan𝜋𝛼

2 wenn 𝛼 ̸= 1 ,
𝜇 wenn 𝛼 = 1 ,

}︂
Adrian Zimmer

Seminar stabile Zufallsprozesse



Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Laplace Transformation

Theorem (Laplace Transformation)

Für X ∼ S𝛼(𝜎, 1,0),0 < 𝛼 ≤ 2, 𝛾 ≥ 0, 𝜎 > 0 gilt

E(e−𝛾X ) = exp(− 𝜎𝛼

cos 𝜋𝛼
2
𝛾𝛼) wenn 𝛼 ̸= 1 (23)

E(e−𝛾X ) = exp(𝜎
2
𝜋
𝛾 ln(𝛾)) wenn 𝛼 = 1 (24)
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Laplace Transformation

Beweis

Beweis.

Für 𝛼 < 1

E(e−𝛾X𝛿) =exp(𝛿−𝛼

∫︁ ∞

𝛿
𝛿𝛼𝛼𝜆−(𝛼+1)(e−𝛾𝜆 − 1)d𝜆)

𝛿→0−−−→exp(
∫︁ ∞

0
𝛼𝜆−(𝛼+1)(e−𝛾𝜆 − 1)d𝜆)

=exp(−𝛾𝛼
∫︁ ∞

0
x−𝛼(e−x)dx)

=exp(−𝛾𝛼Γ(1 − 𝛼))
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