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Definitionen Charakteristische Funktion ap Transformation Quellenverzeichnis

[ Jelelele}

efinitionen

Definition |

Definition
X hat eine stabile Verteilung, wennVA,B>0:3C >0,D € R
mit

AX; +BX 2 CX+D (1)

wobei Xi, Xo unabhéngige Kopien von X sind

mP(X=a)#1VaecR
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Definitionen Charakteristische Funktion ap Transformation Quellenverzeichnis

[ Jelelele}

efinitionen

Definition |

Definition
X hat eine stabile Verteilung, wennVA,B>0:3C >0,D € R
mit

AX; +BX 2 CX+D (1)

wobei Xi, Xo unabhéngige Kopien von X sind

mP(X=a)#1VaecR
m X streng stabil verteilt wenn D = 0
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Definitionen Charakteristische Funktion ap Transformation Quellenverzeichnis

[ Jelelele}

efinitionen

Definition |

Definition
X hat eine stabile Verteilung, wennVA,B>0:3C >0,D € R
mit

AX; +BX 2 CX+D (1)

wobei Xi, Xo unabhéngige Kopien von X sind

mP(X=a)#1VaecR
m X streng stabil verteilt wenn D = 0

m X symmetrisch stabil verteilt wenn X 4 _x
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Definitionen cteristische Funktion e Transformation
® -

Definitionen

Definition Il

Definition
X hat eine stabile Verteilung, wenn fir n unabhangige Kopien
von X

3C, > 0,D, € R,Vn € N. 1, sodass gilt

Xi+Xo+ -+ Xp 2 CoX + D, )
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Definitionen E cteristische Funktion e Transformation
o} )00 ©

Definitionen

Definition Il

Definition

X hat eine stabile Verteilung, wenn es einen Anziehungsbereich
hat, d.h. 3 eine Folge von iid Zufallsvariablen (Y;);cn und eine
positive bzw. reelle Folge d, bzw, a,, sodass gilt

Yi+ -+ Y

d
a, +ap— X (3)
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Definitionen Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis
000@0 C o 00

efinitionen

Definition IV

X hat eine stabile Verteilung wenn es folgende Parameter gibt:

exp(—o|0|*(1 — iB(sign(0) tan 73*)) + ipd) wenn o # 1
exp(—a|0|(1 + iB2(sign(6) In(|6])) + ind)  wenna =1
4)

vx(0) = {

wobei 1 x die charakteristische Funktion von X sei
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Definitionen haf Charakteristische Funktion

Laplace Transformation Quellenverzeichnis
0000® 00

Definitionen

Definition V

Definition (Gnedenko und Kolmogorov 1960)

F ist die Verteilungsfunktion einer stabilen Verteilung falls gilt
Vaj,a >0,bi,bbcR:da>0,beR:

F(a1x+b1)*F(a2x+b2):F(ax+b) (5)
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e Funktion : ansformation

Beweis der Aquivalenz

Beweis V < |

Beweis.

P(X < ax+b) = P(% — 2 < x) Also
F(aix + by) x F(aox + bp) = F(ax + b)

X; X b bgﬂX b
Cate & a = a
S A +BX%2CX+D O
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Definitionen he aplace Transformation

Beweis der Aquivalenz

Beweis Il = |

Lemma (Gnedenko und Kolmogorov 1960)

Wir benétigen folgendes Lemma aus obigem Buch, §29 Seite 144f:
Sei (Yi)ieniid, dy > 0, a, € R. Dann gilt fir

Yi+-+ Y,
o8

Konvergiert (6) in Verteilung zu einer eigentlichen Verteilung, dann
folgt

+ ap, (6)

lim d, = o
n—oo

lim et — 1

n—oo N
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sche Funktion

Beweis der Aquivale

Beweis Il = |

Theorem (Gnedenko und Kolmogorov 1960)
Wir benétigen folgenden Satz aus obigem Buch, §10 Seite 144f:

Konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen

Sn(x) in Verteilung fir n — oo gegen eine Zufallsvariable

X mit einer eigentlichen Verteilung, dann gilt falls die Folge

anSp, + b, mita, > 0, b, € R in Verteilung konvergiert
da>0, beR:

anSy, + by % ax +b 7)
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Definitionen E cteristische Funktion e Transformation

Beispiele

Beispiel Normalverteilung

X, Xy, Xa - - - ~ N(u, 0®) unabhéngig, dann gilt

X1 + Xo ~ N(2u,20?), also
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Beispiele

Beispiel Normalverteilung

X, Xy, Xa - - - ~ N(u, 0®) unabhéngig, dann gilt

X1 + Xo ~ N(2u,20?), also
Xi + -+ Xn ~ N(nu, no®)
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Beispiele

Beispiel Normalverteilung

X, Xy, Xa - - - ~ N(u, 0®) unabhéngig, dann gilt

X1 + Xo ~ N(2u,20?), also
Xi + -+ Xn ~ N(nu, no®)

= X+ + X £ VnX + (n— Vn)u
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Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

Beispiele

Beispiel Normalverteilung

X, Xy, Xa - - - ~ N(u, 0®) unabhéngig, dann gilt

X1 + Xo ~ N(2u,20?), also
Xi + -+ Xn ~ N(nu, no®)

= X+ + X £ VnX + (n— Vn)u

= Normalverteilung ist stabil mit C, = n%, D,=(n-— n%)u
(Deklaration wie in Definition II')
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Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenv

Beispiele

Beispiel Normalverteilung

X, X1, Xo--- ~ N(u, 0?) unabhdngig, dann gilt

AXq + BXo ~ N((A+ B)u, (A% + B?)o?)
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Charakteristische Funktion ap Transformation Quellenverzeichnis

eispiele

Beispiel Normalverteilung

X, X1, Xo- - ~ N(u, 02) unabhdngig, dann gilt
AXq + BXo ~ N((A+ B)u, (A% + B?)o?)
= AX; +BXo £ /(A2 + BA)X + D
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akteristische Funktion

Beispiele

Beispiel Normalverteilung

Beispiel
X, X1, Xo- - ~ N(u, 02) unabhdngig, dann gilt
AXq + BXo ~ N((A+ B)u, (A% + B?)o?)
= AX; +BXo £ /(A2 + BA)X + D
= Normalverteilung ist stabil mit C = (A2 + B?)z, D

=(A+B-C)u
(Deklaration wie in Def | )
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Eigenschaften

Definitionen

Eigenschaften
m grundséatzliche Eigenschaften
m Korollar
m weitere Eigenschaften

Charakteristische Funktion
Laplace Transformation

Quellenverzeichnis
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Eigenschaften Charaktt “he Funktion aplace Transformation
0000000000 O 00

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 1

Eigenschaft
Sei X stabil verteilt. Fur das C, aus Def Il (2) gilt,

C, = n'/® (8)

wobei « € (0, 2] eindeutig durch X bestimmt ist.

Man nennt o Index der Stabilitdt oder charakteristischer
Exponent
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Eigenschaften Charakteristische Funktion e Transformation
0000000000 O ©

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 2

Eigenschaft
Sei X stabil verteilt. Fir das C aus Def I (1) gilt,

C = (A* + B/« 9)

wobei « eindeutig durch X bestimmt ist.

Man nennt o Index der Stabilitdt oder charakteristischer
Exponent
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Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis
0000000000 O 00

grundsétzliche Eigenschaften

Sei X stabil verteilt. Dann ist die Verteilung von X nach Def IV (4)
durch folgende Parameter eindeutig bestimmt

0<a <2,
o >0,
-1 <5 <1,
uweR

Das fuhrt zur folgenden Schreibweise
X ~ Sa(o-vﬁnu) (10)

B istirrelevant fir o = 2
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Definitionen Eigenschaften Charakteristische Funktion : e Transformation Quellenverzeichnis
#0000000000 O ©

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 3

Eigenschaft

Sei X1, Xo unabhéngig, mit X; ~ S, (o}, B, 1i), i = 1,2. Dann gilt

X1+ Xo ~ Su(0, B, 1) (11)

; 1 o o
mito = (o + 0)a, B = %,u:m + o
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Eigenschaften ( kte e Funktion : ansformation
0®000000000 O C

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 3

Beweis.

fiir o # 1: E(el0(X1+X))) = E(e0(X1)) « E(el0(%)))

analog fur a = 1 O]
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Eigenschaften Charakteristische Funktion aplace Transformation Quellenverzeichnis
0000®000000000 O

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 3

Beweis.

fiir o # 1: E(el0(X1+X))) = E(e0(X1)) « E(el0(%)))

= exp(—(of + 05)|0]“ /|9|°‘Slgn(9)(tan )(/3’1 of + f20%)
+10(p1 + p2))

analog fur a = 1 O]
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Eigenschaften Chars
000000000 O

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 3

Beweis.

fiir o # 1: E(el0(X1+X))) = E(e0(X1)) « E(el0(%)))

— exp(— (0§ +09)|0]*  +il6]*sign(6)(tan =) (810 + Boo3)

2
+i0(p1 + p2))
ma, (B10§ + B203)

=exp(—(of +05)0|*(1  — i sign(f)(tan 2) P

)
+10(p1 + p12))

analog fur a = 1 O]
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Eigenschaften Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis
00800000000 © 00

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 4

Eigenschaft
Sei X ~ S,(o, 5, 1), a € R. Dann gilt

X+a~ S,(o,8,n+a) (12)

Beweis.

E(e(0(X+2)) — F(e®() « E(e@@)) £ Beh O
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Eigenschaften
000000 @0000000

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 4

Eigenschaft

X+a~ S,(o,8, 1+ a)

Deshalb nennt man p Lageparameter.
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Eigenschaften Charakteristische Funktion aplace Transformation Quellenverzeichnis
0000@000000 O 0o

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 5

Eigenschaft

Sei X ~ S, (o, B, ). Dann gilt fir a # 0

aX ~ S.(|alo, sign(a)s, au) wenn o # 1
S.(|alo, sign(a)B, ap — 2oBaln|al) wenn o = 1
(13)
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Eigenschaften Charakteris
0000e00000 O

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 5

Eigenschaft

ax S.(|alo, sign(a)s, au) wenn o # 1
Sa(|alo, sign(a)B, ap — 2opaln|al) wenna =1

Deshalb nennt man o Skalierungsparameter.
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Eigenschaften ¢ cteristische Funktion e Transformation Quellenverzeichnis
000000080000 ¢ s

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 6

Eigenschaft

Sei X ~ S,(0, 3,0). Dann gilt

—X ~ S,(0,—5,0) (14)

Beweis.

Folgt aus Eigenschaft 5 (13) O
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Eigenschaften

0000000000800 0

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 7

Eigenschaft

Sei X ~ S, (0,3, 1). Dann gilt

X symmetrisch < =0,u.=0 (15)
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Eigenschaften
0000000000080

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 7

Eigenschaft

X symmetrisch < =0,.=0

Deshalb nennt man 3 Schiefeparameter.

Fir 8 > 0 bzw < 0 nennt man X rechts- bzw linksschief
Far 8 =1 bzw —1 nennt man X vollstandig rechtsschief bzw.
linksschief
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Eigenschaften Charakteristische Funktion ap Transformation Quellenverzeichnis
000000000000e0 O 0o

grundsatzliche Eigenschaften

Eigenschaft 8 und 9

Eigenschaft

Sei X ~ S, (o, B, 1). Dann gilt fir oo # 1

un=0< X st streng stabil verteilt (16)

Eigenschaft
Sei X ~ S, (o, B, ). Dann gilt fdr o # 1

X — p ist streng stabil verteilt (17)
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Eigenschaften
0000000000000

grundsétzliche Eigenschaften

Eigenschaft 10

Eigenschaft

Sei X ~ S, (o, 3, ). Dann gilt fir o = 1

8 =0 < X ist streng stabil verteilt (18)
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Eigenschaften Charakteristische Funktion

Korollar

Korollar

Korollar

Sei X ~ Si(o, 5, 1) (e =11),a € R. Dann gilt

fur X nicht streng stabil verteilt = X — a nicht streng stabil
verteilt

fur X streng stabil verteilt = X — . symmetrisch
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Definitionen Eigenschaften Charak e Funktion : ansformation

Korollar

Korollar

Korollar

Sei X, Xy ... Xy iid S, (o, B, ). Dann gilt

X1+X2+...+xninéx+u(n—”é), a1

Xi+ X4+ Xo & X + 20Bnin(n), a1
T
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Eigenschaften

ooce

Korollar

Bekannte Dichten

m Cauchy Verteilung S;(b,0, a) :

Plots of POF for typical parameters
0.7
06 I."‘-,
0.5 e —a=-2 | b=1
0.4 gk
0.3 { -.I'. -3 =10 bh=05
oo
it / ; N T
0.1 e - “--..__\\"J._'_ =
-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3
2% Wolframa Iph

cauchy distribution scale sigma position my
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Eigenschaften

ooce

Korollar

Bekannte Dichten

m Cauchy Verteilung Si(b,0,a) : f(x) = 7r((x—721)2+b2

1 =3 o

m Levy Verteilung S% (0,1, 1) 0 f(x) = (Z)2(x —p)2 e 261
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Charakteristische Funktion ap Transformation Quellenverzeichnis

weitere Eigenschaften

Eigenschaft 11

Eigenschaft

Sei X ~ Su(0, 8,0

). Dann gilt fir o # 2
Yy, Yo ~ S,(0,1,0) :

1 1
x4 Py, a1
148 i (19)
XZ—L0)Y, - (—2)2+R a=1
2 2
m/tR:a(¥ln%—%ln%)
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sche Funktion

weitere Eigenschaften

Eigenschaft 12

Eigenschaft

Sei X ~ S,(0, 5, 1), # 2. Dann gilt

1456 4
— 0

/\ILmoo)\ P(X > \) =C, 5

(20)

wobei C, = ([,° x sin xdx) ™"
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Charakteristische Funktion e Transformation Quellenverzeichnis

weitere Eigenschaften

Eigenschaft 13

Eigenschaft

Sei X ~ S,(0, B, 1), # 2. Dann gilt

EXP<oo wenn 0 < p <« 21)
E|X|P =00 wenn p > «
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Eigenschaften he aplace Transformation

weitere Eigenschaften

Konstruktion

Seia €(0,1),0 > 0,Ns ~ Poi(6=%), Y5k, k € N iid, positiv,
unabhéngig von N5 mit

P(Ysk > X) =0“A"¢ wenn A > ¢
P(Ysk > X) =1 wenn A <6

Dann gilt Xs = SN . Y ﬁ X ~ S.(o’(),1,0)

mit o' (a)) = (T(1 — ) cos %)=
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Charakteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis

weitere Eigenschaften

Korollar (Konstruktion)

Mit Eigenschaft 11 (19) kann man dann fir o < 1 aus
unabhéngigen Yy, Y2 ~ S.(0'(a),1,0), X~ Sa(, 5, 1)
konstruieren:

)eYz) +p (22)
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Charakteristische Funktion
[ ]

Charakteristische Funktion

Stetigkeit

o) — exp(—o®|0|*(1 — iB(sign(0) tan 73*)) + ipd) wenn o # 1
¥x(6) = { exp(—alf|(1 + iﬁ%(sign(@)ln(|€|)) +ipd)  wenna =1

ist nicht stetigina=1,8#0
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Charakteristische Funktion
[ ]

Charakteristische Funktion

Stetigkeit

exp(—o®|0|*(1 — iB(sign(0) tan 73*)) + ipd) wenn o # 1

PYx(0) = { exp(—a|f](1 + iﬁ%(sign(e)ln(|0|)) +ipd)  wenno =1

ist nicht stetigina=1,8#0

Ux(0) = exp(o®(—|0]* + ibwi (0, o, B)) + i1 6)

Adrian Zimmer
Seminar stabile Zufallsprozesse



Charakteristische Funktion
[ ]

Charakteristische Funktion

Stetigkeit

exp(—o®|0|*(1 — iB(sign(0) tan 73*)) + ipd) wenn o # 1

PYx(0) = { exp(—a|f](1 + iﬁ%(sign(e)ln(|0|)) +ipd)  wenno =1

ist nicht stetigina=1,8#0

Ux(0) = exp(o®(—|0]* + ibwi (0, o, B)) + i1 6)

_[B(g*T = 1)tan I wenn o # 1
wi(0, o, B) = { B21n|o| wenn o = 1
_ Jp+ Botan™>  wenn o # 1
H1 = m wenn o = 1
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kteristische Funktion Laplace Transformation Quellenverzeichnis
0

Laplace Transformati

Theorem (Laplace Transformation)
Fir X ~ S4(0,1,0),0 <« < 2,7 > 0,0 >0 gilt

o

Xy @ a
E(e"") = exp( cos 72 v%) wenn o # 1 (23)
E(eX) = exp(a%yln(y)) wenn o = 1 (24)
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che Funktion Laplace Transformation Quel zeichnis
oe

Laplace Transformation
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he Funktion Laplace Transformation
oe

Laplace Transformation

Beweis

Beweis.

Fira < 1
E(e7%) =exp(6—° / 6%~ (e — 1)d))
1)

220, exp( / aA~ () (e _ 1)q))
0

Ol
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finitionen (=] C che Funktion Laplace Transformation
000 o oe

Laplace Transformation

Beweis

Beweis.

Fir a < 1
E(e %) =exp(6 / 6%~ (@) (™A — 1)d))
1)

520, exp / oA~ (e _1)qy)
0

—exp(—* [~ x(e )
—exp(—°T(1 - a))

Ol
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Quellenverzeichnis

Quellenverzeichnis

m G. Samorodnitsky M.S.Taqqu
Stable non-Gaussian random processes
Chapman and Hall, Boca Raton 1994

m B.W.Gnedenko und A.N.Kolmogorov
Grenzverteilungen von Summen unabhéngiger
Zufallsgrdssen
Akademie-Verlag, Berlin 1960
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An Introduction to Probability Theory and Its Applications
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m Wolfram Alpha
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