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Motivation

e Sei DORP,p=2 hierp=2

e Seienx,,...x, die Messstellen mit x.[ID, i=1....n,
2(x,),....,z(x,) die Messwerte an den Messstellen

=> interpoliere ,z(x,)"




Ziel

Schatzung von x, LID an Stellen an denen nicht gemessen
wurde mit Hilfe der Kriging Gleichung

Z" (x,) :i%Z(xa)
=1

wobei Z eine Zufallsfunktionist, &, noch zubestimmend e Gewichte sind



Modellannahmen

Definition

e Definiere eine Zufallsfunktionals eine Menge von
Zufallsvariablen{Z(x):xOD OR",p =2}

* Die Realisierung einer Zufallsfunktion wird als regionalisierte Variable
aufgefasst und als z(x) bezeichnet

e Erwartungswert, Varianz und Covarianz werden wie folgt definiert

Erwartungswertfunktion: E(Z(x)):=m(x)
Varianzfunktion: Var(Z(x)):= E(Z*(x)) - E*(Z(x))
=E(Z%(x)) - m*(x)
2 -Punkte Kovarianzfunktion: Cov(Z(x,),Z(xz)):=E(Z(x,)Z(x3)) — E(x,)E(x ;)



Modellannahmen

Bemerkung

e DieMessungen z(x;,) an den Stellen x,[L1DJR”,p=>2,i=1.....n werden als
eine diskrete Realisation einer ortsabhangigen Zufallsfun ktion
Z(x), x[ID aufgefasst

e firx=x, 0Disteine Zufallsfun ktion Z(x) lokal eine Zufallsvar iable Z(x )

* j.A.sind die Zufallsvariablen, die eine Zufallsfunktion bilden, nicht
unabhangig und identisch verteilt (iid)

—> klassische Annahme der Statistik, wonach die z(x;) Realisatio nen voniid
Zufallsvariablen einer Zufallsfun ktion sind, ist flr die Praxis zurestriktiv

= brauchen ein allgemeine res Modell

—> Konzept der Stationaritat



Modellannahmen

Im folgenden seiimmer Z(x) eine Zufallsfun ktion auf Dmit D O R’

Strenge Stationaritat / Stationaritat 1.0rdnung

Eine Zufallsfun ktion Z(x), x LID heil3t streng stationar, falls alle
n-dimensiona len Verteilung en translationsinvariant sind, d.h.

UnUN, x,,x; +h,....,x,,x, +hUDgilt FX1 Azg,e2,)) = PL(x)) = 24,...., Z(X,) S 2,)

......

NN ¢ S

Bemerkung : Esldsst sich jedes x ;[1Dals x, +h mith=x;-x,,a, LN schreiben

Wegen P(Z(x,)<z)=P(Z(xz) < z)sind alle Verteilung en identisch
= flr Praxis zurestriktiv



Modellannahmen

Schwache Stationaritat / Stationaritdt 2.0rdnung

Eine Zufallsfun ktion Z(x), x LID heiRt schwach stationar, falls

* E(Z°(x))< o0

e E(Z(x))=m OxUOD

e Cov(Z(x),Z(x +h))=E(Z(x)[Z(x + h)) —=m*=C(h) Ox,x +hOD

Bemerkung : Die Kovarianzfunktion C hangt nur vom Richtungsv ektor h ab
und ist symmetrisch, d.h.C(h) =C(—h)



Modellannahmen

Intrinsische Stationaritat / Stationaritat 2.0rdnung der Inkremente

Eine Zufallsfun ktion Z(x), x[ID heiflst intrinsisc h stationar, falls
* E(Z(x+h)—Z(x))=m(h)=0 Ox,x+hD
« Var(Z(x+h)-Z(x)) =E((Z(x +h) - Z(x))*) =2p(h) Ox,x +hOD

Bemerkung: - Diese Formder Stationaritatist die allgemeinste, weil Sie
keine Existenz der Momente der Zufallsfunktion fordert
-Dient uns als Basis zur Definition des theoretischen Variogramms



Variogramm
Das(Ordinary)Kriging Verfahrenbendtigt eine Variogrammfunktion
Definition theoretisches Variogramm

Man habe eine Zufallsfunktion Z(x) mit Eigenschaft der intrinsischen Stationaritat

Dann definiert man das theoretische Variogramm
1 1 2
y(h) =EVar(Z(X +h) —Z(x)) :§E((Z(X +h)=Z(x))7)

Bemerkung: Das theoretische Variogramm ist ein Mal3 fiir den raumlichen
Zusammenhang zweier Zufallsvariablen

Eigenschaften

e Wh)=z0,M0)=0
e Y(=h)=yh)
* Iimy(h):OfUrlhlaoo

|h|*




Variogramm

Bemerkung: Das theoretische Variogramm ist nicht einfach zu bestimmen,
auch weil es eine conditionally negative definite Funktion ist
(siehe z.B. Wackernagel, Multivariate Geostatistics, pp.53)

Exemplarisches Vorgehen zur Bestimmung eines theoretischen Variogramms

1. Schatzung des Variogramms mit einem experimentellen Variogramm
2. Herleitung des Variogramms mit Hilfe einer Kovarianzfunktion



Variogramm

1. Schatzungdes Variogramms miteinemexperimentellenVariogramm
Definition Variogrammwolke

Die Variogrammwolke misst die Unterschiedlichkeit von Messwerten

y (h) :%(z(xa +h)—z(x,))?, a=1...,n

Wegen y*(—h) = y* (h) lasstsichdie Variogrammwolke wie folgt darstellen

f;-';—n_ —gi=il

Variogrammwolke



Variogramm

1. Schatzungdes Variogramms miteinemexperimentellenVariogramm
Definition experimentelles Variogramm

iz (z(x, +h) = z(x,))* mit hO#,

y(h,)=

—Die Vektorklasse 71, groupiertVektorenmiteiner gewissen Ldngeund Winkel
—n_istdie Anzahlder Punktepaare der Vektorklasse 7,

T RG]

-
r—IHH_t
oS .
|
i




Variogramm

2. Herleitungdes Variogramms mit Hilfe einer Kovarianzfunktion

Zusammenhang Variogramm und Kovarianzfunktion
Die Zufallsfunktion Z erfiille die Voraussetzung der schwachen Stationaritat,

dann gilt
y(h)=C(0) - C(h)



Variogramm

2. Herleitungdes Variogramms mit Hilfe einer Kovarianzfunktion
Zusammenhang Variogramm und Kovarianzfunktion
Die Zufallsfunktion Z erfiille die Voraussetzung der schwachen Stationaritat,

dann gilt
y(h)=C(0) - C(h)

Beweis:  2)(h)=Var(Z(x +h)-Z(x))=Var(Z(x +h))+ Var(Z(x))- 2Cov(Z(x +h), Z(x))
=Cov(Z(x +h),Z(x +h))+ Cov(Z(x),Z(x))-2Cov(Z(x + h), Z(x))
=2(C(0) = C(h))

Wahle unter Berlicksichtung des experimentellen Variogramms eine
passende Kovarianzfunktion und damit (theoretisches) Variogramm



Variogramm

Beispiele fur Kovarianzfunktionen

_ _|b fur |h|=0
Nugget - effekt: Cnug(h)—{o fiir [h[>0
* Exponential: Cexp(h)=bexp(—m) mita,b >0
a
(. 3l 1|hP
*  Spharisch: c,(m=1Pl 5, T furos<lhisa
0) far|h|>a

"

Als exponentie lles Variogramm erhalt man dann y(h) =C(0) - C(h)

:b—bExp(—lm

—), mit a,b>0
a



Variogramm

lllustration eines exponentiellen Variogramms und Kovarianzfunktion

Cih) 4

bzw.

wh)
h)
C(hy)

Abstand h

17



Kriging Verfahren

e Esgebeeineintrinsischstationire Zufallsfunktion Z(x), x 1D [ R* mit
E(Z(x+h)—-Z(x))=0 UOx,x+hD

Var(Z(x +h) = Z(x)) = E((Z(x +h) - Z(x))?) =2p(h) Ox,x +hOD
 Dastheoretische Variogramm existiertundistbekannt:
1
y(h) :EE((Z(X +h) = Z(x))?)

* IneinerUmgebung existiere derunbekannte Erwartungswertundistkonstant
E(Z(x))=m, mUR,xOWLD
Danninterpolieremanander Stelle x, unter zuHilfenahme von n-Nachbarpunkten
X, ,i=1,....,n mitdem Ordinary Kriging Verfahren

Ordinary Kriging

n n
Z" ok (xg) = Za)aZ(xa), Zw" =1
a=1 a=1



Kriging Verfahren

Bemerkung: Die Bedingung Za)a =1soll fur z(x;)=c, i=1....n, cLIRgewahrleisten,
a=1
dassz(x,)=c, auBerdem soll dieUnverzerrtheit gelten:

E(Z (xo)—Z(xo))—E(Za) Z(x, )—Z(XO)DZw )—Za) E(Z(x,) - Z(x,))

= Zn:a‘aE(Z(xa) ~Z(x, +h))=0

a=1
Varianz des Schatzfehlers
% = Var(z*(xo) —Z(xo)= E((Z*(xo) —Z(x,))%) =.
=3 W, W Hixy ~x4) + ZZw X, = Xo)

a=1p3=1



Kriging Verfahren

weiteres Vorgehen: Minimiere die Varianz des Schatzfehlers mit der
Lagrange - Multiplikator - Methode um das
Ordinary Kriging System zu erhalten

n n n
O% = ‘Zz%%y(xa —Xg)+ ZZa)ay(xa — Xp) — min

a=13=1 a=l
Za)a =1 (Nebenbedingung)
a=1

Als Lagrangefunktion L erhaltman:

LG seever @y o) == DD @, 0 WX = X 5) + 2D W WX, = Xo) = 24 (D0, 1)
a=1p-1 a=1 a=1
mit Lagrangemultiplikator t4,,



Kriging Verfahren

partielles Ableitenvon L nacha,....,a),, 4, undgleichOsetzenliefert das OK - System

= 2> WelX, = X5) + 20X, = Xo) = 24y =0 fiira =1,...,n
B=1

( n

0] _ . _
Za)ﬁ Xy = Xp)+ Loy =X, —Xo) flr a=1,...,n
=

Zn:wﬁOk =1
=1

oderinMatrixschreibweise

Ya=x). . Mx-x,) 1) [ @™ VX1~ Xo)

y(xn _Xl) o y(Xn _Xn)l C()OK y(Xn _XO)
1 Co 0) u 1
OK




Kriging Verfahren

Bemerkung : - Die Matrix istinvertierb ar, es gibt also eine eindeutige Losung
- Ordinary Kriging ist ein exakter Interpolator, d.h.

Z (xo)=Z(x,), wenn x,=x,

Varianz des Schatzfehlers bei Ordinary Kriging

n
2 — . OK
0%k = flog + D6y V(Xa = Xo)

a=1



Kriging Verfahren

Bemerkung : - Die Matrix ist invertierb ar, es gibt also eine eindeutige Losung
- Ordinary Kriging ist ein exakter Interpolator, d.h.

Z (xo)=Z(x,), wenn x,=x,

Varianz des Schatzfehlers bei Ordinary Kriging

n
2 — . OK
0%k = flog + D6y V(Xa = Xo)

a=1

Beweis: 7ok ==Y af > aff Yix, —x5)+ 2D af Ux, = x,)
a=1 a=1

B=1
== G Y AR Yy =)+ 2B (Y G Yx )+ o
a=1 B=1 a=1 B=1
= +ZagKZwZKV(Xa - Xﬁ) + 20y = +ZC‘)¢?K(V(Xa = Xo) = Hok ) + 28
a=1 p=1 a=1

— Beh.



Kriging Verfahren
Motivation Block-Kriging

e Sei DORP,p=2 hierp=2

e Seienx,,...x, die Messstellen mit x.[ID, i=1....n,
2(x,),....,z(x,) die Messwerte an den Messstellen

=> interpoliere ,,z(v,)“




Kriging Verfahren

Verwende OrdinaryKriging Verfahren

Block Kriging

2 =D W, Z(x,), Y w, =1
a=1 a=1

Block Kriging System:
Yixp=x)) . . . pxg-x,) 1

y(Xn_Xl)' . y(Xn_Xn)l
1 Co. . 0

BK

W

wBK

n

Mgk

mit dem mittleren Variogramm wert

L

|V0|

VX, Vo) =

0]

JV(X,- - x)dx furi=1,....,n

J—/(Xlzvo)

VX ,V,)
1




Kriging Verfahren

26



Kriging Verfahren

. Esgebe eine Zufallsfunktion Z(x) mit Stationaritit 2.O0rdnung, x JD [JR?,d.h.
E(Z(x +h))=E(Z(x)) Ux,x+hlD
Cov(Z(x),Z(x +h)) =E(Z(x) LZ(x + h)) — E(Z(x)) IE(Z(x + h)) =C(h) Ux,x +h[1D
Die Kovarianzfunktionist also explizit bekannt undkann wie bereits bekannt
so dargestellt werden: Cov(Z(x,),Z(xz)) =C(x 5 -x,) =C(x, - X 4)
* Auf ganz D existiere der bekannte Erwartungswertundist konstant
E(Z(x))=m, mUR,xLD
Danninterpolieremanander Stelle x, unter zuHilfenahme von n-Nachbarpunkten
X. ,i=1,...,n mitdem Simple Kriging Verfahren

Simple Kriging

Z sk (xo) =m+ Yy (Z(x,) = m)

a=1



Kriging Verfahren

Bemerkung: Essollwiebeim Ordinary Kriging die Unverzerrtheit gelten:

E(Z"(xo) - Z(x,)) =m + D" @, (E(Z(x,) —m) —E(Z(x,))

a=1

=m +Za)a(m—m)—m=0

a=1

Varianz des Schatzfehlers
0% —Var(z*(xo) Z(xo) = E((z*(xo) Z(xo)) ) = E((Z" (x0))° +(Z(x0))* = 2Z" (x0)Z(xo))

—E((Z (xo) =m)* +(Z(xg) —=m)* = 2(Z" (Xo) m)(Z(xq) —m)) =...

=3 @, wpCley ~ %)+ Clxg ~x0) - 23 @,Clxy — o)

a=1p6=1 a=1



Kriging Verfahren

weiteres Vorgehen: Minimieredie Varianzdes Schatzfehlersum das SimpleKriging System
zuerhalten

O°E ZZZa)aa)ﬁC(xa —Xp) +Clxg = Xo) + ZZa)aC(xa — Xy) — Min
a:lﬁ:l a=1

partielles Ableitenund gleich O setzenliefert das SK - System

0y ’

= ZZa)ﬂC(xa —X5)=2C(x, —%,)=0 fura=1,..,n
B=1

& Za)ﬂC(xa —xﬂ):C(xa — X,) fura=1,....,n

B=1



Kriging Verfahren

Varianz des Schatzfehlers bei Simple Kriging

sk =Y 0w, C(x, = xo) + Clxo = Xo) = 2> W, C(x, = Xo)

a=1 a=1

=C(0) —Zn:a;aC(xa = Xo)

a=1

Bemerkung : -Simple Kriging ist ein exakter Interpolat or, d.h.
Z (x,)=Z(x,), wenn x,=x,
-Die Varianz des Schatzfehl ers g”s verschwind et
anden Messstellenx;,i=1,....,n



Cross Validation

Cross Validationist eine einfache Moglichkeit Aussageniiber das Model

(z.B.Artdes Variogramms und seiner Paramter,Anzahl der Nachbarpunkte flirsKriging)
oder liber die Datenselbst (Vorhandenseinvon Ausreilern, punktweisen Anomalien)
zu treffen

Vorgehen: Entfernenacheinander jedenPunktx,,a =1,....,n(Notation x[a])undﬂjhre eine

KrigingInterpolationauf denrestlichenPunktenx;,i =1,..,a-1,a +1,..,n durch

Differenz zwischen Messwert und Cross Validation Schatzwert
A=Z(x,)- Z*(x[a])

= Indikation wie "gut" der Messwert indie Nachbarsch aft der anderen Messwerte passt



Cross Validation

Mittlerer Cross Validation Fehler

1L .
—;;(Z(XG)—Z (X[a])) 10

= Indikation ob eine systematische Uberschitzung (groRer positiver Wert)
oder Unterschatzung (groRer negativer Wert) vorliegt

Mittlerer quadrierter standard Cross Validation Fehler

s=1y (Z(xg) = Z" (x1))° 1

2
N g=1 O [a]

= Indikation ob der Schatzfehler im Mittel dem vom Model vorhergesagten Fehler entspricht
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