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Definition

X = {X(t)}tcT reellwertiger stochastischer Prozess. X heif3t (strikt,
symmetrisch) stabil genau dann, wenn Vt;, ..., ty € T:
(X(t1),...,X(ty)) (strikt, symmetrisch) stabil ist.
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Definition

X = {X(t)}tcT reellwertiger stochastischer Prozess. X heif3t (strikt,
symmetrisch) stabil genau dann, wenn Vt;, ..., ty € T:
(X(t1),...,X(ty)) (strikt, symmetrisch) stabil ist.

Theorem

X = {X(t)}+c1 stochastischer Prozess. Dann ist X strikt
stabil/symmetrisch stabil genau dann, wenn Zﬂz1 bk X (t) strikt
stabil/symmetrisch stabil Vty, ... ty € T,Vby,..., by € R.
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Beispiel: a-stabiler Lévy-Prozess

» X = {X(t)}+>0 stochastischer Prozess
» X:«-stabiler Lévy-Prozess genau dann, wenn
» X(0) =0 fs.
> X(tg) = X(t1), e ,X(td) = X(td_1) unabh. vVt < ... <y
» Ja e (0,2], e [-1,1], VO <s<t: X(t)— X(s) ~
Sa((t_ 3)1/avﬂ70)
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Beispiel: a-stabiler Lévy-Prozess

» X = {X(t)}+>0 stochastischer Prozess
» X:«-stabiler Lévy-Prozess genau dann, wenn
> X(0)=0 fs.
> X(tg) = X(t1), e ,X(td) = X(td_1) unabh. vVt < ... <y
» Ja € (0,2], Be[-1,1],VO<s < t: X(t) — X(s) ~
Sa((t_ 3)1/(1’570)

» X «-stabiler Lévy-Prozess = X a-stabiler Prozess
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» 5:E — [-1,1] messbar
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Endlich dimensionale Verteilungen

» (E, &, m) MaBraum
» B:E — [-1,1] messbar
>

£ [LEEm)a £
T\ {f:fe LY(E. & m), [|f(x)B(x)log |f(x)|| m(dx) < oo}, sonst
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Ziel:

» Stochastischer Prozess {/(f)}cF mit Eigenschaften
» Linearitdt: I(arf; + axfo) = a1l(fy) + a=l(k), Var,a € R, f;, b € F
> Vf e F: I(f) stabile ZV
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Ziel:

» Stochastischer Prozess {/(f)}cF mit Eigenschaften
» Linearitat: I(a1fi + axfo) = a1l(fy) + a2l(f), Var,a2 € R, fi, b € F
» Vf € F : I(f) stabile ZV
» Idee: Spezifikation der endlich-dimensionalen Verteilungen +
Satz von Kolmogorov
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Endlich dimensionale Verteilungen

Fir o #£ 1
..., fd(;éi,...,ﬂd):

d “ d
exp (—/E EH/G(X) (1 — iB(x)sign (Z 9/’?’()()) ta”(ﬂa/Q)) m(dx))

=
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Endlich dimensionale Verteilungen

Fir o #£ 1
..., fd(%i,...,ﬂd):

X) (1 — iB(x)sign (Z 0;fi( ) tan( 7ra/2)) m(dx))
X) ) m(dx))

d d
(1 + i%@(x)sign (Z Gjlj'(x)> log 20,'1;(
j=1 j=1
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1. Schritt

» Zeige: vorherige Ausdriicke sind CF eines «-stabilen ZV
» Details: Tafel



Stabile Prozesse | Dezember2011 | Stabile Integrale

Erinnerung

» Sei0<a<2,a#1, X=(X1,Xz,...,Xyq) ZV
» X a-stabil —
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Erinnerung
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» X a-stabil —

» dI: endliches MaB3 auf Sy
» 3ul € RY sodass
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Erinnerung

» Sei0<a<2,a#1, X=(X1,Xz,...,Xyq) ZV
» X a-stabil —

» dI: endliches MaB3 auf Sy
» 3ul € RY sodass

> ¢X(0) =

exp <_/s (6, )| (1 — isign((6, s)) tan(ma/2)) (ds) + i(O,MO))
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2. Schritt

Theorem (Kolmogorov)
> {Pt1,tg,...,tn}f1,...,tn€T W’Mal3e an(Rn’B(Rn))
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2. Schritt

Theorem (Kolmogorov)
> {Pt1,tg,...,tn}f1,...,tn€T W’Mal3e an(Rn’B(Rn))
> ¢y,..t,- Charakteristische Funktion von Py, . 4,
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2. Schritt

Theorem (Kolmogorov)
> {Ph.to,totty,...neT WMaBe auf (R", B(R"))
> ¢4,..t,- Charakteristische Funktion von Py,
» Angenommen
» Symmetrie: ¢tw(1),--.,tw(n)(97r(1)7 oy On(n) = Oty (01, ..., On) fdr
alle Permutationen = € S(n), t,...,t, € T
» Konsistenz: ¢y, 1,(01,...,00) = b4, .tn...1,(01,...,00,0,...,0)
firallen<d, t,...,the T
» = J stochastischer Prozess {X(t)}:ct mit endlichen
Verteilungen von Rang n gegeben durch {P, .. t,}t,...t.
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2. Schritt

Theorem (Kolmogorov)
> {Pt ot 1ty .tneT WMaBe auf (R", B(R"))
> o¢1...t,- Charakteristische Funktion von Py, . .
» Angenommen

> Symmetrie: ¢t -t (On(1ys - -+ On(n)) = Oty 1, (61, - - ., On) fiir
alle Permutationen = € S(n), t,...,t, € T
> Konsistenz: ¢f1 ..... fn(e'l DI 6”) = ¢f1 ..... th,..., l’d(01 9 70n7 07 DR 70)
firallen<d, t,...,the T
» = J stochastischer Prozess {X(t)}:ct mit endlichen
Verteilungen von Rang n gegeben durch {P, .. t,}t,...t.

» Im konkreten Fall: beide Bedingungen erflllt
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Linearitat
Theorem

» Seienai,ar € R, f,fo € F. Dann gilt
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Linearitat
Theorem

» Seienai,ar € R, f,fo € F. Dann gilt
» l(a1fy + axh) = a1l(fy) + axl(f) f.s.
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Linearitat
Theorem

» Seienai,ar € R, f,fo € F. Dann gilt
» l(a1fy + axh) = a1l(fy) + axl(f) f.s.

> f3:=aify + axfh, a3 = —1
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Linearitat
Theorem

» Seienai,ar € R, f,fo € F. Dann gilt
» l(a1fy + axh) = a1l(fy) + axl(f) f.s.

> f3 = ay f1 + 32f2, az=—1
> Eexp(if(arI(fi) + axl(f) — I(f))) =

«

da aify + asfo — fz =0.

(1 — iB(x)sign( Zeaj tan(wa/Z))m(dx)>
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a-stabile ZufallsmaBe



Stabile Prozesse | Dezember 2011 | «-stabile ZufallsmaBe

Notationen:

» (2, F,P)Wraum
» L9(Q): reellwertige ZVen



Stabile Prozesse | Dezember 2011 a-stabile ZufallsmaBe

Notationen:

» (2, F,P)Wraum

» L9(Q): reellwertige ZVen
» (E, &, m) MaBraum

» f: E — [-1,1] messbar
» &g ={Ac&:m(A) < o}
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Notationen:

» (2, F,P)Wraum
» L9(Q): reellwertige ZVen
» (E, &, m) MaBraum
» f: E — [-1,1] messbar
» & ={Aec & :m(A) < x}
» Fir M : & — L°%(Q) gelte
» Mo-additiv: A= >"7", A, A€ & = M(A) =52, M(A) fs.

» M independently scattered: Ay, ..., Ax pw. disjunkt
= M(A1),..., M(Ax) unabhéngig
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Ziel:

» Definition stochastischer Prozesse {M(A)} ce,
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Ziel:

» Definition stochastischer Prozesse {M(A)} ce,
» Eigenschaften
» M(A) a-stabil
s A=Y AL A& = MA) =Y, M(A) ts.
» Aq,..., Ac pw. disjunkt = M(Ay),..., M(Ax) unabhangig
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Ziel:

» Definition stochastischer Prozesse {M(A)} ce,
» Eigenschaften
» M(A) a-stabil
s A=Y AL A& = MA) =Y, M(A) ts.
» Aq,..., Ac pw. disjunkt = M(Ay),..., M(Ax) unabhangig

> Idee: Setze M(A) = I(1,4)
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Definition

Sei M : & — L%(Q) indep. scattered und o-additiv, sodass
M(A) ~ S,((m(A))"/e, [ B(x)m(dx)/m(A),0) fiir alle A € &. Dann
heiBt M «-stabiles Zufallsmai3 auf (E,£).
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Definition

Sei M : & — L%(Q) indep. scattered und o-additiv, sodass
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Stabile Prozesse | Dezember2011 | «-stabile ZufallsmaBe

Definition

Sei M : & — L%(Q) indep. scattered und o-additiv, sodass
M(A) ~ S,((m(A))"/e, [ B(x)m(dx)/m(A),0) fiir alle A € &. Dann
heiBt M «-stabiles Zufallsmai3 auf (E,£).

» Existenz: M(A) = I(1,)
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> 1(14) ~ Sa(m(A)V2, [, B(x)m(dx)/m(A),0)
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> 1(14) ~ Sa(m(A)*, [, B(x)m(dx)/m(A),0)
» independently scattered: E(exp(/ 21—1 iM(A)))) =

d (0%
exp (/E ;91-1Aj(x) (1 — iB(x)sign ZQM ) tan( 7ra/2)) m(d»
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> I(14) ~ Sa(m(A)Ve, [, B(x)m(dx)/m(A),0)
» independently scattered.E(exp(lZI 1GM(A))) =

d (0%
exp (/E ;91-1Aj(x) (1 — iB(x)sign ZH1A ) tan( wa/2)) m(d»

d
= exp (Z/E 16;]° 14,001 - iﬁ(x)sign(eju](x))tan(wa/Z))m(dx))
j=1
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> I(14) ~ Sa(m(A)Ve, [, B(x)m(dx)/m(A),0)
» independently scattered.E(exp(lZI 1GM(A))) =

d (0%
exp (/E ;91-1Aj(x) (1 — iB(x)sign ZH1A ) tan( wa/2)) m(d»

d
= exp (Z/E 16;]° 14,001 - iﬁ(x)sign(eju](x))tan(wa/Z))m(dx))
j=1

= [T E(exp(i6;M(A)))
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» f.s. Additivitat
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» o-Additivitat
> Aq, Ao, ... € & pw. disjunkt, B = Uf; A € &
> 2.z M(B) = 3724 M(A;) = limpoo M(B\ UL Aj) = 0 f.s.
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» o-Additivitat
» A1, Ag, ... € & pw. disjunkt, B = U/?’; A€ &
> 2.z M(B) = 3724 M(A;) = limpoo M(B\ UL Aj) = 0 f.s.

» Seien &y, &, ... unabhdngige reellwertige ZVen
» Dann: ", & konvergiert f.s. <= ), &; konvergiert in Verteilung
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» o-Additivitat
» A1, Ag, ... € & pw. disjunkt, B = U/?’; A€ &
> 2.z M(B) = 3724 M(A;) = limpoo M(B\ UL Aj) = 0 f.s.

» Seien &y, &, ... unabhdngige reellwertige ZVen
» Dann: ", & konvergiert f.s. <= ), &; konvergiert in Verteilung

> Genligt z.z. M(B) — Y[Ly M(A)) = M(B\ L1 Aj) = 01in
Verteilung
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»Zz2:B1 DB ...€&,;B=0= M(Bp) —0in
Wahrscheinlichkeit

» Sei0<a<2,0>0
» 3Cq,Co > 0VB € [-1,1]VA > Cy und X ~ S, (o, 3, 0) gilt:
> P(IX] > \) < Cod @
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»Zz2:B1 DB ...€&,;B=0= M(Bp) —0in
Wahrscheinlichkeit

» Sei0<a<2,0>0
3Cy,Co > 0V5 € [-1,1]VA > Cy und X ~ S,(o, 3,0) gilt:
P(IX| > \) < CoA @

v

v

v

M(Bn) £ m(Bp)"/*Xn, Xn ~ Sa(1, B, 0) fiir ein Bn € [-1,1]
P(IM(Bp)| > ) < Coe=*m(Bp) =% 0

v
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Lo (E757 m) = ([Oa OO),B, V1): B(X) =p
» M zugehbriges «-stabiles Mal3
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Lo (E757 m) = ([Oa 00)787 V1)! B(X) =p
» M zugehdriges o-stabiles Mal3
» Dann: X(t) = M(][0, t]) ist a-stabiler Lévy-Prozess
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Vielen Dank fur die
Aufmerksamkeit!
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