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Allgemeine Vorgehensweise, Wiederholung

Theorem

Sei X € R% ein Zufallsvektor.
o Wenn alle Linearkombinationen Y, = Z,‘le by X, streng stabile Verteilungen
haben, dann ist der Zufallsvektor X € R% auch streng stabil.
e Wenn alle Linearkombinationen Y, = Z,‘le b X symmetrisch stabil sind,
dann ist X auch ein symmetrisch stabiler Vektor in R%.
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o Eigenschaften der streng a-stabilen, symmentrisch a-stabilen Zufallsvariablen
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Allgemeine Vorgehensweise, Wiederholung

Theorem

Sei X € R% ein Zufallsvektor.
o Wenn alle Linearkombinationen Y, = Z,‘le by X, streng stabile Verteilungen
haben, dann ist der Zufallsvektor X € R® auch streng stabil.
e Wenn alle Linearkombinationen Y, = Z,‘le b X symmetrisch stabil sind,
dann ist X auch ein symmetrisch stabiler Vektor in R®.

o Eigenschaften der streng a-stabilen, symmentrisch a-stabilen Zufallsvariablen
o Es gilt Yy ~ Sa(0s, 8o, i), wobei Yy, = 320 b X
5, _ Jau (09" sign(b, )T (s
b =
I, 106, $)|°T(ds)

(6%, falls a # 1
PO 000 = 2 [y, (b, 8)In|(b, )[T(ds), falls @ = 1.

7
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

Satz (Strenge Stabilitdt einer Zufallsvariable)

o X ~ S,(0,8,u) mit a#1 ist streng stabil genau dann, wenn p = 0 ist.
o X ~ S8,(0,B, ) mit a =1 ist streng stabil genau dann, wenn 3 = 0 ist.

X
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

Satz (Strenge Stabilitat einer Zufallsvariable)

o X ~ S,(0,8,u) mit a#1 ist streng stabil genau dann, wenn p = 0 ist.
o X ~ S8,(0,B, ) mit a =1 ist streng stabil genau dann, wenn 3 = 0 ist.

Fiir eine Zufallsvariable Y3, ~ S, (0, By, 1p) mit Yy = Zzzl by Xy gilt
8 Js, 1(b, 8)|*sign(b, s)I'(ds)
b = ’
Js, 1(b, 8)|T(ds)

(b, 10, falls o # 1
PO (0on0) = 2 [ (b, s)In|(b, 5)|D(ds), falls a = 1.
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

fsd |(b,s)|sign(b,s)T'(ds)

e Im Fall @ =1 folgt aus 0 S By = T 1055 TF(ds)
Sq ’

X
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

fsd |(b,s)|sign(b,s)T'(ds)
T, T,9)[T(ds)

0= de |(b, s)|sign(b, s)I'(ds) = fsd(b,s)f‘(ds) = 25:1 by, de skT(ds),

e Im Fall @ =1 folgt ausoéﬁb =
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

fsd |(b,s)|sign(b,s)T'(ds)
T, 1005 T (ds)

0= s, (b, s)lsign(b, s)T'(ds) = [, (b,s)I(ds) = S by Js, sx'(ds), d.h.

e Im Fall @ =1 folgt ausoéﬁb =

/ sI'(ds) =0V k=1,...,d
Sa
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

fsd |(b,s)|sign(b,s)T'(ds)
T, 1005 T (ds)

0= s, (b, s)lsign(b, s)T'(ds) = [, (b,s)I(ds) = S by Js, sx'(ds), d.h.

e Im Fall @ =1 folgt ausoéﬁb =

/ sI'(ds) =0V k=1,...,d
Sa

e Sei o # 1, dann muss up = (b, u0) = ZZ=1 b pd 20 gelten, d.h. % =0
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Streng stabile Zufallsvektoren
Eigenschaft

fsd |(b,s)|sign(b,s)T'(ds)
T, 1005 T (ds)

0= s, (b, s)lsign(b, s)T'(ds) = [, (b,s)I(ds) = S by Js, sx'(ds), d.h.

e Im Fall @ =1 folgt ausoéﬁb =

/ sI'(ds) =0V k=1,...,d
Sa

e Sei o # 1, dann muss up = (b, u0) = ZZ=1 b pd 20 gelten, d.h. % =0

Satz

Ein Vektor X € R? ist genau dann streng a-stabil mit 0 < o < 2, wenn
e a#1:u’=0.
ca=1[fg sl(ds)=0Vk=1,...,d
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Streng stabile Zufallsvektoren
Komponenteneigenschaft

Fiir eine Zufallsvariable Y3, ~ S, (0, Bp, 1tp) mit ¥y = E:Zl b X, gilt
5 Js, (b, 5)|*sign(b, s)T'(ds)
b — )

Js, 1(b, 8)|T(ds)

_ ) u0), falls o # 1
P (0 i0) = 2 [, (b, 5)In|(b, )|D(ds), falls a = 1.

Es gilt dann VX, k=1,...,d

b — Js, |sk]*sign(sk)T(ds)
CT 0 Jg lsler(ds)

g, falls a # 1
HE = ) — 2 [ skinfsg|T(ds), falls o= 1.
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Streng stabile Zufallsvektoren
Komponenteneigenschaft
Satz
Ein Vektor X € R? jst genau dann streng a-stabil mit 0 < a < 2, wenn
o a#1:pu’=0.
ca=1 [fg l(ds)=0Vk=1,...,d

Es gilt dann VX,

pur, = iy, fir e # 1
Js skT(ds)
B = =2

= fira=1
Js, Isk[T(ds)
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Streng stabile Zufallsvektoren
Komponenteneigenschaft
Satz
Ein Vektor X € R? jst genau dann streng a-stabil mit 0 < a < 2, wenn
o a#1:pu’=0.
ca=1 [fg l(ds)=0Vk=1,...,d

Es gilt dann VX,

p = g, fir a #1
[, seT'(ds)
By = 28 g =1
Js, |skIT(ds)
Korollar

Sei ein Vektor X = (X1, ..., X,) a-stabil in R mit dem Stabilititsfaktor
0 < a < 2. Dann ist der Vektor X nur dann streng stabil, wenn alle seine
Komponente X1, ..., Xy streng stabile Zufallvariable sind.
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Symmetrisch a-stabile (Sa.S) Zufallsvektoren
Eigenschaften
Definition

Ein stabiler Zufallsvektor X € R¢ heiBt symmetrisch stabil, wenn X die
Gleichung
P{X € A} =P{-X € A}

fiir Borel-Mengen A € RY erfiillt.
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Symmetrisch a-stabile (Sa.S) Zufallsvektoren
Eigenschaften

Definition
Ein stabiler Zufallsvektor X € R¢ heiBt symmetrisch stabil, wenn X die

Gleichung
P{X € A} =P{-X € A}

fiir Borel-Mengen A € RY erfiillt.

Theorem

Ein Zufallsvektor X ist dann symmetrisch a-stabil mit dem Stabilitatsindex
0 < a < 2 in R%, wenn ein eindeutiges endliches symmetrisches MaB T' auf S
existiert so, dass die charakteristische Funktion lautet

B (6) = exp{ —/S 6, s)|ar(ds)}.

I' ist das Spektral-MaB des symmetrisch a-stabilen Zufallsvektors X .
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Symmetrisch a-stabile (Sa.S) Zufallsvektoren
Eigenschaften

Beweis:
exp{ =[5, 10, 8)|* (1 — isign((, s))tan%)l“(ds) + i(O,/,LO)},
mit o # 1

exp{ — de (6, s)] (1 + i2sign((8, s))In|(6, s)|)I‘(ds) + i(H,MO)},

mita=1
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Symmetrisch a-stabile (Sa.S) Zufallsvektoren
Eigenschaften

Beweis:
exp{ =[5, 10, 8)|* (1 — isign((, s))tan%)l“(ds) + i(@,uo)},
mit o # 1

exp{ — de (6, s)] (1 + i2sign((8, s))In|(6, s)|)I‘(ds) + i(H,MO)},

mita=1

Symmetrie:

Sa

Bal6) = exp{ ~ | 1. s>|ar<ds>} (1)

X



Streng stabile, symmetrisch stabile und Sub-GauB'sche Zufallsvektoren
keine Komponenteneigenschaft

Satz
Sei G ~ S, (0,83, ). G ist genau dann symmetrisch, wenn 3 = 0 und p = 0.

X
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keine Komponenteneigenschaft

Satz
Sei G ~ S, (0,83, ). G ist genau dann symmetrisch, wenn 3 = 0 und p = 0. J

Beispiel:
Betrachten i.i.d. 1-stabile Zufallsvariable X, X5, X5 ~ S1(1,1,0)
Y:(Yl YQ) mit Y1:X1—X2,Y2:X2—X3



Streng stabile, symmetrisch stabile und Sub-GauB'sche Zufallsvektoren
keine Komponenteneigenschaft

Satz
Sei G ~ S, (0,83, ). G ist genau dann symmetrisch, wenn 3 = 0 und p = 0.

Beispiel:
Betrachten i.i.d. 1-stabile Zufallsvariable X, X5, X5 ~ S1(1,1,0)
Y:(Y1 YQ) mit Y1 =X73 — X5, Yo =Xy — X3

Mit
-0
Bi01 — Bao 2
Yi=X1— X~ Si(oy, =222 — po += In(| — 1]) 0262),
01+ 02 S~ T
-0 -0
—0
o9 — P30 2
Yz:XQ*X3N51(0Y2,M,M2*H3+—In(|*1|)0353),
O+ 03 S e —

=0 =0

gilt Y1 ~ S1(0v,,0,0) und Y5 ~ Si(0v,,0,0) = die Symmetrie der beiden
Zufallsvariablen Y7 und Y5
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keine Komponenteneigenschaft

Bilden wir analog eine Linearkombination von Y7 und Y5

0:1Y1+60,Yy =0:X7 + (92 — 91)X2 —05X3



Streng stabile, symmetrisch stabile und Sub-GauB'sche Zufallsvektoren
keine Komponenteneigenschaft

Bilden wir analog eine Linearkombination von Y7 und Y5

01Y1+0:Y2 =61X) + (62 —601)Xa — 02 X5

Xi~81(1,1,0)
K8, Y1+62Y2) : 01:“'1 _*elln(|91|)0151

i e
2
+ (02 — 01)p2 ——= (02 — 61)In(|(02 — 61)]) 0232
—— T
=0 =1
2
— Oapuz +—02In(| — O2]) 03053
N~~~ T S~~~

=0 =1

=2 (61 (n(182]) ~ 1n(16 — ) ~ 62 (([(62  61)] ~ In(| ~ 621)))
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keine Komponenteneigenschaft

Bilden wir analog eine Linearkombination von Y7 und Y5

01 Y, + 92 Y, = 91X1 + (92 — 91)X2 — 92X3

Xi~S1(1,1,0)
K0 Y1402 Ys) : 91#1 —*91|n(|91|)01ﬁ1

:0 :1
(0 — 1)pn — = (6 — 01)In(| (02 — 0,)]) 022
T T ~
~ Gapiy 2 aln(| — 62)) 9
=0 =1
- _% (91(|n(|91|) —In(|62 — 61])) — O2(In(|(62 — 01)] — In(| — 92|>))

V0; #0,1=1,2 gilt pg, v, +6,v,) # 0. Y ist nicht symmetrisch stabil, obwohl
seine Komponente Y7 und Y5 symmetrisch a-stabil sind.
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

Proposition (Transformation)
Sei G ~ Sq/(0,0,0) mit 0 < a < o' <2 und sei A weiterhin eine 2;-stabile

Zufallsvariable mit A ~ S, ((cos%)%, 1,0). Die Laplacetransformierte hat die
Form

Eexp(—yA) = exp{ — 'y%},'y >0

und A wird von G als unabhingig angenommen. Dann gilt:

X = A7 G ~ S4(0,0,0).
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

Proposition (Transformation)
Sei G ~ Sq/(0,0,0) mit 0 < a < o' <2 und sei A weiterhin eine 2;-stabile

Zufallsvariable mit A ~ S, ((cos%)%, 1,0). Die Laplacetransformierte hat die
Form

Eexp(—vA) = eXP{ - 'y%},’y >0
und A wird von G als unabhingig angenommen. Dann gilt:

X = A7 G ~ S4(0,0,0).

Anwendung:
Seien G ~ N(0,07) und A ~ Sa(0,1,0), dann gilt

X =A3G ~ Sas.
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Sub-GauB’sche Zufallsvektoren
Definition

e Wihlea’ =2 und A ~ Sa ((cos%)

2
a

,1,0), a<?2

X
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

2
e Wihle o/ =2 und Ang((cos%)“,l,O), a<?2

o G=(Gy,...,Gy) ein GauB'sche Zufallsvektor mit u € R% ;=0
unabhiangig von A
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

2
e Wihle o/ =2 und ANS%((COS%)“,I,O), a<?2

o G=(Gy,...,Gy) ein GauB'sche Zufallsvektor mit u € R% ;=0
unabhiangig von A

o Betrachte den Zufallsvektor X = (A2 Gy,..., A% Gy)

X
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

2
Wihle o/ =2 und 4 ~ S%((cos%)“,l,O), a<?2

o G=(Gy,...,Gy) ein GauB'sche Zufallsvektor mit u € R% ;=0
unabh&ngig von A

Betrachte den Zufallsvektor X = (A% Gq,..., A3 Gq)
S bk ATGL = AT b G mit by, by €R

X
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

2
Wihle o/ =2 und 4 ~ S%((cos%)",l,O), a<?2

o G=(Gy,...,Gy) ein GauB'sche Zufallsvektor mit u € R% ;=0
unabh&ngig von A

Betrachte den Zufallsvektor X = (A2 Gy,..., A% Gq)

S bk ATGL = AT b G mit by, by €R

Z,‘le by, Gy, ist normalverteilt mit pp = 0

X
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Sub-GauB’sche Zufallsvektoren
Definition

Wihle o/ =2 und A ~ S%((cos%)%,l,O), a<?2

G = (Gy,..., Gy) ein GauB'sche Zufallsvektor mit 1 € R% y =0
unabhangig von A

Betrachte den Zufallsvektor X = (A2 Gy, ..., A7 Gy)
Zlajzl bkA%Gk = Az 2521 b Gk, mit by,..., b5 € R
ZZ:1 by, Gy, ist normalverteilt mit pp = 0

Mit o/ = 2 gilt 3¢_, by A2 Gy ~ SaS, dann hat der Zufallsvektor
X = (A2Gy,..., A% Gy) eine symmetrische a-stabile Verteilung
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
Definition

Definition
Ein Vektor X = (A2 Gy,...,A2Gy) mit G; ~ N(0,02) Vi =1,...,d und
2
A~ Se ((cos%) = 1, 0) ,a < 2 heiBt ein Sub-GauB’schen symmetrisch
a-stabiler Vektor in R% mit dem zugrundeliegenden GauB'schen-Vektor G' € R?.
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
charakteristische Funktion

Proposition

Der Sub-GauB’schen symmetrisch a-stabile Zufallsvektor X hat die
charakteristische Funktion

d d d a
Eexp{i ZGka} = exp{ = ‘% ZzgiejRij ’ },
k=1 i=1j=1

wobei Ry; = EG;Gj, 1,7 =1,...,d sind die Kovarianzen des GauB'schen
Zufallsvektors (Gy, . .., Gq).

X
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
charakteristische Funktion

Beweis: 1.

Proposition

Die Laplacetransformierte einer c-stabilen Zufallsvariable X ~ S, (o,1,0) mit
0<a<2 0>0 lautet

Eexp(—yX) = eXp{ -~ 7"},

2

wobei o #£ 1 ist.

X

Mit der Proposition erhalten wir die Laplacetransformierte
2
Eexp(—yA) = exp(—7%),7 > 0 von A ~ Sa ((cos%) ) 1,0).
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Sub-GauB’sche Zufallsvektoren
charakteristische Funktion

]Eexp{i zd: é)ka} = Eexp{z’A% zd: 05 Gk}

k=1 k=1

X
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
charakteristische Funktion

d d
]Eexp{z ;é)ka} = I[*Iexp{zA2 ;(h Gk}

d
Unabhingigkeit von G und A a1
v EE [exp{th S 6.6y
k=1

b4
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
charakteristische Funktion

d d
]Eexp{z ;é)ka} = I[*Iexp{zA2 ZOk Gk}

k=1

. d
Unabhanglgke;von G und A EE [exp{ % Z k Gk } |A:|

k=1
i Uaiej}

Bedingter Erwartungswert E {

l\')l'—‘
HM&.
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Sub-GaulB’sche Zufallsvektoren
charakteristische Funktion

d d
]Eexp{z ;Oka} = I[*Iexp{zA2 Zek Gk}

k=1

d
EE [exp{m% 3 6, Gk}|A]
k=1

Unabhéngigkeit von G und A

X
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Zusammenfassung

1. Streng stabile Zufallsvektoren (Komponenteneigenschaft)

1: u¥=0
X € R? streng a-stabil, a € (0,2] & {a 7 K

a=1: [q sT(ds)=0Vk=1,...
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Zusammenfassung

1. Streng stabile Zufallsvektoren (Komponenteneigenschaft)

a#l: p0=0

X e RY st -stabil, a € (0,2]
streng a-stabil, a € (0, 2] {al: fsdskp(ds):()wgzl,...,d

2. Symmetrisch stabile Zufallsvektoren (keine Komponenteneigenschaft)
Charakteristische Funktion: ®,(6) = exp{ — Js, 16, s)|°‘I‘(ds)}

Das Spektral-MaB T ist auch symmetrisch.
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Zusammenfassung

1. Streng stabile Zufallsvektoren (Komponenteneigenschaft)

a#l: p0=0

X e RY st -stabil, a € (0,2]
streng a-stabil, a € (0, 2] {al: fsdskp(ds):()wgzl,...,d

2. Symmetrisch stabile Zufallsvektoren (keine Komponenteneigenschaft)
Charakteristische Funktion: ®,(6) = exp{ — Js, 16, s)|°‘I‘(ds)}

Das Spektral-MaB T ist auch symmetrisch.
3. Sub-GauB'sche Zufallsvektoren
3.1 Definition: X = (A2 Gy,..., A2 G4) mit G; ~ N(0,02) Vi=1,...,d und
2

ANS% (cos%) ,1,0>,oz<2

3.2 Charakteristische Funktion:

d d d a
Eexp{i» 0i Xy} = eXp{ - ’% DD 0:6,R;|” }a
k=1 i=1 ;=1




	X

