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Kovariation

Definition

Seien (X1, X2) ~ SasS verteilt mit & > 1, und sei I das SpektralmaB des
Zufallsvektors (X1, X2).
Dann heiBt

[X1, Xo]a = / 5155717 T (ds)
S,

die Kovariation von Xj beziiglich X5, mit a<P~ := |a|P - sgn(a).
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Kovariation

Beispiel: Normalverteilung

Fiir o = 2 erhalt man fiir die Kovariation eines symmetrischen,
normalverteilten Zufallsvektors (X1, X2):

1
[X1, X2]2 = 5 Cov (X1, X2)
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Kovariation

Man kann eine dquivalente Definition der Kovariation angeben.
Definition
Sei (X1,X2) ~SaSmitl<a<2.
Definiere Y = 01 X1 + 0>X> mit 61,0, € R.
Dann ist Y ~ Sa$ verteilt und o (61, 602) sei der Skalierungsparameter von
Y.
Dann gilt:
1 9o%(01, 62)
X1, Xola = —————5 0,06,
[ 1, 2] @ 801 |01 0,0>=1




Kovariation

Lemma

Sei X = (X1, X2, ..., Xp) ~ SaS, mit & > 1 und SpektralmaB I'x, und sei
Y =3 % jakXkund Z =3} _; b Xk. Dann

[Y,Z]a—/ Zaksk Zbksk)<a 1>rx(d5)

"kl

Folgerung

Unter den Voraussetzungen des obigen Lemmas gilt:

[Xl,XZ]a :/ 5152<a71>rx(d5)
Sn

X0, X1]o = / 52/ x(ds) = 0%,
Sn

mit ox, der Skalierungsparameter der Zufallsvariablen X
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Eigenschaften der Kovariation

Im Folgenden sei o > 1.

Additivitat im ersten Argument

Sei (X1, X2, Y) ~ Sas.
Dann gilt [X1 + X2, Y]a = [X1, Y]a + [X2, Y]a-

Skalierbarkeit
Sei (X,Y)~ Sa$, a,b e R.
Dann gilt [aX, bY], = ab<*">[X, Y]..

Bemerkung

Die Kovariation ist linear im ersten Argument, aber nicht im zweiten
Argument. Dort ist sie nicht einmal additiv.
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Eigenschaften der Kovariation

Symmetrie

Die Kovariation ist im Allgemeinen nicht symmetrisch in ihren Argumenten
und es gilt [X, Y]y # [Y, X]a-

v

Unabhangigkeit
Falls (X, Y) ~ SaS und X und Y unabhingig sind, dann gilt [X, Y], = 0.

Bemerkung

Im Fall & = 2, der Normalverteilung, gilt auch die Umkehrung. Fiir
1 < a < 2 folgt aus [X, Y]n = 0 jedoch nicht, dass X und Y unabhingig
sind.




Eigenschaften der Kovariation

Additivitat im zweiten Argument

Sei (X, Y1, Y2) ~ SaS,a > 1 und Y, Y2 unabhingig. Dann gilt:

(X, Y1+ Yolo = [X, Yila + [X, Yola

Lemma: Zusammenhang mit gemischtem Moment E(XY <P~1>)
Sei (X,Y)~ SaS,a > 1.
Fir alle 1 < p < o gilt:

E(XY<P1>)  [X,Y],
E(YIP) — lIYlg

wobei || Y||o = oy der Skalierungsparameter von Y ist.
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Die Kovariationsnorm

Bezeichnung

Sei X = (X1, .., Xp) ~ SasS.

Se = {Z I X ‘ [ = (/1, a0g ln) € R"}
k=1

mit dim(S,) = n.
S« ist ein linearer Raum.

Definition

Fiir Y € S, mit o > 1 heiBt || Yo = ([Y, Y]a)/® die Kovariationsnorm
von Y.
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Eigenschaften der Kovariationsnorm

Zusammenhang mit dem Skalierungsparameter

Sei X ~ S,(0,0,0) mit o > 1.
Dann gilt || X||o = 0.
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Eigenschaften der Kovariationsnorm

Normeigenschaften
Sei X ~ Sa(0x,0,0).
° | X[[a=0& X=0fs.
e aX ~ S,(lalox,0,0). Dann ||aX]|, = |a|lox = |a][| X]|« -
@ Seien X1, Xp ~ SaS. Dann || X1 + Xz||o < [ X1]la + [ X2]|a-

Konvergenzeigenschaften

Konvergenz in ||.||o ist dquivalent zur Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
und zur Konvergenz in LP fiir alle p < «.
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James Orthogonalitat

Beispiel

Sei o = 2. Betrachte den Raum L3(, F, P) der Zufallsvariablen mit
Erwartungswert 0 und endlichem zweiten Moment. L3(Q, F, P) ist ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt (X, Y) := Cov(X,Y) = E(XY).

Zwei normalverteilte Zufallsvariablen sind genau dann unabhangig, wenn
sie in diesem Raum orthogonal zueinander stehen.

Beispiel

Betrachte nun den Raum S,,. Dies ist ein normierter Raum mit der
Kovariationsnorm |[|.||2 = [X, X]a.

Aber [X, Y], definiert im Allgemeinen kein Skalarprodukt auf S,. Es gilt
im Allgemeinen zum Beispiel keine Symmetrie.
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James Orthogonalitat

Man definiert deshalb einen Orthogonalitatsbegriff auf einem normierten
Raum.

Definition
Sei E ein normierter Vektorraum. x heiBt James-orthogonal zu y, fiir

x,y € E (kurz: x L y), falls fir alle A € R gilt:
[[x + Ayl = [Ix|

Bemerkung
Aus x L y folgt nicht y L x.

Bemerkung

Falls E ein Pra-Hilbertraum ist, so gilt:
x Lyy < x Ly (L beziiglich des Skalarproduktes von E).
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James Orthogonalitat

Satz
Sei (X,Y) ~ SaS,a > 1. Dann gilt:
X.Ylo=0aY L, X
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James Orthogonalitat

Satz

Sei 1 < o < 2 und sei dim(S,) > 3.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

X,YeSy: [X,Y]a=0= [Y,X]a=0
X, Y, Z€S5: [X,Y]a=0,[X,Z]a=0 = [X,Y +Z]a=0
3 Skalarprodukt (.,.) auf S, s.d. || X|[|o = (X, X)¥? fiir X € S,.

S, besteht aus sub-GauB'schen SaS Zufallsvariablen.
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James Orthogonalitat

Satz

Seil <o <2.
Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

o X,YeESy: [Xlla=Yla = [X,Y]a=1[Y,X]a

@ S, besteht aus sub-GauB'schen SaS Zufallsvariablen.

Satz

Sei 1 < o <2 und sei dim(S,) > 2.
Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

e X,YeS5,: [X,Y]a=0 = X,Y sind unabhingig.

@ oo =2, d.h. 5, besteht aus normalverteilten Zufallsvariablen mit
Erwartungswert 0.
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Kodifferenz

Definition
Seien X, Y ~ SaS,0< a<2.
Dann heiBt
™,y = [ X[+ Ylla = X = YIg

die Kodifferenz von X und Y.

Die Kodifferenz ist im Gegensatz zur Kovariation fiir alle a € (0, 2]
definiert.
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Eigenschaften der Kodifferenz

Symmetrie

Seien X, Y ~ Sa$S
Dann 7x y = Ty x

Zusammenhang zur Normalverteilung

Seien X, Y ~ Sa$s, a =2
Dann gilt 7x y = Cov(X,Y)

Unabhangigkeit
Seien X, Y ~ Sa$S
e X, Y unabhangig = 7xy =0

@ 7xy =0und 0 < a <1= X,Y unabhingig.
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