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Wiederholung

stabile Verteilung

Definition:

Ein Zufallsvariable X hat eine stabile Verteilung, wenn
J0<a<2,062>0,-1<8<1undpu reell, so dass die
charakteristische Funktion von X die folgende Form hat

E[exp (i0X)] =
exp {—o|0|* (1 —iB (signf) tan) + ipd} falls a # 1

exp {—c|0| (1+iB2 (signd) In|0]) + inf}  fallsa =1
Notation:S, (o, 5, 1)
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Wiederholung

«o— stabiles ZufallsmaB

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und L° (Q) die Menge
der reellen Zufallsvariablen. Sei (E, ¢, m) ein MaBraum

B : E — [-1,1], eine messbare Funktion und

€0 = {A € €: m(A) < oo} eine Teilmenge von e,

die alle endlichen m-messbaren Mengen enthilt
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Wiederholung

Definition:
Eine Mengefunktion M : eg — L% (Q) heiBt a— stabiles ZufallsmaB
auf (E, €) mit KontrollmaB m und Schiefeintensitit 3, falls
e M eine unabhingig verstreute o— additive Mengenfunktion
ist. Unabhangig verstreute Mengenfunktion bedeutet, dass
M (A1),M (Az),..., M (Ak) unabhingig sind, wenn
A1, Az, ..., Ak € €o und A,'ﬂAj =Q, VI#_]

o VA € ¢ gilt

6
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Wiederholung Konstruktion Eigenschaften

I (f) als Stochastische Prozess

Definition:
Sei {I/(f),f € F} ein stochastischer Prozess mit
endlich-dimensionalen Verteilungen Py f, wobei ihre
charakteristische Funktion die Form hat

1. Fallsaa#1:

¢f1 ,,,,, fd(91,...,0d):

d @ d
T
expl — 0;fi (x 1 —ipB(x)sign 0;fi (x) | tan— | m(dx
P{ /J_lej() ( /B()g<;JJ()> 2> ( )}
2. Fallsa=1

hy ety (015 s 04) =

d d d
exp{—/ Zﬂjf]( ) (1+I B (x) sign (Zﬂj )/n ZGJ-G-(X) > m(dx)}

El|i=1 J=1 J=1




Wiederholung

Dann heiBt / (f) c—stabiles Intergral von f. Das MaB m wird
KontrollmaB und die Funktion 3 wird Schiefeintensitdt genannt.
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Konstruktion

Gegeben:

Sei M ein a—stabiles ZufallsmaB auf (E, €) mit einem KontrollmaB
m und Schiefeintensitat 3.

Sei g ={A€e:m(A) < oo}
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Konstruktion

Ziel:
Definiere

1(F) = / f (x) M (dx)
E
fur Vf : E — R, die die folgenden Bedingungen erfiillen
[ RICORE 1)
E

und

/E|f(x)ﬂ(x)/nrf(x>|rm(dx)<oo )

falls o = 1.
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Konstruktion

Notation:
Bezeichnen wir

£ L>(E,e, m) a#1l
Tl F(mB)NLY(E,e,m) a=1

wobei
LY(E,e,m) =
{f: fist meBbar,/ |f (x)|“ m(dx) < oo}
E

9(’”76) =

{r: [1reas00mircollm(an) < x|

und es gilt: F ist ein linearer Raum.
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Wiederholung Konstruktion Eigenschaften

Vorgehensweise

e Konstruiere / (f), wobei f eine einfache Funktion ist.

e Approximiere f durch ("), eine Folge von einfachen
Funktionen, wobei f = /im,Hoof(”) gilt.

e Aquivalenz
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Konstruktion

einfache Funktion

Eine Funktion f : E — R heiBt einfach, falls

x) =) cila; (x)
j=1

wobei A;, i=1,2,...,.n€e Ai #Aj, i #jistund ¢; € R.
Dann definieren wir fiir eine einfache Funktion f

() = / M (dx) = Z M 3)
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Wiederholung Konstruktion

Wiederholung

Proposition:
Seien X1, Xu unabhéngige Zufallsvariablen mit
Xi~Sa (0, Biy i) i = 1,2.

Dann gilt
X1+ Xo~S, (0’, B, ,u) mit

_ brof + Baoy

U%"‘Ug s b= p1 + p2

1
o= (o1 +03)=,p

Eigenschaften
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Konstruktion

Wiederholung

Proposition:

Sei X~S, (0,5, 1) und a € R\ {0} konstant.
Dann gilt

aX ~ S4(|alo,sign(a)f,an),falls a#1

2
aX ~ S, <\a| o,sign(a) B, an — a(/n\a\)aﬁ) Jfallsa =1
T

16
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Konstruktion

Sei M ein a— stabiles ZufallsmaB auf (E, €) mit KontrollmaB m
und Schiefeintensitat 5.

Nach der Definition gilt fiir VA € ¢

WA s, ((mians 279 o)

Weiter gilt, dass M (A;), M (A;),i # j, unabhangig sind.
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Konstruktion

Sei f eine einfache Funktion

ZCJ ) ~Sa (0, Br, pur) mit

or = (/f ymdx) (4)

f(x) B (x) m(dx)
Br = fE\f x)[* m (dx) (5)

_ 0 ifao #1
e = { 2 [ F()B(x)In|f () m(dx) ifa=1 (O

I (f) ist linear in f.
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Wiederholung Konstruktion Eigenschaften

allgemeine Funktion f

Sei f € F beliebig. Wi3hle eine Folge von einfachen Funktionen
{f(")}:il, die die folgende Eigenschaften besitzt.

FN (x) = f(x)Vx € E (7)

’f(”) (X)’ <9 (x),Vn,xundd € F (8)

19/31



Eigenschaften

Wiederholung Konstruktion

Existenz der Folge

Eine mogliche Wahl von {f } 1
. -
< fa//s <f(x)<’Jr i=0,1,...,n* -1,

FN ) =¢ —1 falls— D < p(x)<—Li=01,...,m2 -1,

0 falls|f(x)|>n

In diesem Fall 8 = |f]
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Konstruktion

Ziel: Definiere
1(£) = limp_sool <f<”>>

z.z: | (f(")) konvergiert stochastisch fiir n — co gegen einen
Grenzwert

P
= I(f(”)) — 1 (f(m)) —0, n,m— o0
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Es gilt
/ (f(”)> — (f(m)) _y (f("> _ f(m>) ~Se (T Bs fmm)

F(F) =1 (F0m) P
gilt, wenn
® opm—0,n— 00
® fipm— 0, n— 00



Konstruktion

Daraus folgt
plim, o0l <f(”)) existiert

Definiere
1(f) = plimn_sool (f(">)

VfeF
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Konstruktion

Eindeutigkeit

Seien {f(” }OO T {g }OO zwei Folgen, die gegen f konvergieren
und die Bedingungen (7), ( ) erfiillen.
Definiere

f(m) (x), falls n=2m
A" (x) =
g™ (x), falls n=2m-1

P
Dies impliziert I(h(”)) ——/(f). Dann ergibt sich, dass die

Definition des stabilen Integrals von der Wahl von {f(”)}:ozl nicht
abhangt.
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Eigenschaften

Proposition
Sei f € F. Definiere of, B¢, ur wie (4),(5),(6). Dann

I(f) NSOL (O-faﬁfauf)

d.h
1. Wenn a # 1:

E [exp {i61 (F)}] =
exp{ /\w 1—/ﬁ )5/gn(0f(x))tan%) m(dx)} (9)
2. Wenn a = 1:
Elexp{i0! (f)}] =
exp{—/E|9f(X)| <1+i%ﬂ(x)sign(@f(x))/n|9f(x)|> m(dx)}
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Wiederholung Konstruktion Eigenschaften

Linearitat

Behauptung:
I (f) ist linear in f.d.h

e Seien f,g e F
=1(f+g)=1(F)+1(g)

e Seife F,aeR
= [ (af) = al (f)
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Eigenschaften

Aquivalenz

Aus der Linearitat folgt
Propostion: Fiir 1, f,..., fy € F hat die charakteristische
Funktion des Zufallsvektors (/(f1),... I (fy)) die folgende Form

1. Falls e # 1:

Q
/N
—
|
%
=
N—r
0
&l
-,
Nl
5:,
\/
Y
T2
~_—
3
ks
—

j=1
2. Fallsa=1
[P CE P 04) =
d d d
exp{f/ ZGJ (x) (1+I B (x) sign (ZGJ ) ZGJFJ(X)>m(dx)}
JE =1 j=1 j=1
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Eigenschaften

Der Zufallsvektor (/(f1),...1(fg)) ist a—stabil .

AuBerdem ist diese konstruktive Definition dquivalent zu der
vorherigen Definition.
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Eigenschaften

Unabhangigkeit

Theorem

Seien X1 = [ fi (x) M (dx) und X = [ f2 (x) M (dx) zwei stabile
Integrale bezugllch eines a—stabilen ZufallsmaBes M mit

0 < a < 2 und KontrollmaBB m.

Dann sind X7 und X5 genau dann unabhangig, wenn

fi (x) f2(x) =0, m fast sicher
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Eigenschaften

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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