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Aufgabe 1

(a) Schreibe ein Programm zur Simulation eines Wiener�Prozesses im Intervall [0,1].

Verwende dabei den folgenden Ansatz zur Approximation vonXt: X̃
(n)
t = Sbntc/

√
n+

(nt−bntc)Zbntc+1/
√
n für Si = Z1 + . . .+Zi, wobei Zj i.i.d Zufallsvariablen sind

mit P (Z1 = 1) = P (Z1 = −1) = 0.5. (5)

(b) Bestimme aus 1000 Simulationen mit n = 1000 einen Schätzwert für den Er-
wartungswert und die Varianz des Maximums M1 = max

0≤t≤1
Xt. Werte dazu die

Approximationen an den Stützstellen tk = k/m, k = 0, . . . ,m für m = 1000 aus.
Vergleiche die Schätzwerte mit den theoretischen Gröÿen. (3)

Aufgabe 2

Über einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) sei ein Wiener-Prozess {Xt, t ≥ 0} ge-
geben. Für t > 0 (beliebig, aber fest) de�nieren wir

Zn =

(
2n∑
i=1

(
Xit/2n −X(i−1)t/2n

)2)− t , n ∈ IN.

Zeige, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) EZn = 0 und EZ2
n = t22−n+1 für n ∈ IN. (2)

(b) lim
n→∞

Zn = 0 fast sicher. (2)

(c) Zeige mit Hilfe von Teilaussage (b), dass für jedes t ≥ 0 mit Wahrscheinlichkeit 1

lim
n→∞

2n∑
i=1

|Xit/2n −X(i−1)t/2n | =∞



(2)

Aufgabe 3

Seien µ = (µ1, . . . , µn)> ∈ Rn ein beliebiger Vektor und K = (kij) eine symmetrische
und positiv de�nite n × n-Matrix. Man nennt den absolutstetigen Zufallsvektor Z =
(Z1, . . . , Zn)> (regulär) n-dimensional normalverteilt mit Erwartungswertvektor µ und
Kovarianzmatrix K (Schreibweise: Z ∼ N(µ,K)), falls die gemeinsame Dichte gegeben
ist durch

f(z) =

(
1√
2π

)n 1√
detK

exp

(
−1

2
(z − µ)>K−1(z − µ)

)
∀z ∈ Rn .

Dann gilt EZi = µi und Cov(Zi, Zj) = kij ∀i, j = 1, . . . , n.
Die charakteristische Funktion von Z ∼ N(µ,K) ist gegeben durch

ϕ(t) = E exp(it>Z) = exp(it>µ− 1

2
t>Kt) ∀t ∈ Rn

(a) Zeige: Für Z ∼ N(o,K) und eine m × n-Matrix A mit rg(A) = m ≤ n gilt
Y = AZ ∼ N(o,AKA>) (3)

(b) Es sei {Xt, t ≥ 0} ein Wiener-Prozess. Betrachte die folgenden Transformationen
des Wiener�Prozesses:

• Brownsche Brücke {Bt, t ∈ [0, 1]} mit Bt = Xt − tX1,

• geometrische Brownsche Bewegung {Yt, t ≥ 0} mit Yt = eXt ,

• Ornstein�Uhlenbeck�Prozess {Ut, t ≥ 0} mit Ut = e−t/2Xet .

Ein stochastischer Prozess (Xt)t∈T auf einer beliebigen Indexmenge T wird Gauÿ-
Prozess genannt, falls seine endlich-dimensionalen Verteilungen (mehrdimensio-
nale) Normalverteilungen sind. Welche der Prozesse {Bt}, {Yt} bzw. {Ut} sind
Gauss-Prozesse? (4)

(c) Bestimme jeweils die zugehörige Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunktion
für die Prozesse aus (b). (3)

Hinweis: Die charakteristische Funktion ϕ : IR → C einer (eindimensional) N(µ, σ2)-
verteilten Zufallsvariable ist gegeben durch ϕ(s) = eisµe−

1
2
σ2s2 .


