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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) = ({a, b, c},P({a, b, c}),P), wobei P({a}) =
0.5 und P({b}) = P({c}) = 0.25. Außerdem sei X eine Zufallsvariable über diesem Wahrschein-
lichkeitsraum mit X(a) = 1 und X(b) = X(c) = 2. Weiter seien die Sub-σ-Algebren F1 und
F2 von F = P({a, b, c}) gegeben durch F1 := {∅, {a}, {b, c},Ω} und F2 := {∅, {a, b}, {c},Ω}.
Berechnen Sie E(E(X|F1)|F2) und E(E(X|F2)|F1).

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Der Zufallsvektor (X, Y ) : Ω→ R2 sei absolutstetig mit der gemeinsamen Dichte fX,Y : R2 →
[0,∞] und den Randdichten fX : R→ [0,∞] und fY : R→ [0,∞].Außerdem sei E|X| <∞.
Zeigen Sie, dass eine Version der bedingten Erwartung E(X|Y ) gegeben ist durch

E(X|Y )(ω) =
∫
R xfX,Y (x, Y (ω))dx

fY (Y (ω)) 1I{fY (Y (ω) > 0)}.

Hinweis: Die Messbarkeit bzgl. σ(Y ) muss nicht gezeigt werden.

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Es seien (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, Y ) ein absolutstetiger Zufallsvektor
mit der gemeinsamen Dichte
f(X,Y )(x, y) = 21I{0 ≤ y ≤ x ≤ 1}. Bestimmen Sie E(X|Y ) und P(X ≥ 0.5|Y ).

Aufgabe 4 (6 Punkte)
Beweisen Sie folgende Behauptung: Die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen Pt1,...,tn auf
(Rn,B(Rn)), n ≥ 1, t = (t1, . . . , tn) ∈ T n erfüllt die Bedingungen des Theorems von Kolmogo-
rov genau dann, wenn für alle n ≥ 2, t = (t1, . . . , tn) ∈ T n und für alle s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn

die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) ϕPt1,...,tn (s1, . . . , sn) = ϕPtπ(1),...,tπ(n)
(sπ(1), . . . , sπ(n)) für alle π ∈ Sn.

(b) ϕPt1,...,tn−1
(s1, . . . , sn−1) = ϕPt1,...,tn (s1, . . . , sn−1, 0).

Hinweis: ϕ(·) bezeichnet die charakteristische Funktion des jeweiligen Maßes. Sn bezeichnet
die Gruppe aller Permutationen π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.



Aufgabe 5 (3 Punkte)
Geben Sie ein Beispiel eines stochastischen Prozesses an, dessen endlich-dimensionale Vertei-
lungen multivariat normalverteilt sind.

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Geben Sie ein Beispiel für eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen Pt1,...,tn an, welche nicht
die Bedingungen des Theorems von Kolmogorov erfüllt.

Aufgabe 7 (3 Punkte)
Beweisen Sie: Ein (reellwertiger) stochastischer Prozess X = {X(t), t ∈ [0,∞)} mit unabhän-
gigen Zuwächsen hat bereits dann stationäre Zuwächse, wenn für jedes t > 0 die Verteilung
der Zufallsvariablen X(t+ h)−X(h) unabhängig von h ≥ 0 ist.


