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Aufgabe 1

Sei {X,, : n € Ny} eine homogene Markov-Kette mit Zustandsraum E = {1,2,3} und
Ubergangsmatrix P = (pij), wobei pi12 = pag = p31 = 1 gelte. Die Anfangsverteilung sei
durch a = (3,1, %) gegeben.

(a) Zeige, dass die Folge Y,, = 1 — I(X,, = 1) keine Markov-Kette beschreibt.

(b) Sei Y,, = Xa,,n > 0. Zeige, dass die Folge {Y,,} eine Markov-Kette ist und be-
stimme die zugehorige Ubergangsmatrix.

Aufgabe 2

Zeige, dass ein stochastischer Prozess {X; : ¢ > 0} mit Werten in einem hochstens ab-
zahlbar unendlichen Zustandsraum E genau dann ein Markov-Prozess ist, wenn es eine
Ubergangsfunktion {P(h)}n>0 gibt, S0 dass fiir alle
0<t <... <ty und 9,%1,...,%p € F

P(Xy, =in | X, , =in—1,...,Xs, =11,X0 =10p)
= Pip1in (tn - tn—l) = P(th = ln | th—l = in—l)'

Aufgabe 3

In Ulm sei das Wetter entweder sonnig, neblig oder regnerisch. Das Wetter dort werde
modelliert durch eine Markov-Kette mit den folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten:

morgen wird es...
sonnig neblig regnerisch
sonnig 0.8 0.2 0.0
heute ist es... neblig 0.4 0.4 0.2
regnerisch 0.2 0.6 0.2




Angenommen, der 10. Mai sei sonnig. Berechne die Wahrscheinlichkeiten fiir die Wet-
terzustinde sonnig, neblig und regnerisch am 2. September. Hinweis: Zur Berechnung
von Matrixpotenzen darf hier R, Maple, o.4. verwendet werden.

Aufgabe 4
Seien E = {1,...,¢} ein endlicher Zustandsraum, D ein beliebiger messbarer Raum,
Z1,Za,...: 0 — D eine Folge von unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvaria-

blen, und die Zufallsvariable Xg : 2 — E sei unabhingig von Z1, Zs, . ... Die Zufallsva-
riablen X1, Xo,...: Q — E seien durch die Rekursionsgleichung X,, = (X1, Z5) ge-
geben, wobei ¢ : Ex D — E eine beliebige messbare Abbildung sei. Zeige: Xo, X1, Xo, ...
ist eine Markov-Kette.
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