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1 Einleitung

Die Vorlesung gibt eine Einfiihrung in verschiedene Klassen stochastischer Prozesse. Schwerpunkte
der Vorlesung sind:

e Zihlprozesse (Erneuerungsprozesse, Poisson—Prozesse), Sprungprozesse

o Markow-Prozesse

o Wiener-Prozess (Brownsche Bewegung)

o Lévy-Prozesse

Martingale

Insbesondere werden analytische und asymptotische Eigenschaften dieser Modelle diskutiert, die
die Grundlage fiir statistische Methoden und Simulationsalgorithmen bilden.

Dabei werden wir in dieser Vorlesung vor allem stochastische Prozesse ,mit kontinuierlicher Zeit”
betrachten, d.h., iiberabzihlbare Familien von Zufallsvariablen.

Die Eigenschaften einzelner Zufallsvariablen bzw. von (endlichen oder abzéhlbar unendlichen) Fol-
gen von Zufallsvariablen wurden ausfiihrlich in der Vorlesung ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung” behan-
delt, vgl. das Skript zur Vorlesung ,Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik” im WS
10/11.

Verweise auf dieses Vorlesungsmanuskript werden wir mit dem Zusatz ,WR” vor der Nummer der
zitierten Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln kennzeichnen.

Gelegentlich werden wir auch auf Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln aus
dem Skript zur Vorlesung ,Markov Chains and Monte—Carlo Simulation” verweisen, wobei diese
Verweise dann mit dem Zusatz ,MC” gekennzeichnet werden.

1.1 Grundbegriffe

Stochastische Prozesse sind Familien {X;, ¢ € I} von Zufallsvariablen X; : Q@ — FE, die iiber
einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert sind, wobei (2, F, P) ein beliebiger

Wabhrscheinlichkeitsraum sein kann, der oft nicht ndher spezifiziert wird.

Die Indexmenge I kann eine beliebige Menge sein. Der Bildraum E der Zufallsvariablen X; kann
ebenfalls eine beliebige Menge sein, die lediglich mit einer o—Algebra B(FE) von Teilmengen von F
versehen ist, d.h., im allgemeinen ist (E, B(E)) ein beliebiger Messraum, der sogenannte Zustands-
raum des stochastischen Prozesses {X;}.

Man sagt dann, dass {X;} ein stochastischer Prozess in I mit Werten in (E,B(FE)) ist. Dabei
unterscheidet man verschiedene Arten von Indexmengen I.

e Falls I eine abziahlbare Menge ist, zum Beispiel I = {0, 1,2, ...}, dann wird {X;} eine zufillige
Folge bzw. ein stochastischer Prozess mit diskreter Zeit genannt.
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e Typische Beispiele von (liberabzéhlbaren) Indexmengen I C R fiir stochastische Prozesse
mit kontinuierlicher Zeit sind I = (a,b) (beschrénktes Interval), I = [0,00) (nichtnegative
Halbachse) bzw. I = R (reelle Achse).

e Falls I C R? eine Teilmenge des d-dimensionalen euklidischen Raumes ist, wobei d > 2, dann
wird {X;} ein zufilliges Feld genannt.

e Falls I C B(RY) eine Familie von Teilmengen des R? ist, dann sagt man, dass {X;} ein
mengen—indizierter Prozess ist. Wenn I C B(R?) eine o-Algebra ist, {X;} nur nichtnegative
Werte annimmt und o—additiv ist, dann wird {X;} ein zufilliges Mafl genannt.

Wenn I C R gilt, dann wird fiir jedes w € Q die Funktion {X;(w), t € I'} eine Trajektorie bzw. ein
Pfad des stochastischen Prozesses {X;} genannt.

In dieser Vorlesung werden wir vorwiegend stochastische Prozesse mit I C [0,00) und E C R be-
trachten. Erst in dem abschliefsenden Kapitel 4 werden einige Klassen von stochastischen Prozessen
mit allgemeineren Indexmengen diskutiert.

1.2 Endlich—dimensionale Verteilungen; Existenzsatz von Kolmogorow

Sei {X, t € I} ein stochastischer Prozess mit I = [0,00) und E = R.

Definition Fiir jedes n = 1,2,... und fiir jedes n—Tupel t1,...,t, > 0 von Indizes wird die
Mengenfunktion Py, . 4, : B(R") — [0,1] mit
Ptl,...,tn(Bl X...XBn):P(th EB]7...,th EBn), Bh...,BnEB(R) (1)
endlich—dimensionale Verteilung von {X;} genannt.

Beachte Es ist klar, dass die endlich—dimensionalen Verteilungen von stochastischen Prozessen
die folgenden Konsistenzeigenschaften besitzen.

e Sein=1,2,... eine beliebige natiirliche Zahl, und sei 7 eine beliebige Permutation von
(1,...,n).
e Dann gilt
Pt1;~~'~,trL<B1 X X Bn) = Pt‘rr(l))"'wtﬂ(n)(Bﬂ'(l) X X Bﬂ(n)) (2)
und
Pt1~,~~gtn7tn+1 (Bl X ... X Bn X R) = Ptl,...,tn(Bl X ... X Bn) (3)
fiir jedes (n 4+ 1)-Tupel t1,...,t,41 > 0 und fiir beliebige Borel-Mengen By, ..., B, €
B(R).
Wir nehmen nun umgekehrt an, dass {P;, .. 1., t1,---,tn > 0, n = 1,2,...} eine beliebige Familie

von Wahrscheinlichkeitsmafen ist, die den Bedingungen (2) und (3) gentigen.

Der folgende (Existenz-) Satz von Kolmogorow ist eine wichtige Fundamentalaussage in der Theorie
stochastischer Prozesse.
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Theorem 1.1  Fiir jede Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen {Py, . 1., t1,-..,tn > 0,n =
1,2,...}, die den Bedingungen (2) und (3) geniigen, gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)

die endlich—dimensionalen Verteilungen von {X;, t > 0} sind.

Der Beweis von Theorem 1.1 beruht auf Standard—Techniken der Mafltheorie. Wir erwdhnen hier
nur die Grundidee des Kolmogorowschen Konstruktionsprinzips. Ein detaillierter Beweis kann zum
Beispiel in Kallenberg (2001), S. 115-116 nachgelesen werden.

Dabei wird bei der Wahl eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P) bzw. des zugehorigen
stochastischen Prozesses {X;} wie folgt vorgegangen.

e Sei Q = ET, d.h., in unserem Fall ist Q = RI%>) die Familie aller Abbildungen w : [0,0) = R
von [0,00) in die Menge der reellen Zahlen R.

e F sei die kleinste o—Algebra von Teilmengen von €2, die sdmtliche Zylinder—Mengen der Form
..... tn =W €Q: (wth), ..., w(tn)) € B} (4)
enthélt fiir jedes beliebige B € B(R™).

e Mit Techniken der Mafitheorie kann man zeigen, dass es ein (eindeutig bestimmtes) Wahr-
scheinlichkeitsmaf P : F — [0,1] gibt, fiir das P(Af ;) = P, .+, (B) fiir beliebige
n=12,...und t1,...,t, > 0 sowie B € B(R") gilt.

e Dann stimmen die endlich-dimensionalen Verteilungen des , Koordinaten-Prozesses” {X;, t >
0}, der gegeben ist durch X;(w) = w(t) fiir beliebige ¢t > 0 und w € Q, mit den Wahrschein-
lichkeitsmafen {P;, . ;, } tberein.

Beachte

o Der Existenzsatz von Kolmogorow gilt auch fiir beliebige Indexmengen I und fiir beliebige
Zustandsraume (E, B(E)), d.h., fiir Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen {P;, . ;
I} iiber (E™,B(E™)) mit n = 1,2, ..., die den Bedingungen (2) und (3) geniigen.

e Der stochastische Koordinaten—Prozess { X, t € I} wird dann auf vollig analoge Weise
iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (E!, F(ET), P) konstruiert, wobei F(E') die kleinste
o—Algebra ist, die alle Zylinger-Mengen von E’ enthilt.

n

1.3 Regularitit der Trajektorien

Das folgende Beispiel zeigt, dass der gemaf Theorem 1.1 zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmafsen
{Ptl,...,tn} stets existierende stochastische Prozess, der diese Wahrscheinlichkeitsmafe als endlich—
dimensionale Verteilungen hat, im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist.

o Sei U eine (gleichverteilte) Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Qaf7 P) = ([07 1]7 B([07 1])7 Vl)

mit U(w) = w, wobei v; das Lebesgue-MaR bezeichnet.

..
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e Die stochastischen Prozesse {X;, t € [0,1]} und {Y;, ¢ € [0,1]} seien gegeben durch

1, falls U =t,
X¢ =0 fiir jedes ¢t € [0,1] bzw. Y, =
0, sonst.

o Esist klar, dass die Prozesse {X;} und {Y;} die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen
besitzen, weil P(U = t) = 0 fiir jedes ¢ € [0, 1] gilt.

e Dennoch sind {X;} und {Y;} zwei verschiedene stochastische Prozesse, denn es gilt beispiels-
weise

P(X; =0fiir jedes t € [0,1]) =1 und P(Y; =0 fiir jedes t € [0,1]) = 0.

Definition
e Stochastische Prozesse {X;} und {Y;}, deren endlich-dimensionale Verteilungen iiber-
einstimmen, werden Versionen einunddesselben stochastischen Phanomens genannt.

e Wenn die stochastischen Prozesse {X;} und {Y;} iiber einunddemselben Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P) gegeben sind und wenn P(X; = Y;) = 1 fiir jedes ¢t € T gilt,
dann wird der stochastische Prozess {Y;} eine Modifikation von {X;} (und umgekehrt)
genannt.

Ein weiteres Problem besteht darin, dass Teilmengen von Q = RI%>) die durch Eigenschaften der
Trajektorien gegeben sind, im allgemeinen nicht messbar beziiglich der o—Algebra F sein miissen,
die durch die Zylinder-Mengen in (4) erzeugt wird.

e Fin Beispiel hierfiir ist die Teilmenge
A={weQ: Xy(w) =0 fir jedes t € [0, 1]}

von (2, die der (iiberabzéhlbare) Durchschnitt A = (,¢(o 1 {X¢ = 0} der Ereignisse {X; =
0} € F ist und die deshalb im allgemeinen nicht messbar sein muss.

e Dieses Problem lésst sich dadurch 16sen, dass man nur solche stochastischen Prozesse betrach-
tet, deren Trajektorien gewisse Regularitétseigenschaften besitzen.

e Falls alle Trajektorien des Prozesses { X;} stetige Funktionen sind, dann wird {X;} ein stetiger
Prozess genannt.

— In diesem Fall ldsst sich die in oben betrachtete Menge A C 2 als der Durchschnitt von
abzahlbar vielen Mengen aus F darstellen.

— Denn es gilt dann

A= N {weQ: X (w) =0},
t € [0, 1], ¢ rational

dh. Ae F.
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Die im folgenden Kapitel 2 betrachteten klassischen Beispiele von stochastischen Prozessen zeigen
jedoch, dass es nicht ausreicht, nur Prozesse mit stetigen Trajektorien zu betrachten.

e Deshalb wird im allgemeinen eine gréfsere Klasse von stochastischen Prozessen betrachtet, die
alle praktisch relevanten Beispiele umfasst und deren Trajektorien gleichzeitig gute Regulari-
tatseigenschaften besitzen.

e Dabei wird nur gefordert, dass die Trajektorien {iberall rechtsstetig sind und linksseitige
Grenzwerte besitzen. Hinreichende Bedingungen hierfiir sind durch das folgende Theorem
gegeben.

Theorem 1.2  Sei {X;,t > 0} ein beliebiger reellwertiger Prozess, und sei D C [0,00) eine
abzihlbare Menge, die dicht in [0,00) liegt. Falls

(i) {X:} rechtsstetig in Wahrscheinlichkeit ist, d.h., fir beliebiget > 0 und h | 0 gilt X;1p, N Xy,

wobei — die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bezeichnet,

(ii) die Trajektorien von {X.} fiir jedes t € D mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche rechts- und
linksseitige Grenzwerte besitzen, d.h., fir jedes t € D existieren die Grenzwerte limp o Xi1p
und limppo X¢yp, mit Wahrscheinlichkeit 1,

dann gibt es eine Version {Y;, t > 0} von {X;, t > 0}, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

(a) die Trajektorien von {Y;} rechtsstetig sind und

(b) linksseitige Grenzwerte besitzen, d.h., limpqyo Yiyp, existiert fir jedes t > 0.

Der Beweis von Theorem 1.2 geht {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus und wird deshalb
weggelassen; er kann beispielsweise in Breiman (1992), S. 300 nachgelesen werden.

Theorem 1.3 (A.N. Kolmogorow) Sei {X;, t > 0} ein beliebiger reellwertiger Prozess, so dass es
Konstanten a,b,c € (0,00) gibt mit

E(|X; — X|) <clt—s/'T"  Vt,s>0.

Dann gibt es eine stetige Modifikation von {X;}.

Einen Beweis von Theorem 1.3 kann man zum Beispiel in Krylov (2002), S. 20-21 nachlesen.
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1.4 Modifikationen von cadlag Prozessen

In diesem und in den nachfolgenden Abschnitten setzen wir stets (0.B.d.A.) voraus, dass (2, F, P)
ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum ist, d.h.,

e simtliche ,Nullmengen” des Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P) gehoren zu F bzw. (dquiva-
lent hierzu)

o fiir C C Qgilt C € F, falls es Teilmengen A, B € F gibt, sodass A C C C Bund P(B\A) =0.

Beachte

e Zur Erinnerung: Wenn fiir die stochastischen Prozesse {X;, t > 0} und {Y;, ¢ > 0} iiber
(Q,F,P)
PX;=Y)=1 fiir jedes t > 0 (5)
gilt, dann wird {Y;} eine Modifikation von {X;} (und umgekehrt) genannt.

e Manchmal wird eine verschirfte Version der Bedingung (5) betrachtet. Dabei sagt man,
dass die stochastischen Prozesse {X;} und {Y:} ununterscheidbar sind, wenn

P(X; =Y fir jedest >0) =1.

e Auferdem sagt man, dass der stochastische Prozess {X;, t > 0} cadlag ist,

— wenn fast alle Trajektorien von {X;} rechtsstetige Funktionen sind, die linksseitige
Grenzwerte besitzen,

— wobei ,cadlag”’ eine Abkiirzung der franzosischen Sprechweise ,continu & droite, li-
mites & gauche” ist.

e Alle stochastischen Prozesse mit stiickweise konstanten bzw. stetigen Trajektorien, die
in Kapitel 2 betrachtet werden, sind cadlag.

Theorem 1.4  Seien {X;, t > 0} und {Y;, t > 0} stochastische Prozesse iber (0, F,P), so dass
{X:} und {Y:} mit Wahrscheinlichkeit 1 rechtsstetige Trajektorien besitzen. Auflerdem sei {Y;} eine
Modifikation von {X:}. Dann sind die Prozesse {X;} und {Y:} ununterscheidbar.

Beweis
e Seien A, A’ C Q diejenigen Teilmengen von €, fiir die die Trajektorien von {X;} bzw.
{Y};} nicht rechtsstetig sind, wobei dann P(A) = P(A’) = 0.

o Aukerdem sei Cy = {w € Q1 Xy(w) # Yi(w)} fiir jedes t > 0 und C = (J,cq+ Ct, wobei
Qt =Qn0,00) die Menge der rationalen Zahlen in [0, 00) bezeichnet.

— Weil {Y;} eine Modifikation von {X;} ist, gilt P(C) =0 und deshalb auch
P(C’) =0, (6)

wobei C' =CUAUA',
— Somit ist klar, dass X;(w) = Y;(w) fiir beliebige t € Q1 und w & C".
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e Sei nun ¢t > 0 eine beliebige (nichtnegative) Zahl und {¢,} eine Folge rationaler Zahlen
mit ¢, > tp41 > tund ¢, | L.

— Weil Xy, (w) =Y, (w) fiir beliebige n > 1 und w & C’, ergibt sich nun, dass

Xi(w) = lim Xy (w)= lim ¥}, (w) =Yi(w)

n—roo n—oo

fiir beliebige t > 0 und w & C'.
— Wegen (6) folgt hieraus, dass die Prozesse {X;} und {Y:} ununterscheidbar sind. O

Aus Theorem 1.4 ergibt sich insbesondere das folgende Resultat.

Korollar 1.1 Die Prozesse {X;, t > 0} und {Y;, t > 0} seien cadlag, wobei {Y:} eine Modifikation
von {X;} sei. Dann sind die Prozesse {X;} und {Y:} ununterscheidbar.

1.5 Stationaritidt und Unabhingigkeit; stationdre bzw. unabhéngige Zu-
wichse

Von grofier Bedeutung sind stochastische Prozesse, fiir die die in (1.2.1) eingefiihrten endlich—
dimensionalen Verteilungen gewisse Invarianzeigenschaften besitzen. Zwel wichtige Klassen solcher
stochastischen Prozesse sind wie folgt definiert.

Definition Seienn=1,2,...,0<t; <t; <...<t, und h > 0 beliebige Zahlen.

e Der stochastische Prozess {X;,t > 0} heifst stationdr, wenn die Verteilungen der Zufalls-
vektoren (X4, 1ph,...,X¢t,+n) nicht von h abhingen.

e Man sagt, dass der stochastische Prozess { Xy, t > 0} ein Prozess mit stationdren Zuwdch-
sen ist, wenn die Verteilungen der Zufallsvektoren (X, 41— Xtgthy - -+ » Xt +h — Xt,,_1+h)
nicht von h abhingen.

Eine andere wichtige Klasse von stochastischen Prozessen, die wir in dieser Vorlesung ausfiihrlich
behandeln werden, ist wie folgt definiert.

Definition Man sagt, dass der stochastische Prozess {X;,t > 0} ein Prozess mit unabhdngigen
Zuwdchsen ist, wenn die Zufallsvariablen X, Xy, — X3,..., Xy, — Xy, , flirallen=1,2,...
und 0 <9 < t; <...<t, unabhingig sind.

n—1

Gelegentlich werden wir auch den Begriff der Unabhiingigkeit von zwei (oder mehreren) stochasti-
schen Prozessen bzw. den Begriff der Unabhingigkeit eines Prozesses von einer o—Algebra ben&tigen.

Definition Seien {X;,t > 0} und {Y;,t > 0} zwei beliebige stochastische Prozesse {iber einund-
demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra
von F.
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e Man sagt dann, dass {X;} und {Y;} unabhdingig sind, wenn die Zufallsvektoren (Xy,, ..., X; )

n

und (Ys,,...,Ys ) fiir beliebige (endliche) Folgen von nichtnegativen Zahlen ti,... %,

m

bzw. si,..., s, unabhingig sind.

e Aufierdem sagt man, dass {X;} von G unabhingig ist, wenn fiir jede Folge t1,...,t, von
nichtnegativen Zahlen und fiir beliebige By,..., B, € B(R) und A € G die Ereignisse
Xt_ll(Bl) N...N Xt_nl(Bn) und A unabhingig sind, wobei X; '(B) = {w € Q: X;(w) €
B}.
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2 Prozesse mit stiickweise konstanten bzw. stetigen Trajek-
torien

In den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir Beispiele von stochastischen Prozessen,
deren Pfade stiickweise konstante (Sprung—) Funktionen sind. Dagegen ist der in Abschnitt 2.4
betrachtete Wiener—Prozess ein Beispiel von stochastischen Prozessen mit stetigen Trajektorien.

2.1 Zahlprozesse; Erneuerungsprozesse

Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei Sy, Sa,...: Q2 — [0, 00) eine beliebige
Folge von nichtnegativen Zufallsvariablen mit 0 < 57 < 55 <....

In der Versicherungsmathematik koénnen die Zufallsvariablen S, Zeitpunkte modellieren, zu de-
nen Schiden eines bestimmten Typs eintreten. Dies kénnen beispielsweise Schiden sein, die durch
Naturkatastrophen wie Erdbeben oder schwere Stiirme verursacht werden.

Definition

1. Der stochastische Prozess {N¢,t > 0} mit
Ny => (S, <t) (1)
k=1

wird Zdihlprozess genannt, wobei T(A) der Indikator des Ereignisses A € F ist, d.h.
I(A)(w) =1, falls w € A, und T(A)(w) =0, falls w ¢ A.
2. Sei Ty, Ts,...: Q — [0,00) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen, die nur nichtnegative Werte annehmen.
e Dann wird die Folge {S,,,n =0,1,...} mit So = 0und S,, = T1+...+T), fiir n > 1 ein
Erneuerungspunktprozess genannt, wobei S,, der n-te Erneuerungszeitpunkt heifit,
vgl. Abb. 1.
e Der in (1) gegebene stochastische Prozess {N¢, ¢ > 0} wird in diesem Fall Erneue-
rungszdhlprozess bzw. kurz Erneuerungsprozess genannt, vgl. Abb. 2.

e Dabei wird stets vorausgesetzt, dass die ,Zwischenankunftszeiten” T,, nicht mit
Wahrscheinlichkeit 1 gleich Null sind, d.h., es gelte P(T},, > 0) > 0 fiir jedes n > 1.

2.1.1 Ergodensatz; Zentraler Grenzwertsatz

Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich die folgende asym-
ptotische Eigenschaft des Erneuerungsprozesses { Ny, ¢ > 0}; vgl. auch Beispiel 6 in Abschnitt WR—
5.2.3. Aussagen dieses Typs werden in der Literatur individueller Ergodensatz genannt,.
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— ¢ W

Abbildung 1: Punktprozess {S,} mit Zwischenankunftszeiten {7}, }

Theorem 2.1 Sei 0 < p < oo, wobeir p = ET,, den Erwartungswert der Zwischenankunftszeiten
T, bezeichnet. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, dass

N, 1
lim — = — . (2)

t—oo "

Beweis
o Fiir jedes t > 0 gilt
P(N; < 00) =1, (3)
denn aus Theorem WR-5.15 folgt, dass lim,,_, o, S, = 0o mit Wahrscheinlichkeit 1.

e AuRerdem ist N;(w) fiir jedes w € Q monoton nichtfallend in ¢ > 0, d.h., der Grenzwert
lim; o N¢(w) existiert fiir jedes w € Q.

e Dariiber hinaus gilt mit Wahrscheinlichkeit 1
lim N; = oo, (4)

t—o00
weil

P(hm Nt<oo) = lim P(lim Nt<k)
t—o00 k—oo t—o00
= lim lim P(N: < k)
k— oo t—o0
= lim lim P(S; > t)
k—oo t—o0
o t ¢
< lim hm(P(T1>f)+...—|—P(Tk>f)):0.

- k— oo t—00 k k

e Aus Theorem WR-5.15 folgt also, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
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- —_
—3
- —_
-1
— . . . rl
T1 | T2 | T3 | T4 |
S S S S
1 2 3 4

Abbildung 2: Zahlprozess {N;}

e Auferdem gilt fiir beliebige t > 0 und n € N={1,2,...}
{Ny=n}={S, <t < Spt1}. (6)

o Folglich gilt Sy, <t < Sn,+1 bzw.

%<L<SM+1Nt+1
N, N, -"N+1 N,

e Hieraus und aus (5) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (2). O

AuRerdem gilt der folgende zentrale Grenzwertsatz; vgl. auch Beispiel 4 in Abschnitt WR-5.3.2.

Theorem 2.2 Sei 0 < u=ET; < oo, ET? < 0o und Var Ty > 0. Fiir jedes x € R gilt dann

i (M <)~ g

wobei ¢ = Var Ty /u® und ® : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis

e Aus dem Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiir Summen von unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. den Beweis von Theorem WR-5.16) ergibt sich, dass
die Konvergenz

. Sn —np
n TP < —
nlggo P( nVarl; — I) q)(l’) (8)

gleichméfig in « € R erfolgt.
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e Sei |a] der ganzzahlige Anteil von a > 0. Mit der Schreibweise m(t) = |zv/ct + tu~!]
gilt dann fiir jedes hinreichend grofse ¢

Nt *tuil _
P<7<x> = P(N; < zVet +tu~t
\/a — ( t = M )

P(Sm(t)Jrl >t)
(Sm,(t)-‘rl - [L(WL(t) + 1) N l— M(m(t) + 1) )
V() + 1) Var Ty Vmt) + DVar T,/

o Also gilt

(A )

Smy+1 — p(m(t) +1) t — u(m(t) +1) t—p(m(t) +1)
= ‘P( \/(()r;;l(t) ﬁl)VarTl ~ \/(m(ﬁi) + 1)VarT1) - (1 - @(\/(m(ﬁi) + 1)VarT1))‘

A0- (s ovam) ~*el

o Auferdem gilt fiir jedes x € R

lim m(t) = 75lim lzvet +tu™ ]| = 0o,
bde el

t—o0
o Wegen (8) und wegen der Symmetrieeigenschaft
1—0(—z) =P(x) Vz e R

der Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)-Verteilung geniigt es somit noch zu zeigen, dass

i Lo em) ©)
t=oo \/m(t)Var T}

o Weil m(t) = zv/ct +tu~! +&(t) mit 0 < |e(¢)| < 1 fiir jedes hinreichend grofe t > 0 gilt,
ergibt sich

t — pum(t) b= et —t— pe(t)
m(t)Var Ty m(t)Var Ty
Vi~ War Tt ue(t)

—r _ 7
\//Fl\/ar Tyt + xVar Ty/ct + Var The(t) \/m(t)\/ar Ty

wobei der erste Summand gegen —x und der zweite Summand gegen 0 strebt fiir ¢ — oc.

o Damit ist die Behauptung (7) bewiesen. O
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2.1.2 Erneuerungsfunktion

Definition Die Funktion H : [0,00) — [0,00), wobei H(t) = EN; die erwartete Anzahl von
Erneuerungszeitpunkten im Intervall [0,¢] bezeichnet, wird Erneuerungsfunktion von {N;}
genannt. Aus (1) ergibt sich, dass

:]Ei]I(Sn<t ZE]IS <t) ZF*"(t), (10)

n=1

wobei F' : [0,00) — [0,1] die Verteilungsfunktion der Zwischenankunftszeiten 7,, und F*™
die n-te Faltungspotenz von F bezeichnet. Dabei gilt F** = F*("~1) « [ und (G * F)(t) =

fioo G(t — s)dF(s) mit F*1(t) = F(t) und F** = 1([0,00)), d.h., F*O(¢) = 1 fiir ¢ > 0 und
F*¥O(t) = 0 fiir t < 0.
Beachte
1. Es ist klar, dass die Erneuerungsfunktion H : [0,00) — [0, 00) monoton wachsend ist.
AuRerdem ist es nicht schwierig zu zeigen, dass H(t) < oo fiir jedes t > 0 gilt.

2. Allerdings ist es nur in wenigen Spezialfillen moglich, einfache geschlossene Formeln fiir
die Erneuerungsfunktion H herzuleiten. Die Laplace—Stieltjes—Transformierte Iy (s) =
fooo e~ ** dH (z) von H lisst sich jedoch immer durch die Laplace-Stieltjes—Transformierte
von F' ausdriicken.

Theorem 2.3 Fir jedes s > 0 gilt

Beweis Aus (10) ergibt sich, dass

[H(S) _ /OOO 57T d(z F*n Z/ e 5% dF*n = Z ZF*H < = Z(ZF(S))H = 1Z_Fl”(FS)()’
n=1 n=1 n=1 ’

wobei die geometrische Reihe S°°  (Ir(s))" konvergiert, weil [ (s) < 1 fiir jedes s > 0 gilt.
O

Aus Theorem 2.1 ergibt sich die Vermutung, dass die Erneuerungsfunktion H(¢) = E N, ein &hnli-
ches asymptotisches lineares Verhalten hat, wie es in (2) fiir den Erneuerungsprozess {N;} gezeigt
wurde. Um dies zu zeigen, bendtigen wir den folgenden Hilfssatz, der in der Literatur die Waldsche
Identitdt fiir Erneuerungsprozesse genannt wird.

Lemma 2.1 Sei g : [0,00) — [0,00) ein beliebige Borel-messbare Funktion. Dann gilt fiir jedes
t>0
B Ni+1

E(Z ) Eg(T1)(EN; +1). (12)
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Beweis

e Um die Giiltigkeit von (12) zu zeigen, fithren wir die folgenden Hilfsvariablen ein: Sei

0 fallsi> N;+1,
1 fallsi < N; +1.

Dann ergibt sich aus dem Satz {iber die monotone Konvergenz, dass

Ni+1

E(Y gm) =E (i 9T)Y:) = iE (9(T)Y).

1=

wobei die Erwartungswerte in der letzten Summe genauer bestimmt werden konnen, weil
die Zufallsvariablen g(T;) und Y; unabhingig sind.

Dies gilt, weil die Bernoulli-Variable Y; genau dann von 7; unabhéngig ist, wenn das
Ereignis {Y; = 1} von T; unabhéngig ist.

Es gilt jedoch {Y; = 1} = {N: +1 > i} = {S;—1 < t}, und das letzte Ereignis ist
unabhingig von T;.

Hieraus folgt, dass

Ni+1

E( ) o(1)) = Y Eg(L)EY, = Eg(1)) Y P(Yi = 1)

[M]8

= Eg(T)Y P(N,+1>i)=Eg(T)(EN, +1).

i=1

Wir sind nun in der Lage, das folgende Theorem zu beweisen, das in der Literatur der elementare
Erneuerungssatz genannt wird.
Theorem 2.4 Sei 0 < pu < oo. Dann gilt

lim A() _1 . (13)
t—oo t o

Beweis

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich mit Hilfe des Lemmas von Fatou, dass
p~t =E liminft 'N, < liminft 'E N, = liminf ¢t ' H(t).
t—o00 t—o0 t—o00

e Andererseits gilt auch
p~t > limsupt ' H(t). (14)

t—o0
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e Um dies zu zeigen, betrachten wir die gestutzten Zwischenankunftszeiten T, = min{7,,, b}
fiir ein hinreichend grofes b > 0, so dass ET,, > 0.

e Sei {N/,t > 0} der entsprechende Zahlprozess mit

oo n
N =) IS, <t),  S,=> T, (15)
n=1 =1

und H'(t) = E N].
e Dann gilt N} > N; und somit H'(t) > H(t) fiir jedes ¢t > 0. Hieraus und aus Lemma 2.1
ergibt sich, dass

E Sy 1
limsupt 'H(t) < limsupt 'H'(t) <limsupt ' ——t—
t—o0 t—o0 t—o0 ETl
< limsupt ™ 'E (S, + Tyrq)(ETY) !
t—o0 t t
< limsupt 't +b0)(ET]) "' = (ET])~ .
t—o0
e Damit ist (14) bewiesen, denn es gilt limy_,o ET] = ET}. O

Aufser der in Theorem 2.4 hergeleiteten asymptotischen Linearitit 14sst sich noch eine wesentliche
scharfere Aussage {iber das asymptotische Verhalten der Erneuerungsfunktion H(t) fiir ¢ — oo
herleiten.

Der folgende Grenzwertsatz wird in der Literatur Erneuerungssatz von Blackwell bzw. Haupter-
neuerungssatz. genannt. Er besagt, dass sich das Erneuerungsmafl H : B([0,00)) — [0, c0] mit

H(B) = Z/B dF*™(z), B e B([0,0))

n=0

asymptotisch genauso wie das Lebesgue—Mafs verhalt.

Theorem 2.5 Sei 0 < p < oo, und die Verteilungsfunktion F sei nicht gitterférmig, d.h., die
Wachstumspunkte von F liegen nicht auf einem regelmdfigen Gitter. Dann gilt

lim (H((~c0,a]) — H((~00,z — y])) = % ¥y >0. (16)

r—r 00

Der Beweis von Theorem 2.5 geht {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus und wird deshalb
weggelassen. Er kann beispielsweise in Kallenberg (2001), S. 172-174 nachgelesen werden .

2.1.3 Verzogerte Erneuerungprozesse; stationiire Zuwichse

Wir betrachten nun ein etwas allgemeineres Modell von Erneuerungsprozessen. Dabei setzen wir
voraus, dass 11,75, ... eine Folge von unabhingigen nichtnegativen Zufallsvariablen ist und dass
die Zufallsvariablen T5, T3, ... identisch verteilt sind mit der Verteilungsfunktion F'.

Wir lassen jedoch zu, dass T; eine beliebige Verteilungsfunktion Fj hat, die von F' verschieden sein
kann.
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Definition Die Folge {S,,n > 1} mit S, =Ty + ... + T;, wird dann verzégerter Erneuerungs-
punktprozess genannt. Der Zahlprozess {N¢, t > 0}, der wiederum so wie in (1) definiert wird,
heilst verzogerter Erneuerungszdhlprozess bzw. kurz verzégerter Erneuerungsprozess.

Vollig analog zu Theorem 2.4 lisst sich die folgende Aussage beweisen.

Theorem 2.6 Sei 0 < p < co. Dann gilt

Am === (17)

wobes -
H(t)=EN, = (FyxF™")(t). (18)

n=0

Der Fall, wenn Fj die sogenannte integrierte Tailverteilungsfunktion F von F ist, ist von besonde-

rem Interesse, wobei
1

Fe)=1 /0£<1—F<y>>dy Ve 0. (19)

Theorem 2.7 Es gelte 0 < p < 0o und
Fi(z) = F°(x) Ve >0. (20)

Dann ist die Erneuerungsfunktion H(t) gegeben durch

H(t) = Vt>0. (21)

t
1
Beweis

e Wenn auf beiden Seiten der Gleichung (18) zu den Laplace-Stieltjes—Transformierten
iibergegangen wird, dann ergibt sich genauso wie im Beweis von Theorem 2.3, dass

) I (s) Ip:(s)
lg(s) = = = - .
H( ) 1—lF(S) 1—lF(S)

o Weil [p-(s) = (1—Ip(s))(sp) " gilt, ergibt sich hieraus, dass [y (s) = (sp) ™! = p~*! J° e v du.

o Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Erneuerungsfunktionen und Laplace—
Stieltjes—Transformierten, ist damit die Giiltigkeit von (21) bewiesen. O

Fiir verzogerte Erneuerungsprozesse {Ny, t > 0}, die der Bedingung (20) geniigen, 14sst sich eine
wesentlich schérfere Aussage als in Theorem 2.7 herleiten. Hierfiir bendtigen wir den folgenden
Begriff: Die Zufallsvariable T'(t) = Sy, +1 — t heift Ezzess zum Zeitpunkt ¢ > 0.
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Theorem 2.8 Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.7 ist der verzégerte Erneuerungsprozess
{Ni,t > 0} ein Prozess mit stationdren Zuwdchsen.

Beweis

o Weil die Zufallsvariablen 11,75, ... unabhingig sind, héngt die gemeinsame Verteilung
der Zuwichse Ny, 4+ — Niggty - -+, N, 4+ — Vi, ++ nicht von ¢ ab, falls die Verteilung des
Exzesses T'(t) diese Eigenschaft hat.

o In Anbetracht der in Abschnitt 1.5 eingefiihrten Definition von Prozessen mit stationéren
Zuwichsen geniigt es zu zeigen, dass P(T'(t) < z) = F*(z) fir jedes > 0 gilt, und zwar
unabhéngig von ¢.

e Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Es gilt

P(T(t)<x) = Y P(Syu1<t<S,<t+x)
n=1
t

= F(t+a)- P+ /0 (F(t+2 —y) = F(t —y) dF«F*D)(y)

= P4 a) - F(t) / (F(t+2—y) — Pt —y))dy = F(x),

wobei sich die dritte Gleichheit aus (18) und (21) ergibt. O

Beachte Weil EN;, = E(N; — Ny) + E Ny fiir beliebige ¢,¢ > 0 mit ¢’ < ¢ gilt, ergibt sich
unmittelbar aus Theorem 2.8, dass [E N; eine lineare Funktion in ¢ ist. Somit implizieren die
Theoreme 2.6 und 2.8 die Aussage von Theorem 2.7.

2.2 Zahlprozesse vom Poisson—Typ
2.2.1 Homogener Poisson—Prozess

In diesem Abschnitt betrachten wir (Erneuerungs-) Zahlprozesse { Ny, t > 0} mit

Ny=> ISy <t) und Sp=Ti+...+Ty,, (22)
k=1
wobei T1,Th, ... :  — [0, 00) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen

ist. Dabei setzen wir zusétzlich voraus, dass die Zwischenankunftszeiten T,, exponentialverteilt sind,
d.h.,
T, ~ Exp(}) fiir ein A > 0. (23)

Definition Falls (23) gilt, dann wird der Zahlprozess { Ny, t > 0} ein homogener Poisson—Prozess
mit der Intensitit A genannt.
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Beachte
e Eine grundlegende Eigenschaft homogener Poisson—Prozesse besteht darin, dass sie eine
Klasse stochastischer Prozesse mit unabhéngigen und stationdren Zuwéichsen bilden.

e Dies werden wir in dem folgenden Theorem genauer analysieren, das verschiedene aqui-
valente Definitionsméoglichkeiten des homogenen Poisson—Prozesses enthélt wobei wir das
Adjektiv homogen” der Kiirze wegen weglassen.

Theorem 2.9 Sei {N;,t > 0} ein beliebiger Zihlprozess. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a) {N:} ist ein Poisson—Prozess mit Intensitdt \.

(b) Flir beliebiget > 0 undn = 1,2, ... ist die Zufallsvariable Ny poissonverteill mit Parameter At,
d.h. Ny ~ Poi(At), und unter der Bedingung, dass { Ny = n}, hat der Zufallsvektor (Si,...,Sy)
die gleiche Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n unabhdngigen, in [0,t] gleichverteilten
Zufallsvariablen.

(¢) {N:} hat unabhingige Zuwdichse mit ENy = X\, und fir beliebige t > 0 und n = 1,2, ... hat
der Zufallsvektor (S1,...,S,) unter der Bedingung, dass {N; = n}, die gleiche Verteilung wie
die Ordnungsstatistik von n unabhdngigen, in [0,t] gleichverteilten Zufallsvariablen.

(d) {N:} hat stationdre und unabhingige Zuwdchse, und fir h 1 0 gilt

P(N,=0)=1-A+o(h), P(Ny=1)=Ar+o(h). (24)

() {N:} hat stationdre und unabhingige Zuwdchse, und fiir jedes t > 0 ist Ny eine Poi(At)—
verteilte Zufallsvariable.

Beweis Wir fiihren einen zyklischen Beweis, d.h., wir zeigen, dass (a)=(b)=(c)=(d)=(e)=(a)
gilt.

(a)=(b)

e Aus (a) ergibt sich, dass S, = >, T; eine Summe von n unabhéingigen und Exp(\)-
verteilten Zufallsvariablen ist, d.h., S, ist Erl(n, A\)—verteilt, wobei Erl(n, \) die Erlang—
Verteilung mit den Parametern n und A bezeichnet.

e Hieraus ergibt sich, dass P(N; = 0) = P(S; >t) = e * und

P(Nt:n) = PNt

t —1 t yn+1,n
Ay™ A
= Y e Mdv — Y e N o

_ /Ot g((kv)" ) dv = (M)" i

dv n!

fiir jedes n > 1, d.h., N; ist Poi(\t)—verteilt.
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o Weil die gemeinsame Dichte fs, .. .., (t1,-..,tnt1) von Si,...,Sn41 gegeben ist durch
n+1
Js1iSnir (B, ey tng1) = H e Atr=ti1) — \ntle=Alni
k=1

fir beliebige tg = 0 < t; < ... <t, <tpqp1und fs,,.. s, (t1,. ., tny1) = 0 sonst, gilt
fiir die gemeinsame bedingte Dichte fs, . s, (t1,...,tn | N¢ = n) von Si,...,S, unter
der Bedingung, dass Ny = n, die Formel

fsl ’’’’’ Sn(tl,...,tn‘Nt:n) = fSl.,.,Sn(tlwnatn|Slgta~~7sn§t75n+1>t)

ftoo )\Tl+1e*)\$n+1 dl’n+1

T [ At e At day g - day

Tn—1

fir 0<t; <...<t, <tund fs,.. s, (t1,...,tn | Ny =n) = 0 sonst.

n

e Das ist die Dichte der Ordnungsstatistik von n unabhingigen, in [0,¢] gleichverteilten

Zufallsvariablen.
(b)=(c)
e Aus (b) ergibt sich ohne weiteres, dass E Ny = A.
e Sei nun z1,...,2, € Nund tp = 0 < t; < ... < t,. Dann ergibt sich aus (b) fir
r=x1+...+x,, dass
n n
P( ﬂ {Ntk _Ntk—l = xk}) = P(ﬂ {Ntk _Ntk—l - J“k} ‘ Ntn = x>P(Ntn = Jf)
k=1 k=1

(Aty)* oAt x! ﬁ te — -1\ "
z! xll...xn!k tn

=1
— ﬁ ()\(tk - tk*l))wk e—)x(tk—tkfl) ,
he1 .Z‘k!

d.h., der Zahlprozess {N;} hat unabhingige Zuwichse.
(©)=(d)

e Wir nehmen an, dass der Zufallsvektor (S1,...,S,,) unter der Bedingung, dass N (t,, +
h) = m, die gleiche Verteilung hat wie die Ordnungsstatistik von m unabhéngigen, in
[0,t, + h] gleichverteilten Zufallsvariablen.

e Dann gilt fiir beliebige z1,...,z, € N, tp =0<t; < ... <t, und h > 0, dass

n n

P(ﬂ {Ntk_;,_h — Ntk71+h = SC]C} | Ntn—b—h = m) = P(ﬂ {Ntk — Ntk71 = $k} | Ntn—b—h = m) .
k=1 k=1
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o Mit Hilfe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich nun, dass der Z&hlprozess
{N} stationére Zuwiichse hat.
e AuRerdem ergibt sich aus der bedingten Gleichverteilungseigenschaft, die in (c¢) voraus-
gesetzt wird, dass fir 0 < h < 1
(o)
P(Ny=0) = Y P(Ny=0,Ny— N, =k)= ZP P(Ni — N, =k | Ny = k)

k=0
00

= Y P(Ny=k)(1-h)"

e Somit gilt

%(1—P(Nh:0)) - %( i P(Ny = k)( h)’f)
k=0
-~ 1 —(1—h)k
- ZP(lek)f.

k=1

e Aus der Ungleichung (1 — h)¥ > 1 — kh, die fiir beliebige 0 < h < 1 und k = 1,2,...
gilt, folgt, dass die Funktionen gn(k) = h~'(1 — (1 — h)*) in der letzten Summe die
gemeinsame Schranke g(k) = k besitzen.

o Diese Schranke ist integrierbar, denn es gilt
> kP(Ny =k)=EN; =\ < 0.
k=1

e Durch Vertauschung von Summation und Grenzwert ergibt sich nun, dass

1
1' —_ =
im P(Np >0)=2\

h—

und somit der erste Teil von (24).

o Auf die gleiche Weise erhalten wir, dass

1 = k—1 __
lim - P(Ny Z: (Ny = k) k(1 —h)*=1t =X,

was dquivalent zum zweiten Teil von (24) ist.
(d)=(e)
e Sein € N, t >0 und p,(t) = P(N; = n). Dann gilt fiir A > 0
po(t+h) = P(Nt = 0, Npyp — Ny = 0) = po(t)(1 — A+ o(h)) (25)

und firt > h >0
p()(t) - P()(t — h)(]. — Ah + O(h)) . (26)
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e Hieraus folgt, dass die Funktion pg(t) stetig in (0,00) und rechtsstetig im Punkt ¢t = 0
ist.

o Weil po(t — h) = po(t) + o(1), ergibt sich aus (25) und (26), dass fiir beliebige h > —t

po(t + hf)b — po(t) = —Apo(t) +o(1).

e Die Funktion po(t) ist somit differenzierbar, und sie geniigt der Differentialgleichung

po (1) = —Mpolt) (27)
fiir t > 0.
e Wegen po(0) = P(Nog = 0) = 1 ist die (eindeutig bestimmte) Losung von (27) gegeben
durch
po(t) =e ™, t>0. (28)
e Um zu zeigen, dass
)™
pa(t) = (n,) e t>0 (29)

fiir beliebige n € N gilt, kann man genauso wie im Beweis von (28) vorgehen.

e Hierfiir gentigt es zu beachten, dass (24) die Giiltigkeit von P(N;, > 1) = o(h) fiir A | 0
impliziert.

o Mit Hilfe von (28) ergibt sich nun durch vollstdndige Induktion nach n, dass (29) gilt.
(e)=(a)

e Seibp=0<a; <b; <...<a, <b,. Dann gilt

n n—1
P(m{ak<5k§bk}) = P(ﬂ {Na, = No,,_, =0,Np, — N, =1}
k=1 k=1
A{Na, = Ny, , =0, Ny, — N, > 1}) ,

und aus (e) ergibt sich , dass

n n—1
P(m {ar < Sk < bk}) = e_’\(“"_b"*l)(l — e_/\(b"_“")) H e_’\(“"‘_b’“*l)/\(l);€ — ak)e_’\(b"‘_“’“)
k=1 k=1

n—1

_ (ef/\an _ ef)\bn)/\nfl H(bk _ a'k-)
k=1

b1 by
= / e Nle™ M dy, L. dyy

1
b1 b27il)1 bnfiblf...fd?n_l
= / / .. / N A@iteten) qo o day .
ay a2 —T1 Ap—T1—...—TLn—1
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e Die gemeinsame Dichte von S1, 52 — S1,...,S, — Sp—1 ist somit gegeben durch
P(ﬂ {Sk— Si_1 € da:k}) = Are~M@teton) o da,
k=1

e Dies bedeutet, dass die Zufallsvariablen S;,Sy — S1,...,S5, — Sp—1 unabhingig und
Exp(\)—verteilt sind, d.h., {N;} ist ein Poisson—Prozess mit der Intensitit A. O

2.2.2 Zusammengesetzte Poisson—Prozesse

Wir verallgemeinern das mit Hilfe von (22) eingefiihrte Modell eines homogenen Poisson—Prozesses
{Nt,t > 0}, indem wir nun zulassen, dass die Sprunghdéhen beliebige Zufallsvariablen sind, die nicht
notwendig gleich Eins sein miissen.

e Aufler der Folge der Sprungzeitpunkte Si,S2,... mit 0 < S; < Sy < ... betrachten wir
deshalb zuséitzlich eine Folge von Zufallsvariablen Uy, U, ... : @ — R, die die Sprunghéhen
des zu konstruierenden (Sprung-) Prozesses sein werden.

e So wie in Abschnitt 2.2.1 nehmen wir an, dass S, = T1 +. ..+ T, gilt, wobei T1,15,...: Q —
[0,00) eine Folge von unabhingigen und identisch Exp(\)—verteilten Zwischenankunftszeiten
ist.

e Dabei wird vorausgesetzt, dass Uy, Us, . . . eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen ist, die von der Folge der Zwischenankunftszeitpunkte 77,75, ... unabhéngig
ist.

Definition Der stochastische Prozess {X;,t > 0} mit

[e’e) N;

Xy=> Ul(Sp<t) =) Uy (30)
k=1 k=1

heifit zusammengesetzter Poisson—Prozess mit den Charakteristiken (A, Fiy), wobei Fy die

Verteilungsfunktion der Sprunghtéhen Uy, Us, . .. bezeichnet, vgl. Abb. 3.

Theorem 2.10 Sei {X;} ein zusammengesetzter Poisson—Prozess mit den Charakteristiken (A, Fyr),
so dass die momenterzeugende Funktion my (s) = E e*Un von U, fir jedes s € R wohldefiniert sei.
Dann gilt:

(a) {X:} hat stationdre und unabhingige Zuwdichse.

(b) Fiir beliebige s € R und t > 0 ist die momenterzeugende Funktion mx,(s) = E e**t von X,
gegeben durch A
th (S) _ e)\t(mU(s)fl) (31)

3

und es gilt
E X, = Muy Var X; = )\tug) , (32)

wobei uy = EU, und ug) = ]EU,QL die ersten beiden Momente der Sprunghdhen U, sind.
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Abbildung 3: Zusammengesetzter Poisson—Prozess {X;}
Beweis
e Um die Teilaussage (a) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass fiir beliebigen = 1,2,...,h >

Ound 0 <ty <t <...<t, die Zufallsvariablen

Niy4n Niy+n
E Ui, ..., E Ui,
11=N¢y4nt+l in=Nt,_,+n+1

unabhéngig sind und dass ihre Verteilungen nicht von h abhingen.

e Weil die Folge {U,, } aus unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen besteht,
die unabhingig von {T,,} sind, gilt fir beliebige z1,...,z, >0

Nijt+h Nip+h
P( Z Ui1§$17...7 Z Uingmn)
11=N¢y4nt+l 1n =N, _+n+1
n
= Z H Fékj (2;)P(Nty4n — Nigrn = k1. s Nepyon — Niyypn = kn) -

e Es geniigt nun zu beachten, dass wir in Theorem 2.9 gezeigt hatten, dass der Poisson—
Prozess {N;} unabhingige und stationdre Zuwéchse hat.

e Unter Beriicksichtigung unserer Unabhéngigkeits- und Verteilungsannahmen ergibt sich
die Formel (31) in Teilaussage (b) unmittelbar aus der Formel der totalen Wahrschein-
licheit.

o Die Formeln in (32) ergeben sich durch Differenzieren beider Seiten von (31). O

Beachte Die Verteilung einer Zufallsvariablen, deren momenterzeugende Funktion die Form (31)
hat, heiflt zusammengesetzte Poisson—Verteilung mit den Charakteristiken (A, Fy7).
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2.2.3 Poissonsche Zihlmafie; Cox—Prozesse; Simluationsalgorithmus

Der in Abschnitt 2.2.1 betrachtete Begriff des Poissonschen Zahlprozesses {Ng, ¢t > 0} mit N, =
S  I(Sy < ¢) und S, = Ty + ... + T, wobei die Zufallsvariablen T3, T5,... : © — [0,00)
unabhingig und identisch Exp(\)-verteilt sind, ldsst sich wie folgt weiter verallgemeinern.

e Anstelle die Anzahl N; der Sprungpunkte {S,} nur in Intervallen der Form [0,¢] fiir ¢ > 0
zu betrachten, kann man die Anzahl Np dieser Punkte in einer beliebigen Borel-Menge B €
B([0,00)) betrachten, wobei

Ng = i 1(S, € B). (33)

n=1

e Man kann leicht zeigen, dass der mengen—indizierte Prozess {Ng, B € B([0,00))} die Eigen-
schaften eines zufilligen Zahlmafes hat, d.h., es gilt

oo
Ny=,B, =Y Ns, (34)
n=1
fiir beliebige Borel-Mengen By, B, ... € B([0,00)), die paarweise disjunkt sind.

Definition Das in (33) gegebene zufillige Zahlmafk {Np, B € B([0,00))}, wobei S, = T +.. .+T,
und die Zufallsvariablen T1,T%,... :  — [0,00) unabhingig und identisch Exp(\)-verteilt
sind, wird homogenes Poissonsches Zdihlmafl mit der Intensitdt \ genannt.

Unmittelbar aus Theorem 2.9 ergibt sich die Giiltigkeit der folgende beiden Aussagen.

Theorem 2.11 Sei {Ng, B € B([0,00))} ein Poissonsches Zihlmafi mit der Intensitdt A. Dann
gilt:

o Die Zufallsvariablen Np,,Np,, ... sind unabhdngig fir beliebige beschrinkte und paarweise
disjunkte Borel-Mengen By, Ba, ... € B([0,0)).

o Fiir jedes beschrinkte B € B([0,00)) gilt Ng ~ Poi(Av(B)), wobei v : B(|0,00)) — [0,00] das
Lebesque—Mafs ist.

Beachte Mit Hilfe des Satzes tiber die monotone Konvergenz kann man leicht zeigen, dass die
Mengenfunktion p : B([0,00)) — [0, o] mit

#(B) =ENg, (35)

die durch das zufillige Z&hlmak {Ng, B € B([0,00))} induziert wird, oc—additiv ist, d.h., p
ist ein Mafs.
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Definition Das in (35) gegebene MaR p wird Intensititsmaf des zufélligen Zahlmafies {Ng}
genannt.

Beachte

e Fiir das Intensitatsmals p eines homogenen Poissonschen Zahlmafes mit Intensitat A gilt
w(B) = Av(B) VB € B(]0,00)) . (36)

e Die am Ende von Abschnitt 1.2 erwéhnte Variante des Existenzsatzes von Kolmogo-
row fiir beliebige Indexmengen I ermdglicht es, Poissonsche Zahlmafe mit allgemeineren
Intensitétsmafen als in (36) zu betrachten.

Definition Sei p: B([0,00)) — [0, 00] ein beliebiges lokal-endliches Maf, d.h., p(B) < oo gilt fiir
jede beschrinkte Borel-Menge B € B([0,00)). Das zufillige Zdhlma {Np, B € B([0,0))}
wird (inhomogenes) Poissonsches Zihlmaf mit dem Intensitdtsmal p genannt, wenn

e die Zufallsvariablen Np,, Np,,... unabhiingig sind fiir beliebige beschrinkte und paar-
weise digjunkte Borel-Mengen By, Bo, ... € B([0,00)) und

e Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes beschrinkte B € B(]0, 00)) gilt.

Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und sogenannte doppelt—stochastische Poisson—
Prozesse betrachten, die in der Literatur auch Cox-Prozesse genannt werden.

Definition Sei {Ap, B € B([0,0))} ein beliebiges zufilliges Maf, das mit Wahrscheinlichkeit 1
lokal-endlich ist.

e Das zufillige Zahlma® {Np, B € B([0,0))} wird doppelt—stochastisches Poisson—Zihlmaf
bzw. Cox—Zahlmafl mit dem zufélligen Intensitdtsmak A genannt, wenn

= - Ak; b; e “ké, b;
P(ﬂ {N(aivbi] = k7}> =E (H % exp(i‘/\(ambi])) = /(H (k’;,' - exp(i'u(ai,bi])) P(A € d'u’)
i=1 i=1 i=1
(37)
fiir beliebige n € N, kq,...,k, €{0,1,...} und 0< a1 <by <as <by < ... <a, <b,
gilt.

e Der durch (37) gegebene Zahlprozess { Ny, t > 0} mit Ny = Nyg 4 heikt doppelt-stochastischer
Poisson—Prozess bzw. Cox—Prozess mit dem zufilligen Intensitdtsmaly A.
Ein wichtiger Spezialfall liegt dann vor,

e wenn die Realisierungen des zufilligen Intensitéitsmakes A mit Wahrscheinlichkeit 1 absolut-
stetig beziiglich des Lebesgue-Mafes sind, d.h.,
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e wenn es einen stochastischen Prozess {\;,t > 0} gibt, dessen Trajektorien (mit Wahrschein-

lichkeit 1) Borel-messbare und lokal-integrierbare nichtnegative Funktionen sind, so dass fiir
jede beschrénkte Borel-Menge B € B([0, c0))

As :/ M dE < oo (38)
B

mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt.

e Der stochastische Prozess {\:} wird dann Intensititsprozess von {Np} genannt.

Im folgenden Theorem wird eine Zeittransformation von homogenen Poisson—Prozessen (mit In-
tensitdt A = 1) betrachtet. Sie liefert einen Algorithmus zur Simulation von Cox-Prozessen mit
vorgegebenem Intensitidtsprozess.

Theorem 2.12
o Sei {N/,t > 0} ein (homogener) Poisson—Prozess mit der Intensitit A = 1, und sei {\,t > 0}
ein beliebiger Intensitdtsprozess.
e Die stochastischen Prozesse {N|} und {\:} seien unabhdingig.

e Dann ist der Zihlprozess {Ny,t > 0} mit
t
Ny =N,, und g = / Ay dv (39)
0
ein Cox—Prozess mit dem Intensititsprozess {\:}.

Bewelis

o Wir miissen lediglich zeigen, dass (37) gilt.

o Wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit der Prozesse {N/} und {\;} konnen wir
annehmen, dass der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), der beide Prozesse ,trigt”, die
Form

(Q,.F,P) = (Ql X Qg,fl ®JT'.2,P1 X PQ)

hat, wobei { N/} tiber (21, F1, P1) und {)\:} iiber (Qq, Fo, P2) definiert ist.
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o Aus der Definitionsgleichung (39) des Zahlprozesses {N;} und aus den in Abschnitt 3.2.1

Bespiele
1.

diskutierten Eigenschaften der bedingten Erwartung ergibt sich, dass

P(() 1Ny = 1) = (ﬂ{Nb ~ Na, = ki})

i=1 i=1

- (ﬁ{N/ v dv N/fo Aydv kl}) - (rnl{Nl iXpdv }Oai Aydo kl})
- (:1 ]I fo Ay dv N}O“i Apdv = kv))

- /QZE(H ][<N}é’ Mowonydn VA a0 = ki) ) Pa(dw)
: i=1

= /Q2 l—IlE ]I Aw (w2) dv N/ 0t Ay (w2)dv k"))P2(dw2) ’
wobei sich die beiden letzten Gleichheiten aus den Unabh&ngigkeitseigenschaften der
Prozesse {N]} und {\;} und aus der Darstellungsformel (8) der reguliren bedingten
Erwartung fiir Funktionale unabhiingiger stochastischer Prozesse ergeben.
Weil { N/} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitit A = 1 ist, der unabhingig

von {\;} ist, ergibt sich durch die erneute Anwendung der Darstellungsformel (8), dass
fir jedesi=1,...,n

(f;l Ao (w2) dv) b bi
BNy wnyan ~ Vi an = Fi) = Fi! eXp(*/a Ao(w) dv)

i

Hieraus ergibt sich, dass

n

P(é{N(%bi] ) (H f A dv exp(— /ab Av dv)),

i=1 g

wobei der letzte Ausdruck mit der rechten Seite von (37) iibereinstimmt. (]

Eine spezielle Klasse von Cox—Prozessen sind die gemischten Poisson—Prozesse, deren
Intensitétsprozess {\:} durch \; = Z gegeben ist, wobei Z : Q — [0,00) eine beliebige
nichtnegative Zufallsvariable ist.

. Sei X : [0,00) — [0, 00) eine periodische (und deterministische) Funktion mit der Periode

1, und sei {N/,t > 0} ein (homogener) Poisson—Prozess mit der Intensitat A = 1.
e Dann wird der Zahlprozess {N;,t > 0} mit

¢
Ny = Ny, und gr = / A dv
0

ein periodischer Poisson—Prozess genannt, der im allgemeinen keine stationiren Zu-
wichse hat.
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e Esist jedoch moglich, auf die folgende Weise einen entsprechenden Cox-Prozess mit
stationdren Zuwéchsen zu konstruieren.

— Sei ndmlich U : Q — [0,1] eine [0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable, die unab-
hingig von {N/} ist. Auferdem sei

¢
At = Apy und At:/ Asds.
0

— Dann ergibt sich aus Theorem 2.12, dass {N;,t > 0} mit N = N} ein Cox—
Prozess ist.

— Auflerdem kann man sich leicht iiberlegen, dass der Cox—Prozess { N;*} stationdre
Zuwichse hat.

2.3 Markow—Prozesse mit endlich vielen Zustinden

Wir beginnen mit einem kurzen Riickblick auf Markow-Prozesse mit diskreter Zeit, die in der
Literatur Markow—Ketten genannt werden und die beispielsweise in der Vorlesung ,, Markov Chains
and Monte—Carlo Simulation” ausfiihrlich behandelt werden.

e Das stochastische Modell der zeitdiskreten Markow-Ketten (mit endlich vielen Zusténden)
besteht aus den drei Komponenten: Zustandsraum, Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix.

— Den Ausgangspunkt bildet die (endliche) Menge aller méglichen Zustéinde, die Zustands-
raum der Markow-Kette genannt wird und die 0.B.d.A. mit der Menge F = {1,2,... ¢}
identifiziert werden kann, wobei ¢ € {1,2,...} eine beliebige, jedoch fest vorgegebene
natiirliche Zahl ist.

— Fiir jedes ¢ € E sei a; die Wahrscheinlichkeit, dass sich das betrachtete System zum
LHZeitpunkt” n = 0 im Zustand ¢ befindet, wobei

a; €0,1], Zai:1 (1)

vorausgesetzt wird. Der Vektor a = (a,...,a¢)" der (Einzel-) Wahrscheinlichkeiten
ai,...,ap bildet die Anfangsverteilung der Markow-Kette.

— Auflerdem betrachten wir fiir jedes Paar 4, j € E die (bedingte) Wahrscheinlichkeit p;; €
[0, 1], dass das betrachtete System in einem Schritt aus dem Zustand ¢ in den Zustand j
iibergeht.

— Die £ x £ Matrix P = (p;;)i j=1...¢ der Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; mit
¢
pij =20, Zpijzl, (2)
j=1

heifit (einstufige) Ubergangsmatriz der Markow-Kette.
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e Fiir jede Menge E = {1,2,...,¢}, fiir jeden Vektor & = (aq,...,a¢)" bzw. jede Matrix
P = (p;j), die den Bedingungen (1) und (2) geniigen, kann nun der Begrifl der zugehdrigen
Markow-Kette wie folgt eingefiihrt werden.

Definition

e Sei Xo,X1,... : Q — FE eine Folge von Zufallsvariablen, die iiber einunddemselben
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) definiert sind und ihre Werte in der Menge E =
{1,2,...,¢} annehmen.

e Dann heift Xg, X1, ... (homogene) Markow-Kette mit der Anfangsverteilung o = (a, ..., ) "

und der Ubergangsmatrix P = (p;;), falls
P(XU = i07X1 = ’il, eey Xn = ’Ln) = aiopioil .. 'pin—lin (3)

fir beliebige n = 0,1, ... und %9, i1,...,%, € E gilt.

Beachte
e T'iir beliebige n > 1 und 4, j € E kann das Produkt p;;, pi, 4, - - - Pi,,_,; als die Wahrschein-
lichkeit des ,Pfades” i — 41 — ... = 7,1 — j aufgefasst werden.
e Analog hierzu kann die Summe

pg?) - Z Piiy Pivig - -+ Pin_1j (4)
©1yeesin_1€E

als die Wahrscheinlichkeit des Uberganges vom Zustand i in den Zustand j in n Schritten
aufgefasst werden, wobei
Py = P(X, =] Xo=1), )
falls P(Xo =14) > 0.
e Die stochastische Matrix P(") = (pl(-;l))i}j:]_““,@ wird die n-stufige Ubergangsmatriz der
Markow-Kette {X,,} genannt.

e Mit der Schreibweise P(?) = I, wobei I die ¢ x (-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet,
lsisst sich sich die mehrstufigen Ubergangsmatrizen P(™) wie folgt darstellen:

— Fiir beliebige n,m = 0,1, ... gilt
P = p» (6)

— und somit
P(n+m) — P(")P(m). (7)

e Die Matrix-Identitat (7) wird in der Literatur Gleichung von Chapman-Kolmogorov ge-
nannt.



2 PROZESSE MIT STUCKWEISE KONSTANTEN BZW. STETIGEN TRAJEKTORIEN 34

2.3.1 Anfangsverteilung und Ubergangsfunktion

Um den Begriff eines Markow—Prozesses {X;, t > 0} mit stetiger Zeit und mit Werten in der Menge

E={1,2,..

., £} einzufiihren, betrachten wir erneut

e einen Vektor von Wahrscheinlichkeiten o = (o, ..., cp) " mit 3, p ; = 1 sowie

o cine Familie von stochastischen Matrizen P(h) = (pi;(h))i jer fir jedes h > 0.

Beachte

Im Unterschied zu Markow—Prozessen mit diskreter Zeit muss nun vorausgesetzt werden,
dass

P(hy + h2) = P(h1)P(h2) (8)
fiir beliebige hq, he > 0 gilt, wobei die Matrix-Identitit (8) wiederum die Gleichung von
Chapman-Kolmogorow genannt wird.

Aufserdem wird vorausgesetzt, dass

lim P(h) = P(0) =T. (9)

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass die Matrix-Funktion P(h) dann gleichméaflig stetig
in A > 0 ist.

Definition

1.

Eine Familie von stochastischen Matrizen {P(h), h > 0}, die den Bedingungen (8) und
(9) geniigt, wird Matriz—Ubergangsfunktion bzw. kurz Ubergangsfunktion genannt.

Ein stochastischer Prozess {X;,t > 0} mit Werten in E = {1,2,...,¢} heikt homogener
Markow—-Prozess, wenn es eine Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} und eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion e iiber E gibt, so dass

P(Xo =io, X4, =i1,..., X, = in) = QigDigiy (t1)Piyis (b2 — t1) - Dipy_yi, (b — 1),
(10)
fiir beliebige n =0,1,..., ig,41,...,inp € E, 0 <t < ... < t, gilt.
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion & = (avy, ..., ) " heiit Anfangsverteilung des Markow—
Prozesses {X;}.

Eine typische Trajektorie eines Markow—Prozesses mit stetiger Zeit ist in Abb. 4 gegeben.

Ahnlich wie fiir Markow-Ketten in Theorem MC-2.1 liisst sich die folgende Charakterisierung von
homogenen Markow—Prozessen mit stetiger Zeit herleiten, die wir deshalb ohne Beweis angeben.
Das Adjektiv ,homogen” werden wir im Folgenden der Kiirze wegen weglassen.

Theorem 2.13 Ein stochastischer Prozess {X;, t > 0} mit Werten in E = {1,2,...,£} ist genau
dann ein Markow—Prozess, wenn es eine Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} g¢ibt, so dass

P(th =iy | Xt,,,_l =p_1,-- 3 th = ila XO = ZO) = Dip_1in (tn - tnfl) (11)

fiir diejenigen n > 1, ig,i1,...,inp € E und 0 <ty < ... <t,, fir die P(X¢, | = in-1,..., X, =
11, Xg = Z()) >0 gllt

1
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Abbildung 4: Trajektorie eines Markow—Prozesses (it Sprungzeitpunkten)

Analog zu Korollar MC-2.1 gilt auch fiir Markow—Prozesse mit stetiger Zeit die folgende bedingte
Unabhéngigkeitseigenschaft.

Korollar 2.1 Sei {X;} ein Markow—Prozess. Dann gilt
P(th - Zn | th71 - in717 “e. ,th - il; XO - Zo) - P(Xt == ’Ln ‘ Xt”71 == Z-nfl), (12)

n

falls P(kal = lp_1,--- ,th =11,Xg = 7:0) > 0.

2.3.2 Ubergangsintensititen

Mit der Schreibweise d;; = 1, falls ¢ = j, und d;; = 0, falls i # j, konnen wir die folgende
grundlegende Differenzierbarkeitseigenschaft von Ubergangsfunktionen formulieren.

Theorem 2.14 Sei {P(h),h > 0} eine Ubergangsfunktion. Dann existieren die (endlichen) Grenz-
werte

1
qij = 1,}?3 7 (pij(h) — dij) - (13)

Beweis
e Weil in der Behauptung von Theorem 2.14 die Anfangsverteilung nicht ndher spezifiziert
wird, kénnen wir ohne Einschrénkung der Allgemeinheit annehmen,
— dass P(Xo =14) > 0 fiir jedes i € F gilt,
— wobei wir die Giiltigkeit von (13) zuerst fiir ¢ # j zeigen.

e Dabei setzen wir p/;(h) = 1 und

pii(h) = PXoh=16Xmm#5,1<k<v|Xg=1),
g(h) = PXon=5:Xen # 4,1 <k <v]|Xo=1).

i
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e Aus (8) ergibt sich dann, dass

pij(nh) Zp“ )pi; (R)pj;((n— v = 1)h) (14)
und
pii(vh) P“ )+ Z h)pji((v —m)h). (15)
o Weil 30— f7(h) <1 gilt, ergibt sich aus (15) die Ungleichung
Pl (h) > pii(vh) — (max pji((v—mh). (16)

e Mit Hilfe von (9) erhalten wir nun, dass es fiir beliebige € > 0 und 4, j € F mit i # j ein
ho > 0 gibt, so dass

oénh%}%o pji(h) <e, 0<T%1<11}L0 pii(h) >1—¢, 0<n’}1<nh[) pji(h) >1—c¢. (17)
— Fiir nh < hg und v < n ergibt sich somit aus (16), dass p/;’(h) > 1 — 2¢.
— Wenn man dies in (14) einsetzt, dann ergibt sich die Ungleichung

n—1

pij(nh) > (1 —2¢) Zp” (1 —¢)>(1—3e)np;;(h)

bzw.
pij(nh)
nh

pii(h)

> (1—3¢) N

(18)

fiir nh < hyg.
o Mit der Schreibweise a;; = liminf, o p;;(h)/h ergibt dies, dass a;; < .
— Denn, wenn a;; = oo gelten wiirde, dann wiirde es ein beliebig kleines h geben, so
dass pi;(h)/h beliebig grof ist.
— Wegen (18), wiirde auch p;;(nh)/nh beliebig grof werden.
— Wenn andererseits n so gewahlt wird, dass ho/2 < nh < hg, dann ergibt (17), dass
pij(nh) €

— < hgltoe.
nh <nh<0 ¢

o Somit gilt a;; < oo, und es geniigt zu zeigen, dass

i (h
lim sup piy(h) < a;j. (19)
h—0 h
— Aus der Definition von a;; folgt, dass es ein hy < hg gibt mit hl_lpij(hl) < ai; +e.
— Weil p;;(h) stetig ist, gilt fiir jedes hinreichend kleine ¢y mit hq + tg < ho die Un-
gleichung
i (T
L ]t( ) <a;; +e€

flir hy —tg <t < hy + tg-
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— Aus (18) ergibt sich nun, dass man fiir jedes h < t( eine ganze Zahl ny, finden kann,
so dass

pij(h) < pij(nnh)

h1 —to <nph < hy +tg und (1-— 35) S T
h

<a;; t+e€.

— Weil € > 0 beliebig ist, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (19).
o Damit ist die Existenz der Grenzwerte ¢;; in (13) fiir i # j bewiesen.

e Weil der Zustandsraum E endlich ist und P(h) eine stochastische Matrix ist, gilt aufler-

dem
. opa(h) -1 pij(h) . pij(h) N
R o M
J#i J#i J#i
Damit ist die Behauptung vollstindig bewiesen. d

Definition Die Matrix Q = (¢;)i,j=1,....¢ heift Intensitdtsmatriz des Markow—Prozesses {X;}.
Die Eintragungen ¢;; von Q werden Ubergangsintensititen genannt.

Korollar 2.2 Fir beliebige i # j gilt ¢;; > 0 und g;; < 0. Auflerdem gilt Qe = 0 bzw. (dquivalent
hierzu)

> gij=0 Vi€E, (21)
JEE
wobeie = (1,...,1)" bzw. 0= (0,...,0)" den {~dimensionalen Einheits— bzw. Nullvektor bezeich-
net.
Beweis
e Aus der Definition (13) der Ubergangsintensitiiten g;; ergibt sich unmittelbar, dass g;; >
0 und ¢;; < 0 fiir beliebige i # j gilt.
e Die Behauptung (21) folgt somit aus (20). O
Beachte

o Die Definition von Markow—Prozessen und ihre Charakterisierung in Theorem 2.13 lassen
sich vollig analog fiir Markow—Prozesse mit einem (abzdhlbar) unendlichen Zustandsraum
formulieren, beispielsweise fiir £ = N.

e Die in Theorem 2.14 hergeleitete Differenzierbarkeitseigenschaft der Ubergangsfunktion
{P(h),h > 0} bleibt ebenfalls (in einer etwas modifizierten Form) giiltig.

— Im Beweis von Theorem 2.14 wird némlich die Endlichkeit des Zustandsraumes E
nicht bendtigt, um die Existenz und Endlichkeit der Ubergangsintensititen g;; fiir
i # j zu zeigen.

— Auflerdem kann man auch zeigen, dass die Grenzwerte ¢;; in (13) existieren, wenn
der Zustandsraum E unendlich ist; sie miissen aber nicht notwendig endlich sein.

— Im allgemeinen kann man dann (anstelle von (20)) nur zeigen, dass —qi; > >, 4, ¢ij
fiir jedes i € E gilt, wobei der Fall der Gleichheit von besonderer Bedeutung ist.
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Definition Wenn der Zustandsraum E unendlich ist, dann sagt man, dass die Ubergangsfunktion
{P(h),h > 0} konservativ ist, falls

Zqij = —Qi; < OO Vie k. (22)
J#i

Beachte Die meisten Ergebnisse, die wir in dieser Vorlesung fiir Markow—Prozesse mit endli-
chem Zustandsraum herleiten, bleiben fiir konservative Ubergangsfunktionen in (abzahlbar)
unendlichen Zustandsrdumen giiltig. Die Beweise sind dann jedoch oft wesentlich aufwéndiger.

Beispiel

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass jeder stochastische Prozess {X;, t > 0} mit Werten
in £ = {0,1,...}, der unabhiingige und stationire Zuwichse hat, ein Markow—Prozess
ist.

e Insbesondere ist somit der (homogene) Poisson-Prozess mit Intensitit A ein Markow—
Prozess.

— In diesem Fall gilt ap = 1 und

Ah)I 7
e_)‘h% , falls j >1,
0, sonst.

— Hieraus folgt, dass
A, fallsj=i+1,
Gij = —A, fallsj=q,

0, sonst.

2.3.3 Kolmogorowsche Differentialgleichungen

e In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es einen eineindeutigen Zusammenhang zwischen (Matrix-
) Ubergangsfunktionen und ihren Intensititsmatrizen gibt.

e Dabei zeigen wir zunichst in Verallgemeinerung von Theorem 2.14, dass die Ubergangsfunk-
tionen p;;(h) fiir jedes h > 0 differenzierbar sind.

Theorem 2.15 Fiir beliebige i,j € E und h > 0 sind die Ubergangsfunktionen pij(h) differenzier-
bar und geniigen dem folgenden System von Differentialgleichungen:

P () = qupri(h)  Yij€E h>0. (24)
keE
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Beweis

Beachte

Sei h,h' > 0 mit h’ < h. Aus der Gleichung von Chapman-Kolmogorow, d.h. aus (8),
ergibt sich dann, dass

pij(h+ 1) =pi(h) = > pu(h)pr;(h) = pij(h)
keE
= szk )pi;(h) + (pii(R') — 1) pij(R).
k#1

Auf die gleiche Weise erhalten wir die Gleichungen:

pij(h—h) =pii(h) = pij(h =)= pu(h)prj(h — 1)
kEE

= _szk i (h—R') — (pii(h') — 1)pij(h = 1').
k#i

Wenn wir nun beide Seiten durch b’ dividieren, den Grenzwert h’ | 0 bilden und die
Stetigkeit von p;;(h) beachten, dann erhalten wir (24).

Dabei nutzen wir die beiden folgenden Gleichungen, die sich aus Theorem 2.14 ergeben:
Ii W szk )pij(h) = Z%‘kpkj(h)
k#1
und

h’,LO h, szk pk] h - Z qﬂcpk] O
k#1

Die Differentialgleichungen in (24) werden Kolmogorowsche Rickwdrtsgleichungen ge-
nannt.

In Matrix—Schreibweise nimmt (24) die folgende Form an:

PY(h)=QP(h) VYh>0. (25)
Auf die gleiche Weise wie im Beweis von (24) lisst sich zeigen, dass

PY() =Ph)Q VYh>0. (26)

Dies ist die Matrix—Schreibweise der Kolmogorowschen Vorwdrtsgleichung.

Die Anfangsbedingung fiir beide Kolmogorowschen Differentialgleichungen ist P(0) = I.

Zur Losung der Differentialgleichungen (25) und (26) benétigen wir Hilfsmittel aus der Matrizen-

rechnung.
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Dabei setzen wir in diesem Abschnitt stets voraus, dass die betrachteten Matrizen die Dimen-
sion ¢ x £ haben, wobei Vektoren die Dimension 1 x ¢ haben.

Die Konvergenz von Matrizen bzw. Vektoren erfolgt eintragungsweise.

Wenn beispielsweise {A,,} eine Folge von Matrizen ist, dann bedeutet A,, — 0 fiir n — oo,
dass (Ay,);; — 0 fiir beliebige 4,5 =1,...,¢.

Die Matrix—Norm definieren wir so, dass die oben beschriebene Topologie induziert wird:
— Fiir jeden Vektor x = (z1,...,2¢) " sei [|x] = Ele |x;|, und
— fiir jede £ x £-Matrix A = (aq;) sei [[A[| =32, lail

Beachte

e Fiir jedes h € R gilt ||hA]| = |h|||A||, wobei ||A|| = 0 genau dann, wenn A = 0.
e Es ist klar, dass A,, — 0 genau dann, wenn ||A,| — 0.
e Auferdem gilt fiir beliebige ¢ x {~Matrizen A, B

[A+B[ <[Al+[B]l, [AB| <[A[|B]. (27)
Lemma 2.2 Fliir jedes ho > 0 konvergiert die Reihe Y- (hA)™/(n!) gleichmifig in h € [—ho, ho).

Beweis Sei h € [—ho, hol, € > 0 und m € N. Dann ergibt sich aus (27), dass

o0 m o o0 (o]
(RA)" (RA)™ _ (hA)" |h[" A" hy [|A ™
an_% nl Z n! H o H Z n! = Z n! = Z n! <€

n=0 n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

fiir jedes hinreichend grofie m, und zwar gleichméfig in h € [—ho, ho]. O

Definition

1. Die Reihe > ((hA)™/(n!) ist somit eine wohldefinierte Matrix—Funktion, die stetig fiir
jedes h € R ist. Sie wird Matriz—Exponentialfunktion genannt und mit

(hA)"
n!

exp(hA)=T+hA+ ...+ +... (28)

bezeichnet.

2. Sei A(h) eine beliebige Matrix—Funktion, so dass sdmtliche Eintragungen differenzierbar
in h sind. Dann ist die Matriz—Ableitung A" (h) gegeben durch

AWM (h) = lim e (A(h+h)— A(h)).

h'—0 h'
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Lemma 2.3 Die Matriz—Exponentialfunktion exp(hA) ist fir jedes h € R differenzierbar, und es
qilt

de%éhA) = Aexp(hA) = exp(hA)A. (29)
Beweis
o Es gilt
exp((h+hW)A) —exp(hA) = (h+HW)"—h" A" N A" O LA
7 BD D T D DL TR DU
wobei fiir jedes |h'| < |h]
0 < |rn(h,A')| < n(n —1)(2|R))". (30)

e Die Schranke (30) ergibt sich dabei durch Taylor-Reihenentwicklung der Funktion g(z) =
(h+z)™ — h".

o Fiir ein 0 € [0,1] gilt also
22
g(z) = anh™ 1t + ?n(n - 1(h+ 01‘)”*2 .

e Fiir i’ — 0 ergibt sich hieraus, dass

dexp(hA) > no1 A"
dh _;”h nl
o Auferdem gilt offenbar
> A" = (hA)" X (RA)
n—1 _ —
nz::lnh W_A; n! _Z n! A O

n=0

Beachte Die ¢ x (~Matrizen A, A’ heifen kommutativ, wenn AA’ = A’A gilt. Es ist nicht
schwierig zu zeigen, dass in diesem Fall

exp(A + A’) = exp(A) exp(A'). (31)
Lemma 2.4

o Sei Q eine beliebige £ X {-Matriz, so dass q;; > 0 firi # j und Qe = 0 gilt.

e Dann ist die Matriz-Exponentialfunktion {exp(hQ),h > 0} eine Ubergangsfunktion, die den
Kolmogorowschen Differentialgleichungen (25) und (26) genigt, d.h.,
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e die Intensititsmatriz der Ubergangsfunktion {exp(hQ),h > 0} ist gleich Q.

Bewelis

e Wenn Q = 0, dann ist die Aussage offensichtlich. Es gelte also nun Q # 0.

e Wir iiberpriifen zunichst, dass exp(hQ) fiir jedes h > 0 eine stochastische Matrix ist.
— Weil Qe = 0, gilt Q"e = O fiir jedesn=1,2,...
— und somit exp(hQ)e = e.

e Um zu zeigen, dass sdmtliche Eintragungen von exp(hQ) nichtnegativ sind, setzen wir
a=max{—q;:i=1,...,0}.

— Dann ist die Matrix P mit i
P=a'Q+I (32)
nichtnegativ, und wegen Pe = a Qe + Ie = e ist P auch stochastisch.
— Aus der Darstellungsformel
- = (ah)"(P)"
exp(hQ) = exp(ah(P — 1)) = Z (ah)"(®)" e (33)

n!
n=0

ergibt sich nun, dass die Eintragungen von exp(hQ) nichtnegativ sind.
— Dabei wird bei der Herleitung von (33) die Identitét (31) benutzt zusammen mit der
Tatsache, dass exp(—ahlI) = e~ "1
o AuRerdem ergibt sich aus (31), dass exp(hQ) der Chapman—Kolmogorow—Gleichung (8)
geniigt.

o Mit Hilfe von (29) ergibt sich nun, dass Q die Intensititsmatrix der Ubergangsfunktion
exp(hQ) ist, d.h., exp(hQ) ist eine Losung von (25) und (26). O

Theorem 2.16 Jede Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} lisst sich wie folgt durch ihre Intensitits-
matriz Q ausdricken: Es gilt
P(h) = exp(hQ) Vh>0. (34)

Beweis

e Aus Lemma 2.4 folgt, dass die Matrix-Funktion {P’(h)} mit P’(h) = exp(hQ) eine
Losung der Kolmogorowschen Riickwirtsgleichung (25) ist, die der Anfangsbedingung
P’(0) =T gentgt.

e Aus der Theorie der gewohnlichen linearen Differentialgleichungssysteme ergibt sich
dann, dass diese Losung eindeutig bestimmt ist.

e Somit gilt P'(h) = P(h) fiir jedes h > 0. O
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Beachte

e Zusammen mit Theorem 2.16 ergibt sich aus (32) und (33)
— die folgende Darstellungsformel der Ubergangsfunktion {P(h),h > 0}:

P(h) = i (ah);’!(f’)” ot R0, (35)

wobei P = a~1Q +1I eine stochastische Matrix ist und @ = max{—¢; : i = 1,...,(}.
— Aus (35) folgt insbesondere, dass p;;(h) > 0 fiir beliebige ¢ € E und h > 0.

e Ahnlich wie bei Markow—Ketten mit diskreter Zeit (vgl. Abschnitt MC-2.1.4) kann die
Spektraldarstellung von Q™ zur Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion P(h) =
exp(hQ) verwendet werden, falls die Eigenwerte 61,...,0, # 0 von Q paarweise ver-
schieden sind.

e Zur Erinnerung

— Sei A eine beliebige £ x ¢ Matrix, seien ¢, v # 0 zwei (-dimensionale (Spalten-)
Vektoren, so dak jeweils mindestens eine ihrer Komponenten von 0 verschieden ist,
und sei 0 eine beliebige (reelle oder komplexe) Zahl.

— Falls

Ap=0p bzw. P A=0y', (36)

dann ist 0 ein Figenwert von A, und ¢ bzw. v ist ein rechter bzw. linker (zu 6
gehorender) Eigenvektor.
— Weil (36) und

(A—0l)p=0 bzw. ' (A—6I)=0",

Aquivalent sind, ist 6 genau dann ein Eigenwert von A, wenn 6 eine Losung der
sogenannten charakteristischen Gleichung ist:

det(A — 6T) = 0. (37)

— Weil (37) eine algebraische Gleichung der Ordnung ¢ ist, besitzt sie somit ¢ Losungen
01,...,0¢, die komplex sein kénnen und die nicht alle voneinander verschieden sein
miissen.

— Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass die Eigenwerte 61, ...,60; so numeriert sind, dass

104] > |0s] > ... > |64

— Fiir jeden Eigenwert 6; existieren (jeweils von O verschiedene) rechte bzw. linke
Eigenvektoren ¢; bzw. 1,.

— Sei ® = (¢q,...,¢,) die £ x ¢ Matrix, die aus den rechten Eigenvektoren ¢4, ..., ¢,
besteht, und sei

¥
v = :
»)
die ¢ x ¢ Matrix, die aus den linken Eigenvektoren 1), ..., 1, gebildet wird.
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— Mit dieser Schreibweise ergibt sich, dass

A® = P diag(@), (38)
wobei @ = (6,...,0;) " und diag(@) die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen
01,...,0; bezeichnet.

e Falls die Eigenwerte 01, ...,0; # 0 paarweise verschieden sind, dann sind die Eigenvek-

toren ¢4, ..., ¢, linear unabhingig (vgl. beispielsweise Lemma MC-2.2).
— Somit existiert die inverse Matrix ® ', und wir konnen ¥ = & setzen.
— Auferdem ergibt sich in diesem Fall aus (38), dass

A = @ diag(0)® ' = ® diag(9)¥

bzw.
A" = ®(diag(0))"® ! = ®(diag(0))"¥.

— Hieraus ergibt sich die Spektraldarstellung von A™ mit

¢

A" =07 (39)

i=1
e Falls die Eigenwerte 61,...,0, # 0 der Intensitdtsmatrix Q paarweise verschieden sind,

dann gilt also
¢
P(h) =) "o/ (40)
i=1

fiir jedes h > 0, wobei ¢;, 1, (rechte bzw. linke) Eigenvektoren des Eigenwertes 6; sind.

2.3.4 Eingebettete Markow—Ketten; Simulationsalgorithmus
e Sei £ ={1,2,...,¢} und sei Q = (¢;j)i,jer eine beliebige Intensitdtsmatrix, d.h., es gelte

gi; > 0 fiir beliebige i # j und Z gi; = 0 fiir jedes i € E.
jEE

e Wir diskutieren nun eine Methode zur Konstruktion von Markow-Prozessen mit vorgegebener
Intensitdtsmatrix Q, wobei wir zunéchst die folgende eingebettete Markow—-Kette {X,,n > 0}
(mit diskreter Zeit) betrachten, vgl. Abb. 5.

— Sei « eine beliebige Anfangsverteilung, und sei (i) = 3_;_; gi; fiir jedes i € E.

— Auferdem sei die stochastische Matrix P = (pi;) gegeben durch

G palls i o j,
by =4 90) (41)
0, falls ¢ = 7.

fiir beliebige 4,7 € E mit ¢(i) > 0.
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— Falls ¢(i) = 0, dann wird die i—te Zeile von P gleich e/
wobei die i-te Komponente von e; gleich 1 ist.

0,...

45

,0,1,0,...,0) gesetzt,

— Sei {)?mn > 0} eine Markow-Kette mit der Anfangsverteilung o und der Ubergangs-

matrix P.

e Auflerdem sei {Z,,n > 0} eine Folge von unabhiingigen und Exp(1)-verteilten Zufallsvaria-

blen, die von {X,,} unabhingig sind.

e Mit Hilfe der Folgen {Z,,,» > 0} und {)A(:n, n > 0} konstruieren wir nun einen Markow—Prozess

{X¢,t > 0}, dessen Trajektorien die Form

X =Y X, A(Sp <t < Snp1)

n=0

(42)

haben, wobei 0 = Sy < S < ... eine Folge von zufilligen (Sprung—) Zeitpunkten ist:

Px,
% o
%
a
ﬂM
Xi
| | ?
51 52 t

Abbildung 5: Eingebettete Markow-Kette {X,,, n > 0}

Schritt 1 Sei Sy = 0 und 2} = Zo/q(Xo), wobei Z} = 0o gesetzt wird, falls ¢(Xo) = 0.

— Die Zufallsvariable Z ist die Aufenthaltsdauer des zu konstruierenden Markow—Prozesses
{X:} im (zufalligen) Anfangszustand Xy, der zum Zeitpunkt Sy = 0 gewéhlt wird.

— Dabei gilt P(Z} > x| Xo = i) = ¢ 9O fiir jedes i € E mit P(X

=14)>0; z>0.

Schritt 2 Sei S; = Sy + Z und X; = )?0 fiir So =0 <t < 51, wodurch die Trajektorie von

{X:} bis zum ersten Sprungzeitpunkt S; gegeben ist.

Schritt 3 (analog zu Schritt 1) Sei Z} = Z;/q(X1), wodurch

— die Aufenthaltsdauer von {X;} im Zustand X, gegeben ist, der zum Zeitpunkt S; gewihlt

wird, vgl. Abb. 6.
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A
[0y
w

(3]
-

Abbildung 6: Aufenthaltsdauer Sy — S; im Zustand X 1=1

— Dabei gilt P(Z] > x| X, = i) = e 907 _falls P(X; = i) > 0.

Schritt 4 Sei S, =S + Z] und X, = X fiir $; <t < Ss.

Schritt 2n+1 Wir nehmen nun an, dass die Gréken 2, Z{,...,Z] _1,50,51,...,5, und
{X:,t €10,5,)} fiir ein n > 1 bereits definiert worden sind, und setzen Z, = Z,/q(X,).

Schritt 2(n+1) Sei Sp4+1 =S, + Z,, und X; = )~(n fir S, <t < Sp41.

Beachte

o Auf diese Weise lassen sich die Trajektorien von {X;,t > 0} fiir beliebige t > 0 konstru-
ieren, weil man sich leicht {iberlegen kann, dass P(lim,,_ o S, = 00) = 1.

e Somit ist durch das oben beschriebene Konstruktionsprinzip ein Algorithmus zur Simu-
lation des zeitstetigen Prozesses {X:,t > 0} gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass
Algorithmen

— zur Simulation der Folge {Z,,,n > 0} von unabhingigen und Exp(1)—verteilten Zu-
fallsvariablen sowie

— der eingebetteten Marlow—Kette {X,,,n > 0}
vorhanden sind.

o Auferdem kann man zeigen, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses
{Xi,t > 0} die Faktorisierungeigenschaft besitzen, die in der Definitionsgleichung (10)
von Markow—Prozessen postuliert wird.

Theorem 2.17 Der in (42) gegebene stochastische Prozess { X, t > 0} ist ein homogener Markow—
Prozess.
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Beweis

e Der Einfachheit wegen geben wir hier lediglich eine Beweisskizze an.

— Einen ausfiihrlicheren Beweis kann man beispielsweise in Resnick (1992), S. 378-379
finden.
— Dabei betrachten wir hier nur den folgenden Spezialfall: Sei o; > 0 und ¢;; > 0 fiir
beliebige 4,5 € {1,...,£} mit i # j.
e Sei { Ny, t > 0} der Zahlprozess der Sprungzeitpunkte Sp, Sz, ... mit Ny = max{n: S, <
t}.
e Dann ergibt sich unmittelbar aus dem Konstruktionsprinzip des stochastischen Prozesses
{X¢, t > 0}, dass

P(XU :7;0,th :7;1,...,th :’Ln)
= > P(Xo=io, Ny, = my, X, = i1, Ny = my +ma, Xon, 1, = f2,

mi,...,mMp >0

..7Nt :ml—l—...—i—mn,thLmijn :Zn) >0

fir beliebige n =0,1,..., i9,%1,...,t, € £, 0 <t < ... <ty

e Hieraus und aus der ,Gedichtnislosigkeit” der Exponentialverteilung ergibt sich, dass
P(Xo =19, X¢, =1, Xt, =n)
= Z P(XO = iO)P(Ntl = ml,Xml = il | XO = io)

mi,...,mp >0

P(Nt'z =m1 +Tn?aerl-l-m'z =13 | Ntl = mlaXml = il)

P(Ntn = mi + ...+ mn,Xmle”_ern = Zn | Ntn71 = mi + ...+ Mp—1, Xmlerern—l = Z'nfl)
= Z P(Xo =io)P(Ny, = mi, Xm, =1 | Xo = io)

mMi,...,mMp >0

P(th—tl = m27XTn,2 =2 | XO = 7/1) o P(Nf —t = mnaX'm =in | XO = Z.n—l)

tn bn—1 bn

= P(Xo =1io) Z P(Ny, =my, Xy, =iy | Xo =io)
m1:0
Z P(th—tl = m27Xm2 = ig ‘ XO = 7,1) e Z P(Ntn_tn—l = mn,an = in | XQ = in—l) .
meo=0 my=0

o Eg gilt also

P(Xo=10,Xt; =t1,..., X, =1n) = QigDigis (t1)Piyin (B2 — 1) - .. Din_1in (tn —tn—1),
R (43)
wobei a; = P(Xo — Z) = P(XO — Z) und

pis(h) = > PNy =m, X =j| Ko =1) (= P(Xn=j|Xo=1).

m=0
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o Aus (43) ergibt sich insbesondere, dass p;j(h1+h2) = >, c g Pik(h1) prj(h2) fiir beliebige
1,7 € F und hi,he > 0.

e Damit ist gezeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses {X;,t > 0}
die Faktorisierungeigenschaft (10) besitzen. O

Wir zeigen nun, dass der in diesem Abschnitt konstruierte stochastische Prozess {X¢, ¢ > 0} der
,richtige” Markow—Prozess ist, d.h., seine Intensitdtsmatrix ist gleich der vorgegebenen Matrix Q.

e Hierfiir muss gezeigt werden, dass sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(h) des Markow—

Prozesses {X;, t > 0} durch die ,Jlokalen” Charakteristiken {q(i)}icp und P = (Pij)ijeE
ausdriicken lassen.

e Dabei sagt man, dass i € E ein absorbierender Zustand ist, falls ¢(i) = 0.

Theorem 2.18 Fliir beliebige i,7 € E und h > 0 gilt
h
pij(h) = 65900 4 / q(0)e 1" " Bigpr;(h — t)dt. (44)
0 k#i
Insbesondere gilt p;j(h) = d;; fir beliebige j € E und h > 0, wenn i € E ein absorbierender Zustand
18t.
Beweis

e So wie im Beweis von Theorem 2.14 konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass P(Xo =1) > 0 fiir jedes i € E.

e Es ist klar, dass sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(h) als Summe p;;(h) =
Lij(h) + I};(h) darstellen lassen, wobei

Iw(h):P(Xh:J,Sl>h|X0:Z) und I{](h):P(Xh :j,51§h|X0:l)

e Fiir die Zerlegungskomponenten /;;(h) und I;;(h) gilt dann

P(Zy>h| Xo=1i)=e 1D fallsi=j,

1 (h) =
! 0, falls 7 # 7,
und
h . > > .
P(Xh :j,sl edt, X1 =k, Xg :Z)
’ o 3
) = Y, R
ki 0 (Xo = 1)
h
. Z > > .
= Z/ P(Xh=g|Xt:k)P((—‘?) edt)P(X1:k|X0:z)
k£i Y0 at

h
_ / 910" G (h — ) d.
0

ki
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e Falls ¢ € F ein absorbierender Zustand ist, dann verbleibt der in diesem Abschnitt
konstruierte Prozess {X;,t > 0} fiir immer im Zustand ¢, sobald er diesen Zustand zum
ersten Mal erreicht. Somit gilt p;;(h) = d;; fiir beliebige j € E und h > 0. O

Korollar 2.3 Fiir beliebige i,j € E gilt

—q(i), fallsi=j,
PO =gy =4 7 (45)
pijq(i)  falls i # j.

Beweis Um (45) zu beweisen, genligt es, in (44) die Ableitung beziiglich h zu bilden und danach
den Grenzwert fiir ~ | 0 zu betrachten. O

Beachte Wenn man die Formeln (13) und (45) miteinander vergleicht, dann erkennt man, dass
die Intensitatsmatrix des in diesem Abschnitt konstruierten Markow-Prozesses {X;,t > 0}
mit der vorgegebenen Matrix Q iibereinstimmt.

Beispiel
e Der in diesem Abschnitt konstruierte Markow—Prozess {X;,¢ > 0} heifit Geburts— und
Todesprozess, wenn p; ;—1 + D; 41 = 1 fiir beliebige 1 < ¢ < £ und p12 = pee—1 = 1 gilt.
o Die Produkte p; i+1¢(¢) und p; ;—19(?) heifen Geburtsrate bzw. Sterberate.

o Diese Begriffsbildungen lassen sich damit begriinden, dass die Groken p;,4+1¢(7) und
Dii—1q(7) gemdf Korollar 2.3 mit den Ubergangsintensititen ¢; ;11 und ¢;,—1 fiir die
Ubergénge i — i+ 1 bzw. ¢ — ¢ — 1 im Sinne der Definitionsgleichung (13) iibereinstim-
men.

2.3.5 Stationire Anfangsverteilungen

Ahnlich wie bei Markow—Ketten mit diskreter Zeit (vgl. Abschnitt MC-2.2.4) betrachten wir nun
eine spezielle Klasse von Anfangsverteilungen, die invariant beziiglich der Ubergangsfunktion von
Markow—Prozessen sind.

Definition Die W;ihrscheinlichkeitsfunktion a=(a,...,ap)" heilit stationire Anfangsverteilung
beziiglich der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0}, falls

a'P(h)y=a' Vh>0. (46)

Beachte

e Wegen der Endlichkeit des Zustandsraumes F gilt fiir jede stationére Anfangsverteilung
a:
T(P(h) -1
0 = lim % — aTQ.

h—0
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e Es gilt auch die umgekehrte Implikation: Aus o' Q = 0 folgt die Giiltigkeit von o' Q" =
0 und somit auch

T _ e Q) ¢
a Ph) =« Z o Vh>0.

o Im allgemeinen muss jedoch die Existenz einer Wahrscheinlichkeitsfunktion & = (aq, . . ., o)
die der Gleichung (46) geniigt, bzw. die eindeutige Losbarkeit von (46) nicht immer ge-
wéhrleistet sein.

e Andererseits lassen sich, dhnlich wie bei (zeitdiskreten) aperiodischen und irreduziblen
Markow-Ketten, stationire Anfangsverteilungen von Markow—-Prozessen auch als Grenz-
verteilungen charakterisieren.

— Dabei ist die Situation im zeitstetigen Fall sogar einfacher, denn aus der Darstel-
lungsformel (35) der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} folgt, dass ps(h) > 0 fiir
beliebige ¢ € E und h > 0.

— Die bei Markow—Ketten betrachtete Bedingung der Aperiodizitit muss also bei
Markow-Prozessen nicht extra vorausgesetzt werden, sondern wir benétigen lediglich
die Irreduzibilitét.

Definition Die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} heift irreduzibel, falls

pi(h) >0  Yi#j, h>0. (47)

Beachte Man kann leicht zeigen, dass

e die Bedingung (47) mit der Irreduzibilitidt der Intensitdtsmatrix Q Aquivalent ist,

e d.h., fiir beliebige 7,5 € E mit ¢ # j gibt es eine Folge von Zustinden i1,...,i,-1 € E
mit 7 7é 1], SO dass Qiiy Qivio - Qin_1j > 0.

Das folgende Theorem zeigt dariiber hinaus: Die Irreduzibilitit der Ubergangsfunktion {P(h), h >
0} bzw. der Intensitdtsmatrix Q impliziert, dass es eine (eindeutig bestimmte) stationére Anfangs-
verteilung beziiglich der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} gibt.

Theorem 2.19 Wenn die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} irreduzibel ist, dann ezistiert der
Grenzwert

tlgrolo PXy=i)=m; (48)
fiir jedes i € E, wobei ® = (m1,...,m)" die (eindeutig bestimmte) stationdire Anfangsverteilung

beziiglich {P(h), h > 0} ist.

Bewelis

e Die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} sei irreduzibel.

e Wegen (35) gilt dann p;;(h) > 0 fiir beliebige 7, j € £ und h > 0, d.h., fiir jedes h > 0
sind sémtliche Eintragungen der Ubergangsmatrix P(h) positiv.
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Beachte

Aus Theorem MC-2.4 ergibt sich nun, dass die eingebettete Markow—Kette { X, n > 0}
mit der (einstufigen) Ubergangsmatrix P(h) fiir jedes h > 0 ergodisch ist, d.h., es gilt

lim P(nh) =T  VYh>0

n—oo

wobei IT eine ¢ x /~Matrix ist, deren Zeilen gleich 7" sind.

Weil die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} gleichmifig stetig in h > 0 ist, gibt es fiir
jedes € > 0 eine (kleine) Zahl hy > 0, so dass es fiir jedes hinreichend grofse ¢t > 0 eine
natiirliche Zahl n gibt mit

[P(t) — I < [[P() — P(nho)|| + [[P(nho) — IT|| < 2e.

Sei {X;, t > 0} ein Markow-Prozess mit der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} und der
stationiiren Anfangsverteilung o.

Dann kann man leicht zeigen, dass {X;, t > 0} ein stationdrer Prozess ist, d.h., fiir die
endlich-dimensionalen Verteilungen von {X;} gilt

P(Xo =10, X, =11,..., X, =in) = P(Xp =t0, Xty4n =01, .., Xpp 4h = in)

fiir beliebige n = 0,1,..., ig,41,...,inp € £, 0<t1 < ... <tn, h > 0.

Insbesondere ist dann {X;, ¢ > 0} ein Prozess mit stationdren Zuwéichsen, die jedoch im
allgemeinen nicht unabhingig sein miissen.

2.4 Wiener—Prozess

Der Wiener-Prozess, der in der Literatur auch Brownsche Bewegung genannt wird, ist ein weiteres
grundlegendes Modell in der Theorie stochastischer Prozesse. Dabei nehmen wir fiir die Indexmenge
I an, dass entweder I = [0,b] fiir eine (endliche) Zahl b € (0,00) oder I = [0, 00) gilt.

Definition  Ein stochastischer Prozess {X;, t € I} {iber einem (im allgemeinen nicht niher
spezifizierten) Wahrscheinlichkeitsraum (€2.F, P) heisst Wiener—Prozess (im Zeitintervall I),
wenn

{X, t € I} unabhéngige Zuwichse hat,

X, — Xy, ~ N(0,ty — t1) fiir beliebige t1,t2 € I mit ¢ < to,

Xy =0,

die Trajektorie t — X;(w), t € I, fiir jedes w € Q) eine stetige Funktion ist.
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Beachte

o Aus dem Existenzsatz von Kolmogorow, d.h. aus Theorem 1.1, folgt, dass es einen
Wabhrscheinlichkeitsraum und einen stochastischen Prozess {X;, ¢t € I} iiber diesem
Wahrscheinlichkeitsraum gibt, so dass die ersten drei Bedingungen in der Definition des
Wiener—Prozesses erfiillt sind.

e Aus dem Stetigkeitssatz von Kolmogorow, d.h. aus Theorem 1.3, folgt auferdem, dass
zu jedem Prozess {X:, t > 0}, der den ersten drei Bedingungen in der Definition des
Wiener—Prozesses geniigt, eine stetige Modifikation existiert.

e Weniger offensichtlich ist, ob bzw. wie man einen solchen Prozess (mit unabhingigen
und normalverteilten Zuwichsen) explizit konstruieren kann, dessen Trajektorien stetige
Funktionen sind.

e In den drei folgenden Abschnitten erlautern wir eine Methode zur Konstruktion von
Wiener—Prozessen (mit stetigen Trajektorien), die gleichzeitig zu einem Algorithmus zur
Simulation von Wiener—Prozessen fiihrt.

2.4.1 Vollstindige Orthonormalsysteme im Lo; Haar—Funktionen und Schauder—Funktionen

Wir betrachten zuniichst den Fall, dass I = [0, 1] das Einheitsintervall ist. Dabei benétigen wir zur
Konstruktion von Wiener—Prozessen in [0, 1] einige analytische Hilfsmittel.

e Insbesondere betrachten wir den Hilbert—-Raum Lo = Lo([0,1])

— aller auf dem Einheitsintervall I = [0, 1] definierten (Borel-messbaren) Funktionen f :
[0,1] — R, die beziiglich des Lebesgue-Maftes quadratisch integrierbar sind, d.h., fiir die

fol f2(s)ds < oo gilt.
— Fiir beliebige f,g € Lo sei (f,g) = fol f(s)g(s)ds das zugehorige Skalarprodukt.

e FEine Folge {f,, n > 1} von Funktionen f,, € Ly wird ein vollstindiges Orthonormalsystem in
Ly genannt,

— wenn (fy, fn) = 1und (f,, fm) = 0 fir beliebige n # m und

— wenn fiir jedes g € Lo die Giiltigkeit von (g, f,) = 0 fiir jedes n > 1 impliziert, dass
g(s) = 0 fiir fast jedes s € [0, 1].

Die Konstruktion von Wiener—Prozessen in I = [0, 1] beruht auf der Idee,

e ein speziell gewahltes Orthonormalsystem {H,,, n > 1} in Ly (die sogenannten Haar—Funktionen)
sowie

e eine Folge {Y,,, n > 1} von unabhéngigen und N(0, 1)—verteilten Zufallsvariablen {iber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) zu betrachten und zu zeigen, dass
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e der stochastische Prozess {Xy, t € [0,1]} mit

Xt:i Yn/OtHn(s)ds Vit e [0,1] (1)

n=1

iiber einer gewissen Einschrinkung des Wahrscheinlichkeitsraumes (2, 7, P) wohldefiniert ist
und den Bedingungen eines Wiener—Prozesses in [0, 1] geniigt.

Definition Die durch den Ansatz

Hi(s) =1 fiir jedes s € [0, 1], (2)
m . 2m 1 2mtl ]
22 fir s € [ om ’ om+1 ) )
Homi1(s) = w o 2mtl 1 (3)
—22 fir s € {W 5 1:| y
0 sonst,
m .. k—1 2k—-1
272 fir s € |:42'm, 5 gm+1 ) )
H2m+]€(8) = m . 2k -1 k (4)
—272 fiir s € {W 5 27771) 5
0 sonst

fir k = 1,2,...,2™ — 1 und m = 0,1,2,... gegebenen Funktionen H, : [0,1] — R heifen
Haar—Funktionen, vgl. Abb. 7 und 8.

Lemma 2.5 Diein (2) — (4) definierten Haoar—Funktionen H,, : [0,1] - R mitn =1,2,... bilden
ein vollstindiges Orthonormalsystem in Lo. Insbesondere gilt die sogenannte Parseval-Identitat

o0

(f.9) = (f Hu)(g.H)) Yfg€Ly. (5)

n=1

Beweis

e Unmittelbar aus der Definition der Haar-Funktionen folgt, dass (H,, H,) = 1 und
(H,, Hy,) = 0 fiir beliebige n,m > 1 mit n # m gilt.

e Aufierdem kann man leicht zeigen, dass das Orthonormalsystem {H,,, n > 1} vollstindig
in Lo ist.

— Sei g € Lo eine quadratisch integrierbare Funktion mit

/1g(s)Hn(s)ds=0 Yn>1.
0
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Abbildung 7: Haar—Funktionen Hs und Hjs
. k+1)/2™ .. C
— Hieraus folgt, dass fk(/Qm)/ g(s) ds = 0 fiir beliebige m = 0,1,...und k = 1,...,2™m—
1.

— Insbesondere gilt also fiir die Funktion G : [0,1] — R mit G(¢) = fotg(s) ds, dass
G(k/2™) = 0 fiir beliebige m =0,1,...und k=1,...,2™ — 1.

— Weil G eine stetige Funktion ist, folgt hieraus, dass G(t) = 0 fiir jedes t € [0, 1] und
somit g(s) = 0 fir fast jedes s € [0, 1].

o Die Giiltigkeit von (5) ergibt sich aus der Vollstdndigkeit des Orthonormalsystems {H,,, n >
1}, vgl. beispielsweise Satz 5.3.6 in W. Arendt (2002) Funktionalanalysis (Vorlesung-
skript, Universitit Ulm) bzw. Satz V.4.9 in D. Werner (1997) Funktionalanalysis (Sprin-
ger, Berlin). O

Lemma 2.6 Flir jedes n = 1,2,... sei die Funktion S, : [0,1] — R gegeben durch

() = /O Ho(s)ds  vie[o.1]. )

Die in (6) definierten Funktionen S1,Sa,...:[0,1] — R, die Schauder—Funktionen genannt werden,
besitzen die folgenden Figenschaften:

1 Fiir beliebige n > 1 und t € [0,1] gilt Sp(t) > 0.

2 Fiir beliebige m = 1,2,... und t € [0,1] gilt die Ungleichung

9 m/2 (7)

|~

2m
z Som o (t) <
k=1
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Abbildung 8: Haar—Funktion Hy
3 Seiay,as,... € R eine beliebige Folge reeller Zahlen mit a,, = O((logn)/?) fiir n — co. Dann
konvergiert die Reihe Y .~ | an Sn(t) absolut und gleichmdfig in t € [0,1].

Beweis

e Die Tatsache, dass die Schauder—Funktionen S,, nur nichtnegative Werte haben, ergibt
sich unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (2)—(4) bzw. (6), vgl. auch Abb. 9 und

10.
e Um die Giiltigkeit der Ungleichung (7) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass die Funk-
tionen Somyy fir k =1,...,2™ disjunkte Tréger haben und dass
% —1y o, 1 1.
52m+k(t)§52m+k<W>:2 /QW = 52 /2 vte[0,1].

e Sei nun ¢ > 0 eine Konstante, so dass |a,| < ¢ (logn)'/? fiir jedes n > 1.
— Dann ergibt sich aus (7), dass fiir £ — co

m+1 1/2
0o 0o 2 ¢ 0 (10g2m+1) /
Do lanlSal) <laal+ > D larlSk(t) < | + 3 > —omp— 0
n=2¢+1 m=0 k=2m+41 m=¢

gleichméRig in ¢ € [0, 1],
— weil m+ 1 < ¢'2°™ fiir jedes m > 0 und fiir gewisse Konstanten ¢’ < oo bzw. € < 1
— und weil somit

0o /2 0o 00
(log 2’”""1)1 1/2 m—+1\1/2 1/ 1 1/2
Z om/2 = (log 2) / Z ( om ) < (C/ log 2) / Z (2(1—£)m> — 0.

m=£{ m=~{ m=£{

— Damit ist auch die dritte Teilaussage bewiesen. (]
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Abbildung 9: Schauder—Funktionen S7 und So

2.4.2 Eigenschaften normalverteilter Zufallsvariablen

Bei der Konstruktion von Wiener—Prozessen bendtigen wir noch die folgenden Eigenschaften von
normalverteilten Zufallsvariablen.

Lemma 2.7 Sei {Y,, n > 1} eine Folge von (nicht notwendig unabhingigen) N(0,1)-verteilten
Zufallsvariablen dber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P). Dann gilt mit Wahr-
scheinlichkeit 1, dass

Y| = O((logn)'/?)  fiir n — oc. (8)
Beweis

e Sei X eine beliebige N(0, 1)—verteilte Zufallsvariable. Dann gilt fiir jedes z > 0, dass

1\ -1
(2m)~1/2 (a: + E) e /2 < P(X >z) < (2n) Y271 e /2 (9)

— Denn mit partieller Integration ergibt sich, dass

o0 1 [e’s) oo
/ ny e—y2/2 dy = [_ ; e_y2/2L€ . / e—y2/2 dy

/OO<1+ iz) e*y2/2dy: 1e"””2/2.
Jz ) €T

und somit

— Hieraus folgt, dass

le_g”2/2 > /0C VP dy > le_mz/2 <1+ %)71.
T - T x
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Abbildung 10: Schauder-Funktionen S5 und Sy

— Wenn samtliche Ausdriicke der letzten Ungleichungsket’ce2 durch /27 geteilt werden,
dann ergibt sich (9), weil P(X > z) = (2m)~1/2 [% e7v /2 dy.

o Aus (9) ergibt sich, dass fiir jedes ¢ > v/2

fe%s) 9 [e’e) 1 02 1 [ee] 2
P(Y,] > ey/logn) < /= 37 = (logn) 2 exp(~ 1 )<\/7 R
Z (1Y c\/@)— \/; ;’ c (logn) exp 5 ogn | < - nz;; n- 2 %)

n=3

o Aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. Lemma WR-2.3) ergibt sich nun die Behaup-
tung. O

Lemma 2.8 Die Zufallsvariablen Y1,Y,, ... seien unabhdngig und N(0, 1)-normalverteilt. Aufer-
dem seien a;,b; € R beliebige Konstanten, so dass fir jedes m = 1,2, ...

om
m

2m
Z |CL2m+k‘ S 27% und Z |b27"+k’| S 272, (10)
k=1 k=1

Dann ezistieren die Grenzwerte U = Zfil a;Y; undV = Zfil b;Y; mit Wahrscheinlichkeit 1, und
es gilt

U~ N0 al) und Vo~ NO D b, (11)
i=1 =1
wobei -
Cov (U, V) = ab; . (12)
=1

Auflerdem sind die Zufallsvariablen U und V sind genaw dann unabhdingig, wenn Cov (U, V) = 0.
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Beweis

e Mit Hilfe von Lemma 2.7 ergibt sich auf die gleiche Weise wie im Beweis von Lem-
ma 2.6, dass die Grenzwerte U und V mit Wahrscheinlichkeit 1 existieren und somit
wohldefinierte Zufallsvariablen sind.

e Fiir jedes m = 1,2,... ergibt sich die Normalverteilheit der Zufallsvariablen U(™) =
S a;Y; und VO™ =37 b, Y; unmittelbar aus der Faltungsstabilitéit der Normalver-
teilung (vgl. Korollar WR-3.2), wobei

U™~ N0, af)  und VO~ N0, D 8).
i=1 i=1
e Hieraus folgt (11), weil U™ LU bzw. VI —L ¥ fiir m — oo.

e Die Formel (12) ergibt sich aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Y3,...,Y,, und
aus den allgemeinen Rechenregeln fiir die Kovarianz, und zwar gilt

Cov(U,V) = lim Cov (Y a¥i, Y b;%5) = lim 3 aiCov (Vi 3o6,%5)
1=1 Jj=1 =1 Jj=1

m m m

= n}gnooz > aib;Cov (V;,Y;) = n}ganaibiCOV (V;,Y;)

i=1 j=1 i=1
9]
i=1

e Die Notwendigkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich aus der Multiplikations-
formel fiir den Erwartungswert des Produktes von unabhiingigen Zufallsvariablen; vgl.
Korollar WR-4.5.

e Um die Hinldnglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 zu beweisen, betrachten wir die
(gemeinsame) charakteristische Funktion ¢y v (t, s) des Zufallsvektors (U, V).
— Weil (UM, V) L5 (U, V) fiir m — oo, gilt dann fiir beliebige ¢, s € R

euv(t,s) = lim E exp(i (tz a;Y; + SZ bJY]>> = lim E exp(i Z(tai + sbi)Yi)
i=1 j=1

m—oo m—oo _
=1

L M . L A (ta; + sb;)?
Tl s mm) - i Tl €50
(ta; + sb;)? > (tai)® + 3 (sb;)?
_ exp(— 1:1—) (;) exp(— i=1 j=1 )
2 2
pEa e
i Jj=1

5 ) eo(-—5—)

= eu(t) pv(s),

= exp(—
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— wobei sich die Gleichheit (%) aus der Annahme ergibt, dass die Zufallsvariablen U
und V unkorreliert sind und dass deshalb Cov (U, V) = Y.2 | a;b; = 0 gilt.

e Die Hinldnglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich nun

— aus dem FKindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren
(der eine Verallgemeinerung des in Korollar WR~5.5 betrachteten eindimensionalen
Falles ist),

— weil das Produkt der charakteristischen Funktionen von unabh&ngigen Zufallsvek-
toren Z und Z' gleich der charakteristischen Funktion des Zufallsvektors (Z, Z') ist.

O

2.4.3 Konstruktion von Wiener—Prozessen; Simulationsalgorithmus

Aus Lemma 2.7 ergibt sich, dass man

e von dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), iiber dem die Folge {Y,, n > 1} von N(0,1)-
verteilten Zufallsvariablen gegeben ist,

e zu dem folgenden (eingeschrinkten) Wahrscheinlichkeitsraum (', 7', P’) iibergehen kann,

wobei
QO = {weQ:|X,(w)]=0(/logn) firn— o },
F = FnqQ, dh, FF={ANQ: Ae F},
P' = Pg, d.h., P(ANQ') = P(A) fiir jedes A € F.
Beachte
o Weil vorausgesetzt wird, dass die N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen Y7, Y5, ... unabhin-

gig sind, kann (92, F, P) beispielsweise der sogenannte kanonische Wahrscheinlichkeits-
raum sein mit

(Q,F,P)=(RxRx..., BR)@BR)@...,N(0,1) x N(0,1) x ...) .

e Weil man sich leicht iiberlegen kann, dass Q' € F gilt und weil P(2') = 1 wegen Lem-
ma 2.7, ist somit (', 7', P’) ein wohldefinierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Insgesamt ergibt sich nun der folgende Ansatz zur Konstruktion von Wiener—Prozessen in [0, 1],
vgl. auch Abb. 11.

Theorem 2.20

o Sei {Y,, n > 1} eine Folge von unabhingigen und N(0,1)-verteilten Zufallsvariablen wber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), und sei Sy, Sa,...:[0,1] — [0,00) das in (2)—(4)
bzw. (6) gegebene System von Schauder—Funktionen.
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Abbildung 11: Konstruktion von Wiener—Prozessen
e Dann ist der stochastische Prozess {X;, t € [0,1]} mit
=Y Y, Su(t)  Vtelo,1] (13)

ein Prozess mit unabhdngigen und normalverteilten Zuwdchsen iber dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) und ein Wiener—Prozess in [0,1] iber dem eingeschrinkten Wahrscheinlich-
keitsraum (', F', P’).

Beweis

o Mit Hilfe von (7) ergibt sich aus der ersten Teilaussage von Lemma 2.8, dass die in (13)
eingefiihrte Groke X; fiir jedes t € [0, 1] eine wohldefinierte (normalverteilte) Zufallsva-
riable ist, wobei

X ~ N(0,¢) Vtelo,1]. (14)

— Denn es gilt

S s2) = / H () 1(0.1)(5)ds) = 3 (B 1(0.1))° = (1(0.1)). 1(0.1))

n=1

— Dabei ergibt sich die vorletzte Gleichheit aus Lemma 2.5, weil 1([0,¢]) € L und weil
somit aus (5) folgt, dass

(1([0,¢]) i H,, 1(]0,])

o AuBerdem gilt Xy, — Xy, => 02, Y, (Sn(tg)—Sn(tl)) fiir beliebige t1,t2 > 0 mit t; < ¢,

n=1

— und dhnlich wie beim Beweis von (14) kann man zeigen, dass
X, — Xgy ~ N(0,t0 — 1),
— weil

oo

S (Sult2) = Su(t1))* = ta —t1

n=1

:t7
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— d.h. insbesondere, dass die Zuwéichse Xy, — Xy, des stochastischen Prozesses {X;}
normalverteilt sind.

e Wir zeigen nun, dass {X;} ein Prozess mit unabhiingigen Zuwichsen ist.
— Aus (12) ergibt sich, dass fiir beliebige t1,...,t4 > 0 mit t1 <ty <tz <ty

Cov (Xp, = Xy, Xoy — Xi,) = Y (Sult2) = Sn(t1)) (Sn(ta) — Su(ts)) -
— Dabei ist
Z(Sn(tQ) — S (t1)) (Sn(ta) — Sn(ts))
= Z/O H,(s)1([t1,t2])(s) ds/o H,(s)1([ts,t4])(s) ds = Z(Hm L([t1,t2])) (Hn, L([ts, ta]))

= (W([t1, t2]) L([ts, ta])) = 0,

wobei sich die vorletzte Gleichheit erneut aus Formel (5) in Lemma 2.5 ergibt.
— Somit gilt Cov (X;, — Xy, Xiy — Xy,) = 0, und aus der zweiten Teilaussage von
Lemma 2.8 ergibt sich nun, dass {X;} unabhingige Zuwichse hat.

o Schlieflich ergibt sich aus der dritten Teilaussage von Lemma 2.6 und aus Lemma 2.7,
dass simtliche Trajektorien des Prozess { Xy, t € [0, 1]} iiber dem eingeschrénkten Wahr-
scheinlichkeitsraum (', 7', P’) stetige Funktionen sind, weil

— die Summe Y " | Y, S, (¢) fiir jedes m > 1 eine stetige Funktion in ¢ ist und
— die Konvergenz Y ' Yy, Sp(t) —m—ooe Doneq Yo Sn(t) gleichméfig in ¢ erfolgt.

e Weil offenbar auch Xy = 0 gilt, ist damit die Behauptung vollstandig bewiesen. ]

Beachte

e Die Aussage von Theorem 2.20 rechtfertigt den folgenden Algorithmus zur (ndherungs-
weisen) Simulation des in (13) gegebenen Wiener—Prozesses { X, t € [0,1]}.

e Um flir ein £ = 2™ mit m > 0 die Approximation {Xt(k),t € [0,1]} mit Xt(k) =
SF Y, S,(t) des Wiener—Prozesses {X;} zu simulieren,

n=1

— generiert man zunéichst die Realisierungen y1, . ..,y der unabhingigen und N(0,1)-
verteilten Zufallsvariablen Y7,...,Y: und

— berechnet dann schrittweise die 2™ Segmente der Polygonziige {Xt(Zn),t € [0,1]} fur
n=0,1,...,m.

e Dabei kann man zum Beispiel fiir m = 2 und n = 0, 1,2 wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Fiir die Realisierung y; von Y; ergibt sich der Endpunkt (1, xgl)) = (1,y1)
des Segmentes (0,0) — (17:r§1)), das die entsprechende Trajektorie von {Xt(l), te
[0,1]} ist.
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Schritt 1 Berechne den Mittelpunkt des Segmentes (0,0) — (1, a:(ll)) und addiere
den Wert y252(1/2) (= y2/2) zu dessen zweiter Komponente. Dies ergibt den Wert

217y = y151(1/2) + 1252(1/2),
wobei die Trajektorie von {Xt(Q), t € [0,1]} aus den zwei Segmenten
2 2 1
(0,0) = (1/2,25,)  und  (1/2,217) - (1,2{")
besteht.

Schritt 2 Berechne die Mittelpunkte der Segmente

2 2 1
(0,0) = (1/2,2,)  und  (1/2,217) = (1,2{")
und addiere jeweils die Werte y3S5(1/4) (= y3/2%/2) bzw. y454(3/4) (= y4/2%/?) zu
deren zweiten Komponenten. Dies ergibt die Werte

xﬁl = y151(1/4)+y252(1/4)+y353(1/4) und wgﬂ = 1151(3/4)+y252(3/4)+y154(3/4) ,
wobei die Trajektorie von {Xt(4), t € [0,1]} nun aus vier Segmenten besteht:

0,0) + (1/4,219), (/4,2) - (1/2,20))

und

2 4 4 1
(1/2,20) = (3/4.25)),  (3/4.25)) = 1,21Y).

Beachte

e Die in Abschnitt 2.4.3 enthaltenen Darlegungen lassen sich auf vollig analoge Weise

— zur Konstruktion und Simulation von Wiener-Prozessen in beliebigen beschriankten
Intervallen der Form I = [0, ¢] verwenden, wobei ¢ < oo eine beliebige positive Zahl
ist.

— Denn man kann sich leicht iiberlegen, dass {Y;, t € [0,c]} mit ¥; = /c Xy ein
Wiener—Prozess in [0, ¢] ist, wenn {X;, ¢ € [0,1]} ein Wiener—Prozess in [0, 1] ist;
vgl. auch Theorem 2.23 in Abschnitt 2.4.6.

e Wir erwdhnen nun noch eine Mdglichkeit, wie Wiener—Prozesse in dem unbeschrinkten
Intervall I = [0, 00) auf einfache Weise konstruiert werden koénnen.

— Hierfiir geniigt es, eine Doppelfolge {Yym, n, m > 1} von unabhéngigen und N ([0, 1])—
verteilten Zufallsvariablen zu betrachten, die iiber einunddemselben Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P) gegeben sind.

— Gemif Theorem 2.20 lasst sich iiber dem eingeschrinkten Wahrscheinlichkeitsraum
(¥, F', P') eine Folge {Xt(l),t € [0,1]}, {Xt@), t € [0,1]}, ... von unabhingigen
Wiener-Prozessen jeweils im Intervall [0, 1] konstruieren.
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— Man kann sich leicht {iberlegen, dass dann durch den Ansatz

xM fiir ¢ € [0, 1],
x4 x?) fiir ¢ € [1,2],
x4 x® 4 x®, firte[2,3),

k n .
[ 1X( )—f—Xt( )(n_l) fiir t € [n — 1,n],

ein stochastischer Prozess { X, t > 0} gegeben ist, der ein Wiener—Prozess in [0, c0)
iber dem eingeschrinkten Wahrscheinlichkeitsraum (€', 7', P’) ist.

2.4.4 Darstellung als Markow—Prozess bzw. Gaufi—Prozess

Wir zeigen nun, dass der Wiener—Prozess ein Markow—Prozess im Sinne der folgenden (verallgemei-
nerten) Definition dieses Begriffes ist, die dhnlich zu der in Abschnitt 2.3.1 betrachteten Definition
von Markow-Prozessen mit endlichem Zustandsraum ist.

Sei P(R) die Familie simtlicher Wahrscheinlichkeitsmafe auf der Borel-o—Algebra B(R). Um den
Begriff eines Markow—Prozesses {X;, t > 0} mit stetiger Zeit und mit Werten in dem (iiberabzihl-
baren) Zustandsraum E = R einzufiihren, betrachten wir

e e¢in Wahrscheinlichkeitsmafy « : B(R) — [0, 1] sowie
e cinen stochastischen Kern P : [0,00) x R x B(R) — [0, 1], so dass

P(h,l’,') € P(R)v (15)
P(0,z,{z})=1, (16)
P(-,-, B) ist eine messbare Funktion auf [0,00) x R, (17)
P(h + 2,5, B) = [ Plla,, B) Plh,n,dy) (18)

R

fiir beliebige h, hi,ho >0, x € R und B € B(R).

Definition

1. Ein stochastischer Kern P, der den Bedingungen (15)—(18) geniigt, wird Ubergangskern
genannt.

2. Ein stochastischer Prozess {X;,t > 0} mit Werten in E = R heift homogener Markow-
Prozess, wenn es einen Ubergangskern P und ein Wahrscheinlichkeitsmaf a iiber B(R)
gibt, so dass

P(Xy € By, Xy, € By,...,Xt, € By)
/ / / n—tn-1,Tn—-1,d2,) ... P(t1,z0,dr1) a(dap), (19)
Bo J B1

fiir belieblgen:(),l,..., Bo,Bh...,Bn EB(R), to=0<t; <...<t,.
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Beachte

e Das Wahrscheinlichkeitsmaf a in (19) wird Anfangsverteilung genannt.

o Aufkerdem wird P(h,z, B) als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, dass der Prozess {X;}
in h Zeiteinheiten vom Zustand x in einen Zustand aus B iibergeht.

Theorem 2.21  Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann ist {X;} ein Markow—Prozess mit
a =20, d-h., a({0}) =1, und

P(h,z,B) = \/ﬁ /Bexp(— % ) dy (20)

fiir beliebige h > 0, x € R und B € B(R).

Beweis

e Wegen X = 0 geniigt es, anstelle von (19), zu zeigen, dass die folgende Desintegrations-
gleichung

P(X:, € By,..., X, € By) :/ / P(t, —tn-1,2n-1,dz,) ... P(t1,0,dx1), (21)
By B,
fiir beliebige n =1,2..., By,..., B, € B(R) und 0 < ¢; < ... < t, gilt.
e Aus der Unabhingigkeit der Zuwichse des Wiener—Prozesses { X} ergibt sich, dass

P(X;, € By, Xy, € By,..., Xy, € By)
= P(th € Bl,Xt2 —th € By —th,...,th —th S B’n,_th)

P(th —th S B2 —xl,...,th — th S Bn —Zvl)P(th S diCl)

I
S

B,

= / / P(th—XtQ6B3—.’E1—$2,...7th—Xt2EBn—ZL'l—ZL'Q)
By JB

2—%1

P(th _Xt1 € de) P(th S d.Il)

= / / e / P(th - Xt7171 S dxn) e ]D()(,g2 - th S dxg) P(th S dxl)
Bl 32711 B

n—T1—...—Tp_1
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e Somit ergibt sich aus der Normalverteiltheit der Zuwéchse von {X;}, dass

P(th (S Bl,Xt2 S BQ, .. ,Xt" (S Bn)

Jodor ) o e gy )
—— exp(— ———— ) dz,
B1 JBo—21 By —T1—...—Tp—1 2W(tn - tnfl) 2(tn - tnfl)
1 3 1 x?
g ——=—)d — — —)d
\/ 27t — 1) exp 2ts — 11) Jdwa [ ep(= g0 ) dan
2
/ / / exp xn Ty — 1) )dIn
B, J B, B, _tn 1) n — tn— 1)

(rg —11)? 1 23
S — 2 U Vdzy ) — — L) day .
27T(t2 — tl) eXp( 2(t2 — tl) ) 2 27Tt1 eXp( 2t1 ) e

e Damit ist die Giiltigkeit von (21) gezeigt, wobei der Ubergangskern P durch (20) gegeben
ist. O

Beachte

e Aus dem Beweis von Theorem 2.21 ergibt sich insbesondere, dass (X¢,,...,X:, ) ein
absolutstetiger Zufallsvektor ist, dessen (gemeinsame) Dichte fi, . ¢, : R™ — [0, 00) fur
0<t) <...<t, gegeben ist durch

wobei tyg = xg = 0.

o Aus (22) folgt, dass der Zufallsvektor (X, , ..., X¢, ) eine (multivariate) Normalverteilung
hat, wobei Cov (X, X;) = min{s, t} fiir beliebige s,¢ > 0.

e Ein stochastischer Prozess {X;, t > 0}, dessen endlich—dimensionale Verteilungen (mul-
tivariate) Normalverteilungen sind, wird Geufi—Prozess genannt.

2.4.5 Verteilung des Maximums

In diesem Abschnitt setzen wir die Diskussion von Eigenschaften des Wiener-Prozesses fort, die
mit relativ elementaren Hilfsmitteln gezeigt werden konnen. Dabei leiten wir zunichst eine obere
Schranke fiir die Tailfunktion des Maximums max;¢[p,1] X+ von Wiener-Prozessen in [0, 1] her.

Spéter zeigen wir in Kapitel 3 mit den Techniken von Martingalen bzw. Lévy-Prozessen, dass diese
Schranke ,optimal” ist, d.h., mit der Tailfunktion von max;¢[o,1) X {ibereinstimmt.

Theorem 2.22

o Sei{X;, t €10,1]} ein Wiener—Prozess iiber einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).
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o Dann gilt

P(max X; > ) \/>/ y/Qdy Vo>0. (23)

te[0,1]

Beachte

e Die in (23) betrachtete Abbildung maxcjo1) Xt : @ — [0,00) ist eine wohldefinierte
Zufallsvariable, weil die Trajektorien von {X;} stetige Funktionen sind und somit

(max X;)(w) = lim ( max Xl/k)( ) VweN. (24)

te[0,1] k—o00 “i=1,.

o Aus (23) folgt, dass die Zufallsvariable max;cp,1] Xt einen exponentiell beschrinkten
Tail hat. Hieraus ergibt sich insbesondere, dass simtliche Momente von max;cjg,1) X;
existieren (und endlich sind).

o Im Beweis von Theorem 2.22 bend&tigen wir Bezeichnungen und Hilfsmittel, die teilweise
bereits in der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” bereitgestellt wurden.

— Sei { X, t > 0} ein Wiener—Prozess, und sei 71, Zs, . .. eine Folge von unabhéngigen
Zufallsvariablen mit P(Z; = 1) = P(Z; = —1) = 1/2 fiir jedes i > 1.

— Aufserdem betrachten wir fiir jedes n > 1 den stochastischen Prozess {)N(t(n), 2RSS
[0,1]} mit

(n) = Sint) [V + (nt — [nt]) Z |y 41/Vn, (25)

wobei S; = Z1 + ...+ Z; fiir jedes i > 1 und [¢] den ganzzahligen Teil von ¢t > 0
bezeichnet; Sy = 0.

e Das folgende Lemma zeigt, dass {)?t(")} als Approximation des Wiener—Prozesses {X;}
aufgefasst werden kann.

— Allerdings konvergiert der in (25) gegebene Prozess {)?f")} nur ,in Verteilung” fiir
n — oo gegen {X;},

— wahrend die in Abschnitt 2.4.3 betrachtete Approximation {Xt(n)} mit Xt(n) =
> or_y Yi Sk(t) ,pfadweise” fiir n — oo gegen den Wiener—Prozess {X;} konvergiert.

Lemma 2.9 Fir jedes k > 1 und fiir beliebige t1, ..., 1 € [0,1] gilt

(X, LX) S (X, Xe) firn = oo (26)

Beweis

e Wir zeigen die Behauptung nur fiir den Spezialfall £ = 2; fiir beliebige k£ > 2 verlduft
der Beweis analog. Aufierdem nehmen wir 0.B.d.A. an, dass t; < ta.

e Dann gilt fiir beliebige s1,s2 € R, dass

Slgt(ln) + 325@(;) = (s1+ Sz)SLmlJ/\/ﬁ + S2 (S[ntQJ - S[ntlj-&-l)/\/ﬁ
+ZLnt1J+1 ((nt1 - Lntlj)sl/\/ﬁ + 52/\/77) + Z[nt2J+1(nt2 - Wt2J)52/\/ﬁ>
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— wobei die vier Summanden auf der rechten Seite der letzten Gleichheit unabhingige
Zufallsvariablen sind,

— so dass die letzten beiden Summanden jeweils (in Verteilung) gegen Null konvergie-
ren.

e Aus der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz mittels charakteristischer Funktio-
nen (siehe Theorem WR-5.20) ergibt sich somit, dass die charakteristischen Funktionen
der beiden letzten Summanden punktweise gegen 1 konvergieren.

o Insgesamt gilt also

lim E 50402550 fin (51 /v/m + s0/v/m) M (s /m)) T

n—oo n—oo

wobei p(s) = E exp(isZ;) fiir s € R.

o Weil p"(s/y/n) die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen (Z1 + ...+ Z,)/v/n
ist,

— ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass

lim " (s/v/n) = e=*/?

n—oo

— und somit

. w(n) w(n)
lim E el(1%e +e2Xe ) — exp(—((s1 + s2)*t1 + s3(ta — 11))/2)

n—oo

= exp(—(sTt1 + 2s1so min{ty, t2} + s5t2)/2) .

o Weil der letzte Ausdruck die charakteristische Funktion des Zufallsvektors (X, , X3, ) ist,
ergibt sich nun die Behauptung

— durch die erneute Anwendung der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz mit-
tels charakteristischer Funktionen

— und aus dem eineindeutigen Zusammenhang zwischen charakteristischer Funktion
und Verteilung (vgl. Korollar WR-5.5 fiir den eindimensionalen Fall). t

Lemma 2.10 Sei X = maxye[o,1] )?,5"’ Dann gilt

~ 1
und
2 (" 2
lim P(X™ <z)= /= / eV /2dy Yz >0 (28)
n—o00 m 0
Bewelis

e Die Gleichung (27) folgt unmittelbar aus der in (25) gegebenen Definition von )?t(")
o Die Gleichung (28) beruht auf dem sogenannten
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— Reflexionsprinzip der maximalen Gewinnsume bei n—-maligem Miinzwurf

— und wurde bereits in Abschnitt WR-5.3.2 hergeleitet (vgl. Formel (68) in Abschnitt WR-
5.3.2). O

Beweis von Theorem 2.22
e Aus Lemma 2.9 ergibt sich, dass fiir beliebige > 0, k > 1 und ¢, ...,t; € [0,1]

lim P( max )?f(n) >z)=P( max X;>uz).
n—oo  te{ti,..te} te{ty,...,tx}

e Hieraus folgt, dass

lim P(max )?t(n) >x)>P( max X;>uzx).

n—00 tel0,1] te{t1,...,tx }
o Mit {t1,...,tx} = {1/k,2/k,...,k/k} ergibt sich nun unter Beachtung von (24), dass

lim P(max )?t(n) >x) > P(max X; > z).
n—00 te[0,1] te0,1]

o Wegen Lemma 2.10 ist damit die Ungleichung (23) bewiesen. O

Beachte Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess iiber (2, F, P). Dabei setzen wir (wie stets in diesem
Skript) voraus, dass (2, F, P) ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum ist, d.h.,

e dass sdmtliche ,Nullmengen” des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P), iiber dem der
Wiener—Prozess {X;} gegeben ist, zu F gehoren, bzw. (dquivalent hierzu)

o fiir C C Q gilt C € F, falls es Teilmengen A, B € F gibt, so dass A C C C B und
P(B\ A)=0.

Aus Theorem 2.22 ergibt sich nun die folgende asymptotische Eigenschaft des Wiener—Prrozesses.
Korollar 2.4 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1
lim — =0. (29)

Beweis

N AT AT
t n t t t n
1 1
< Xl - *’JF sup | X — Xl
3 n n te[n,n+1]
Xal | Za
>~ 2 + — )
n n

wobel Z, = sup;¢(o 1) | X4+ — Xpn| unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
sind; n > 0.
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e Hieraus und aus der Vollsténdigkeit des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P) ergibt sich,

— dass lim;_,» X/t eine wohldefinierte Zufallsvariable mit der Eigenschaft (29) ist,
— wenn wir zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
Xn . Zn
lim R =0 und lim — =0. (30)

n—oo n n—oo n

e Die erste Nullkonvergenz in (30) ergibt sich unmittelbar aus dem starken Gesetz der
grofien Zahlen fiir Summen unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, denn
es gilt

| Xn| 2 (X — Xi)
no n

— |EX| =0

und somit auch | X,|/n? — 0 fiir n — oo.

e Um auch die Giiltigkeit der zweiten Nullkonvergenz in (30) mit dem starken Gesetz der
grofsen Zahlen begriinden zu kénnen, muss noch gezeigt werden, dass E Z; < oco.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass {—X}, t > 0} ebenfalls ein Wiener—Prozess ist
(vgl. auch Theorem 2.23). Deshalb gilt

P(Zy>x) < P(max X > 1) +P(Inax (=X¢) > x) = 2P(max X > :v) .
te[0,1] te[o0,1] t€[0,1]

— Mit Hilfe von (23) ergibt sich somit, dass

2 oo
P(Zl>:n)§2\/>/ e_y2/2dy Vz>0.
7r xr

— Hieraus folgt, dass EZy = [ P(Z; > z)dz < oo. O

2.4.6 Weitere Verteilungs— und Pfadeigenschaften

Wir zeigen nun einige Invarianzeigenschaften des Wiener—Prozesses in [0, 00), womit die Tatsache
gemeint ist, dass bestimmte Transformationen des Wiener-Prozesses erneut zu einem Wiener—
Prozess fiihren. In Abb. 12 wird beispielsweise die in (32) betrachtete Invarianz des Wiener—
Prozesses gegeniiber Verschiebungen des Nullpunktes illustriert.

Theorem 2.23

o Sei {X;,t > 0} ein Wiener—Prozess iiber einem (vollstindigen) Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P).
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/—/\ N\
neuer Nullpmkt (t, X ) /” 4
[}
b Y
to S t £

Abbildung 12: Verschiebungsinvarianz von Wiener—Prozessen

e Die stochastischen Prozesse {Yt@, t>0},i=1,...,4 mit

v - _x,, (Symmetrie) (31)

Yt(z) = Xipy, — Xi, fiir ein tg > 0 (Verschiebung des Nullpunktes)  (32)

y® - VeXie o fir ein e >0, (Skalierung) (33)
tX urt >0,

}/;(4) _ e f (Spiegelung bei t = o0) (34)
0 firt =0,

sind dann ebenfalls Wiener—Prozesse, wobei {Y;(i), t >0}, i=1,2,3 dber dem gleichen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, P) wie {X:} gegeben sind, wihrend {Yt(4), t > 0} uber einem ein-
geschrinkten Wahrscheinlichkeitsraum (X', F', P') gegeben ist.

Beweis
o Wir zeigen, dass die Prozesse {Yt(i), t >0} fiir i = 1,...,4 die vier Bedingungen in der
Definition des Wiener—Prozesses erfiillen.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Prozesse {Yt(i), t > 0} unabhingige Zu-
wiichse besitzen mit Y, — V" ~ N(0,t5 — t;) fiir 0 < t; <ty und i = 1,...,4,

— Offenbar gilt auch Yo(i) =0firi=1,...,4.

— Aufserdem ist klar, dass die Prozesse {Yt(i)7 t > 0} fiir i = 1, 2, 3 stetige Trajektorien
besitzen.

e Es bleibt also noch zu zeigen,

— dass mit Wahrscheinlichkeit 1
lim v =0 (35)

— bzw. dass es fiir fast jedes w € Q2 und fiir jedes n > 0 eine Zahl m > 0 gibt, so dass

1
sup [V, V()| < =,
t€(0,1/m] n
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— weil {Yt(4), t > 0} dann stetige Trajektorien {iber dem Wahrscheinlichkeitrsraum
(9, F, P') hat, wobei Q' = {w € Q: limy o VY (w) = 0}, 7/ = FNQ und P’ die
Einschrinkung von P auf F' bezeichnet.

o Weil die Trajektorien von {Y;(4), t > 0} fiir jedes t > 0 stetig sind, gilt
4 4
sup [¥{V[=sup ¥,
te(0,1/m] teQn(0,1/m]
wobel Q C (0, 00) die (abzdhlbar unendliche) Menge der positiven rationalen Zahlen ist.
e Hieraus folgt, dass

P(hmY() 0) = P(ﬂ U{ sup |Y( \<1/n})

t}0 n>0m=>0 t€(0,1/m]

= P( U sup {IYt( )| < 1/n}>
n>0m>0 tEQﬂ(O,l/m]

’ ’
n m

= lim P(ﬂ U  sw {lYt(4)\<1/n})

’ ’
nymik=co N\ 1 ~ 1zte(@;cﬁ(071/7"n]

= lim (ﬂ U sup {|Xt| < l/n}) ,

n’,m’,k—o0 n=1 m—1 t€QxN(0,1/m]

— wobei Q; C Q die (endliche) Menge der ,ersten” k rationalen Zahlen ist
— und sich die letzte Gleichheit aus der Tatsache ergibt, dass die (endlich-dimensionalen)
Zufallsvektoren {Yt(4), t € Qr} und {X;, t € Qi } identisch verteilt sind.

e Weil die Trajektorien des Wiener—Prozesses {X;t € [0,1]} rechtsseitig stetig in ¢ = 0
sind, ist der letzte Grenzwert gleich 1. Damit ist (35) bewiesen. O

Beachte Die Giiltigkeit von (35) kann auch direkt aus Korollar 2.4 gefolgert werden, denn es gilt

X
hmY( ) —hmtXl/t = lim =t =0.

tl0 t—oo t

Korollar 2.5 Sei {X;, > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt

P(sup X = oo) = P(inf X; = —oo) =1. (36)
t>0 t>0
Beweis
e Aus der Skalierungseigenschaft (33) in Theorem 2.23 ergibt sich,
— dass fiir beliebige ¢,z > 0

P(sup X; > z) = (sup\th/C > x) = P(sup X; > x/\/c) .
>0

t>0 t>0
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— d.h. insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeit P (suptzo X > :c) nicht von = ab-
hangt.

e Hieraus folgt, dass
P({sup Xy =0} U {sup X; = o0}) =1. (37)
t>0 t>0

o Weil der Wiener-Prozess {X;} unabhingige und stationéire Zuwéchse hat, gilt

P(supXt = O) = P(supXt < 0) < P(X1 <0, sup X; < 0) = P(X1 <0,sup (Xy — Xp) < —Xl)
>0 t>0 t>1 t>1

= /0 P(sup(X; — X1) < —z) P(X; € dz) = /0 P(sup Xy < —z) P(X; € dx)

— 00 t>1 — 00 t>0

—o0 t>0 t>0

P(sup X = O) ,

0
(3:7) / P(supXt = 0) P(X1 S dx) = P(Xl < 0) P(SUPXt = O)
1
2

wobei sich die dritte Gleichheit aus der Invarianz—Eigenschaft von {X,;} beziiglich der
Verschiebung des Nullpunktes ergibt; vgl. die Formel (32).

e Hieraus folgt, dass P(sup,> X; = 0) = 0 und somit P(sup,soX; =o00) = 1.

o Die Giiltigkeit von P(inftzo X = —oo) = 1 ergibt sich auf analoge Weise. O
Beachte
e Die Aussage von Korollar 2.5 ist dquivalent mit P(suptzo Xt = o0, infy>0 X = —oo) =
1.

e Hieraus folgt insbesondere, dass fast alle Pfade des Wiener—Prozesses { Xy, t > 0} in dem
unbeschrinkten Intervall [0, 00) unendlich oft zwischen positiven und negativen Werten
oszillieren.

o Wir zeigen nun, dass die Pfade des Wiener—Prozesses { X}

— auch in beschrénkten Intervallen ,wild” oszillieren (vgl. Abb. 13),

— denn es stellt sich heraus, dass sie zwar stetige, jedoch mit Wahrscheinlichkeit 1
nirgendwo differenzierbare Funktionen sind.

Theorem 2.24  Sei {X;, > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt

P(w e Q: X (w) ist nirgendwo differenzierbar in [0,00)) = 1. (38)

Beweis
o Wegen der Identitét
{w e Q: X (w)ist nirgendwo differenzierbar in [0, c0)}

= ﬂ {we Q: X.(w) ist nirgendwo differenzierbar in [i,7 + 1]}
i>0
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Abbildung 13: Approximation der Realisierungen von Wiener-Prozessen

genligt es zu zeigen, dass P(w € Q : X (w) ist nirgendwo differenzierbar in [0,1]) = 1
bzw., dquivalent hierzu, dass

P(w e Q: X.(w) ist differenzierbar fiir ein ¢y = to(w) € [0,1]) =0. (39)

e Um die Giiltigkeit von (39) zu beweisen, setzen wir fiir beliebige natiirliche Zahlen n,m >
1

Apm = {w € Q: es gibt ein to = to(w) € [0,1] mit | Xy (w)+n(w) =X (o) (W) < mh, VR € [0,4/n]} .
— Dann gilt

{w € Q: X (w) ist differenzierbar fiir ein tg = to (w)} - U U Apm s

m>1n>1
— und es geniigt somit zu zeigen, dass
P(Apm) =0 Vn,m>1. (40)
e Sei ko(w) = min{k € {0,1,...} : k/n > to(w)}. Dann gilt fiir jedes w € A, und fiir
j=0,1,2

| X (ko (w)51) /(W) = X (o () 4) /(@)
< X ko @)i 1) /(@) = Ko@) (@)] + [ X ko)1) /n (@) = Xio(w) (W)
8m

S -
n

e Mit der Schreibweise Ay (k) = X(jy1)/n — Xp/n gilt also

A < U N {1800+ 9)] < 20

k=0 j=0



2 PROZESSE MIT STUCKWEISE KONSTANTEN BZW. STETIGEN TRAJEKTORIEN 74

und somit
n 2 Sm
P(4un) < PN {120k+5)] < =})
k=0;j=0
n 2 Sm
< S PN {1antk+ ) < =)
k=0 =0
8m\ 3
= < —
(n+1P(18,0)] < =)
1 3
< (n+1)(\/62£) —0 fiir n — 0.
™m
o Weil A, C Ayy1,m fiir jedes n > 1, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (40). O
Korollar 2.6 Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt
n
P(sup sup Z |Xi, — Xy, | =00) =1, (41)

n>1 0<to<...<tn<1 ;|

d.h., fast alle Trajektorien des Wiener—Prozesses {X¢, t € [0,1]} sind Funktionen mit unbeschrink-
ter Variation.

Beweis Well jede stetige Funktion ¢ : [0, 1] — R mit beschrinkter Variation fast iiberall differen-
zierbar ist, ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus Theorem 2.24. (]

Beachte
o Ein direkter Beweis von Korollar 2.6 kann wie folgt gefiihrt werden: Es geniigt zu zeigen,
dass mit Wahrscheinlichkeit 1

on

Jim Z‘Xit/Q” — X(i—1)t/2n

i=1

—oo  Vte(0,1]. (42)

e Um (42) zu beweisen, setzen wir

on

Zn = Z(Xit/2" - X(ifl)t/Q”)Q —t.

i=1

e Dann gilt EZ,, = 0, und auRerdem kann man leicht zeigen, dass E (Z2) = 227"+,

o Aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Abschnitt WR-4.4.3) ergibt sich, dass fiir jedes
e>0
P(|Za] > 2) < e72E(22) = (/)2 "]

und somit Y 7, P(|Z,| > ¢) < oc.
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e Aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. Korollar WR-2.3) ergibt sich nun, dass lim,, o Z,, =
0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

e Hieraus folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

on

Xyt jon — X(p—1)t/2n | Z|Xit/2" — X(i—1yt)2n ] -

i=1

0 <t <liminf max
n—oo 1<k<2n

o Damit ist die Giiltigkeit von (42) bewiesen, weil der Wiener—Prozess {X;} stetige Tra-
jektorien hat und weil deshalb

=0.

lim max |X — X(n_ ,
n_mlgkgn\ kt/2n (k—1)t/27
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3 Lévy—Prozesse und Martingale

3.1 Lévy—Prozesse

In Abschnitt 2.2.2 hatten wir zusammengesetzte Poisson—-Prozesse betrachtet und gezeigt, dass sie
unabhingige und stationire Zuwichse besitzen (vgl. Theorem 2.10). Der Wiener-Prozess besitzt
ebenfalls diese beiden Eigenschaften, was sich unmittelbar aus seiner Definition ergibt (vgl. Ab-
schnitt 2.4).

Wir betrachten nun eine allgemeine Klasse von stochastischen Prozessen mit unabhéngigen und sta-
tiondren Zuwéchsen, die sowohl zusammengesetzte Poisson-Prozesse als auch den Wiener—Prozess
als Spezialfille umfasst.

Definition  Ein stochastischer Prozess {X;, t > 0} iiber einem (im allgemeinen nicht niher
spezifizierten) Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) heift Lévy—Prozess, wenn

o Xy =0,
e {X,} unabhingige und stationire Zuwéchse hat,

o {X.} stochastisch stetigist, d.h., fiir beliebige ¢ > 0und t¢ > 0 gilt lim;_+, P(| Xt — X3, | >
e)=0.

Beachte

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir zusammengesetzte Poisson—Prozesse die dritte
Bedingung ebenfalls erfiillt ist. Denn es gilt dann fiir jedes € > 0 und fiir ¢ — %

P(IX¢ = Xy > €) S P(IX; — Xy| > 0) 1= e Mitol 0,

wobei A > 0 die Intensitit der Sprungzeitpunkte bezeichnet.

e Dariiber hinaus gilt auch im Fall des Wiener—Prozesses fiir jedes ¢ > 0 und fiir ¢t — ¢

2 o y2 2 > .2
P(|X:—X| > ) = 7/ exp(— ——— dy:\/>/ eV /2dy — 0.
’ |t —to| Je ( 2t — tol ) T Je//Ti—tol

3.1.1 Unbegrenzte Teilbarkeit

Wir zeigen zunichst, dass fiir jeden Lévy—Prozess {X;} und fiir jedes ¢t > 0 die Zufallsvariable X,
unbegrenzt teilbar ist, und geben dann in Abschnitt 3.1.2 eine Darstellungsformel fiir die charak-
teristische Funktion von X; an.

Definition Sei X : @ — R eine beliebige Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P). Man sagt, dass X bzw. die Verteilung Px von X unbegrenzt teilbar ist, wenn es fiir

jedes n > 1 unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen Yl(")7 e 7Y7§") : 0 — R gibt
mit X £ v, 4+ .+ v,
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Theorem 3.1 Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann ist die Zufallsvariable X; fiir jedes t > 0
unbegrenzt teilbar.

Beweis

e Fiir beliebige ¢ > 0 und n > 1 gilt offenbar, dass
X = Xym + (Xogyn — Xign) + o+ (Xntyn — Xn-1)t/n) -

e Weil {X;} unabhingige und stationire Zuwéachse hat, sind die Summanden auf der rech-
ten Seite der letzten Gleichheit unabhéngige und identische verteilte Zufallsvariablen.

O

Das folgende Lemma enthilt ein einfaches (jedoch niitzliches) Hilfsmittel zur Untersuchung von
unbegrenzt teilbaren Zufallsvariablen.

Lemma 3.1  Die Zufallsvariable X : Q@ — R ist genau dann unbegrenzt teilbar, wenn sich die
charakteristische Funktion px von X fiir jedes n > 1 darstellen ldsst in der Form

n

px(s) = (99”(5)) VseR, (1)

wobei p, die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen ist.

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung (1) ergibt sich unmittelbar

— aus der Definition der unbegrenzten Teilbarkeit und aus der Tatsache, dass

— die charakteristische Funktion der Summe von unabhingigen Zufallsvariablen gleich
dem Produkt der charakteristischen Funktionen der Summanden ist (vgl. Theo-
rem WR-5.18).

e Es gelte nun umgekehrt (1), und Yl(n)7 e ,Y,Sn) seien unabhiingige Zufallsvariablen mit
der charakteristischen Funktion ¢,,.
— Dann ergibt sich durch die erneute Anwendung von Theorem WR-5.18, dass (gon(s))n
die charakteristische Funktion der Summe Yl(") + ...+ Y,En) ist.
— Wegen (1) stimmen also die charakteristischen Funktionen von X und Yl(") +... 4+
YTE") iberein.
— Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5)
ergibt sich nun, dass auch die Verteilungen von X und Yl(")Jr. . +Y{"™ iibereinstimen.

g

Wir bendtigen noch einen Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen, der eine (teilweise) Ver-
schérfung von Theorem WR-5.20 ist und den wir hier ohne Beweis angeben.
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Lemma 3.2

o Sei Xi,Xo,...: 8 —= R eine beliebige Folge von Zufallsvariablen, und seien ox,,©x,,. .- :
R — C ihre charakteristischen Funktionen.

o Falls es eine Funktion ¢ : R — C gibt, so dass ¢(s) stetig im Punkt s = 0 ist und lim,,_, ©n(s) =
w(s) fir jedes s € R gilt,

— dann ist ¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X,
— und es gilt X, i) X.

AuRerdem spielt der Begriff des Lévy—Mafes eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von unbe-
grenzt teilbaren Verteilungen.

Definition Sei v ein Maf iiber dem Messraum (R, B(R)). Man sagt, dass v ein Lévy—Maf ist,
wenn v({0}) = 0 und
/ min{y?, 1} v(dy) < cc. (2)
R

Beachte

e Eine graphische Darstellung des Integranden in der Integierbarkeitsbedingung (2) von
Lévy—Mafsen ist in Abb. 14 gegeben.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass jedes Lévy—Mafs v ein o—endliches Maf ist und dass
v((—e,e)°) < o0 Ve>0, (3)

wobei (—,6)¢ =R\ (—¢,¢).
e Insbesondere ist jedes endliche Maf v tiber (R, B(R)) ein Lévy—Mak, falls v({0}) = 0.

e Eine zu (2) dquivalente Bedingung ist

/ V" J(dy) < oo, (4)
R

1+y?

denn es gilt
2 2

< min{yQ, 1} <2 1_‘1{72
Yy

Yy
VyeR.
1+y2 Y

Der folgende Ansatz zur Konstruktion charakteristischer Funktionen von unbegrenzt teilbaren Ver-
teilungen wird in der Literatur die Lévy—Chintschin—Formel genannt.

Theorem 3.2 Seien a € R und b > 0 beliebige Konstanten, und sei v ein beliebiges Lévy—Mafs.
Dann ist durch die Funktion ¢ : R — C mit

©(s) = exp (ias - b% —&—/R (e — 1 —isyL_11)(y)) V(dy)) VseR (5)

die charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Zufallsvariablen gegeben.
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Abbildung 14: Integrand in der Integierbarkeitsbedingung (2) von Lévy—Mafien

Beweis
o Weil es fiir jedes s € R eine Konstante ¢ < oo gibt, so dass
o — 1 —isy| S Vye(—1,1), (6)

folgt aus (2) und (3), dass die in (5) gegebene Funktion ¢ : R — C wohldefiniert ist.
e Sei nun {c¢,} eine beliebige Zahlenfolge mit ¢, > ¢, 1 > 0 und lim, o ¢, = 0.

— Dann ist die Funktion ¢,, : R — C mit
on(s) = exp(is(af/ yz/(dy)) - +/ (eisy _ 1) V(dy))
[—en,en]en(—1,1) J[=cn,cnl®

. bs
= exp(ls(a— /[_Cmcn]cﬂ(_lyl)yu(dy)) — 7) exp(/[

_Cn,7(5n,]c

(e — 1) V(dg(Y)

die charakteristische Funktion der Summe Z\™ + Z{™ von zwei unabhingigen Zu-
fallsvariablen Zl(n) und Zén),

— denn der erste Faktor in (7) ist die charakteristische Funktion der Normalverteilung

mit Erwartungswert a — f[% enlen(-11) Y v(dy) und Varianz b,

— wahrend der zweite Faktor in (7) die charakteristische Funktion der zusammenge-
setzten Poisson—Verteilung mit den Charakteristiken A = v([—cy,¢,]%) und Py =
v(- N [=cn,cnl®)/v([—cn, ca]©) ist; vgl. die Teilaussage (b) von Theorem 2.10.



3 LEVY-PROZESSE UND MARTINGALE 80

o Auferdem gilt
lim ¢, (s) = ¢(s) VseR,

n—oo

wobel man sich leicht iiberlegen kann, dass die in (5) gegebene Funktion ¢ : R — C
stetig im Punkt s = 0 ist.

— Denn fiir die Funktion ¢ : R — C im Exponent von (5) mit
P(s) = / (e —1—1isyL_11)(y)) v(dy) VseR
R
gilt wegen (6), dass
pol<e [ yulan+ [ (- 1fuiay).
“ (71’1) “ (71’1)C
— Hieraus und aus (3) folgt nun mit Hilfe des Satzes von Lebesgue {iber die majorisierte

Konvergenz, dass lim,_,o 1 (s) = 0.

e Aus Lemma 3.2 ergibt sich somit, dass die in (5) gegebene Funktion ¢ : R — C die
charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen ist.

o Die unbegrenzte Teilbarkeit dieser Zufallsvariablen folgt schlieflich aus Lemma 3.1 und
aus der Tatsache, dass fiir jedes n > 1 mit v auch v(-)/n ein Lévy—Maf ist und dass
b 2
s

o) = (e (i % s = 2+ [ (@ <1 =iy ) /m)@))" Vs e Ry

Beachte

e Das Tripel (a, b, v), das in der Lévy—Chintschin—Formel (5) auftritt, wird Lévy—Charakteristik
der zugehdrigen unbegrenzt teilbaren Verteilung genannt.

e Die Abbildung 7 : R — C mit

bs?

we) =ias— -+ [ (@ 1-ilo @) ) YseR  (®)

im Exponent von (5) heifft Lévy—FExponent dieser unbegrenzt teilbaren Verteilung.

3.1.2 Lévy—Chintschin—Darstellung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir jeden Lévy—Prozess {X;} und fiir jedes ¢t > 0 die charakte-
ristische Funktion der unbegrenzt teilbaren Zufallsvariablen X; durch die Lévy—Chintschin—Formel
(5) dargestellt werden kann.

Dabei zeigen wir zunéchst, dass die charakteristische Funktion von X; auf einfache Weise durch die
charakteristische Funktion von X; ausgedriickt werden kann. Hierfiir benétigen wir den folgenden
Hilfssatz.
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Lemma 3.3 Sei {X;, t > 0} ein stochastisch stetiger Prozess, d.h. fiir beliebige © > 0 und ty > 0

gelte
tlg?o P(|X;: — X3yl > ) =0.

Dann ist fiir jedes s € R durch t — ¢x,(s) eine stetige Abbildung von [0,00) nach C gegeben.

Beweis

e Fiir jedes s € R ist die Abbildung y — e!*¥ offenbar stetig im Punkt y = 0, d.h., fiir
jedes € > 0 gibt es ein §; > 0, so dass

sup  [e'Y — 1| < =

y€(—01,61) 2

o Weil {X;} stochastisch stetig ist, gibt es aulerdem ein do > 0, so dass fiir jedes o > 0

sup P(|Xt *Xt()' > 51) <

t>0, [t—to|<d2

=] ™

e Hieraus ergibt sich, dass fiir beliebige s € R und ¢ > 0 mit [t — tg] < Jo

o, (5) — o, ()] = ’/QeisXm(w) (X Xi0)E) _ 1) p(dw)‘

< /|eisy — 1| Px,_x,, (dy)
R

= / oSy _ 1| PXﬁXtO (dy) +/ ’eisy _ 1‘ PthXtO (dy)
(—61,61) (=61,61)°

< sup  [e'Y — 1| +2P(|X; — Xy, | > 61)

y€(—01,01)
< €.
e Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Theorem 3.3  Sei {Xy, t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann ist fir jedes t > 0 die charakteristische
Funktion ¢x, von X, gegeben durch

vx,(s) = el (s VseR, (9)

wobei 1 : R — C eine stetige Funktion ist. Insbesondere gilt somit px,(s) = (px, (s)) fiir beliebige
seR,t>0.

Beweis

o Weil {X;} unabhiingige und stationire Zuwichse hat, gilt fiir beliebige s € Rund ¢,¢' > 0

PX,, 0 (S) _ EeiSX“*'" ) (eith eiS(Xt+t/_Xt)) — Eeith]E eith/ = ox, (S)@Xt/ (s) )
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Fiir jedes s € R gilt also fiir die Funktion g, : [0,00) — C mit g,(t) = ¢x, (s), dass
gs(t+1t") =gs(t)gs(t') Vi, ' >0. (10)

o Weil Xy = 0, gilt auflerdem fiir jedes s € R

9s(0) =1, (11)

und in Lemma 3.3 hatten wir gezeigt, dass die Funktion g : [0,00) — C fiir jedes s € R
stetig ist.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass es fiir jede Familie von stetigen Funktionen gy :
[0,00) — C, die den Bedingungen (10) und (11) geniigen, eine Funktion n : R — C gibt,
so dass

gs(t) =€t VYseR t>0. (12)

e Es geniigt nun, t = 1 zu setzen, um zu erkennen, dass x, (s) = ") fiir jedes s € R gilt
und dass somit 7 : R — C eine stetige Funktion ist. O

Wir zeigen nun, dass fiir jeden Lévy—Prozess {X;} die charakteristische Funktion von X; durch die
Lévy—Chintschin—Formel (5) dargestellt werden kann. Hierfiir benttigen wir den folgenden Hilfssatz
zur Charakterisierung der relativen Kompaktheit von Familien (gleichmé&fig beschrénkter) endlicher
Mafie.

Lemma 3.4  Sei u1, o, - .. eine Folge von endlichen Mafen, die iber der Borel-oc—Algebra B(R)
definiert sind. Falls sup,~ pun(R) < ¢ fiir ein ¢ < oo und falls es fiir jedes € > 0 eine kompakte
Menge B. € B(R) gibt, so dass
sup pn(BE) < e, (13)
n>1
dann gibt es eine Teilfolge pn, , tin,, - - . und ein endliches Maf p iber B(R), so dass fir jede stetige
und beschrinkte Funktion f: R — C

dim [ 1) ) = [ ) ). (19
Der Beweis von Lemma 3.4 geht tiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus und wird deshalb
weggelassen; er kann beispielsweise im Buch von A.V. Skorokhod (2005), S. 122-123 nachgelesen
werden.

Theorem 3.4 Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann gibt es Konstanten a € R, b > 0 und ein
Lévy-Maf v, so dass
2

: bs isy :
ox,(s) = exp(ms -5+ / (€Y — 1 —isyT_11)(y)) V(dy)) VseR. (15)
R
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Beweis

o Aus Theorem 3.3 ergibt sich, dass fiir jede Nullfolge t1, o, ... positiver Zahlen

tn(s) _ 1 -1
n(s) = lim T~ lim M .

(16)

n

e Weil n : R — C eine stetige Funktion ist, ergibt sich durch Taylor-Reihenentwicklung
der Funktion e'"(®) nach ¢, dass fiir jedes sy < oo die Konvergenz in (16) gleichméfig in
s € [—s0, so) erfolgt.

e Wir setzen nun ¢, = 1/n und bezeichnen die Verteilung von X /n mit P, Mit dieser
Schreibweise gilt

: isy _ _
Jim o [ (€7 = 1) P, (d9) = n(o (17)
gleichméRig in s € [—so, sol.

— Wenn auf beiden Seiten dieser Gleichung {iber s € [—so, so] integriert wird,

— dann ergibt sich aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz (und
nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge auf der linken Seite), dass fiir jedes

So < 0O
. sin(soy) 1 so
1 1- P, (dy) = — — ds. 18

—50

e Weil 7 : R — C eine stetige Funktion ist mit 1(0) = 0, gibt es fiir jedes € > 0 ein s¢ > 0,

so dass
1 50 q
—_— < €.
| ()] <<

e Weil aufierdem 1 — sin(soy)/(soy) > 1/2 fiir |soy| > 2, ergibt sich somit aus (18),

— dass es fiir jedes € > 0 ein s¢ > 0 gibt, so dass

lim sup n / P,(dy) <e,
nooo 2 Sy jy1>2/s0}

— bzw. dass es fiir jedes € > 0 ein 59 > 0 und ein ng > 0 gibt, so dass
n/ P,(dy) < 4e Vn>mng. (19)
{y:lyl=22/50}

o Wir verkleinern nun sy > 0 weiter (falls erforderlich), so dass die Ungleichung in (19)
auch fiir jedes n € {1,...,np} gilt.

o Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass es fiir jedes € > 0 ein s¢ > 0 gibt, so dass

sup n/ P, (dy) <4e. (20)
{y:ly[22/s0}

n>1
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o Weil es ein ¢ < oo gibt, so dass

2 .
Yy simy
— <c(l- V1 0,

ergibt sich aus (18), dass es eine Konstante ¢’ < co gibt, so dass

2
Y /
sup n —— P,(dy) <. 21

e Fiir jedes n > 1 sei das (endliche) Mafl u, : B(R) — [0, 00) gegeben durch

2
- Yy
un(B)—n/B P VB EBR).

— Wegen (21) sind die Mafe {u,, n > 1} gleichméfig beschrinkt, und wegen

2
y <1 VyeR

1+9y2 —
ergibt sich aus (20), dass die Folge {yn, n > 1} relativ kompakt ist, d.h. der Bedin-
gung (13) geniigt.
— Aus Lemma 3.4 folgt also, dass es eine Teilfolge fin,, fin,, ... und ein endliches MaR
u iber B(R) gibt, so dass fiir jede stetige und beschrinkte Funktion f: R — C

dimn [ £ o () = [ S ntan). (22
o Weil fiir jedes s € R die Funktion f; : R — C mit
‘ 2
(elsy —1—issin y) 5 fiir y # 0,
fs (y) = 52 Yy

stetig und beschrinkt ist, ergibt sich aus (17) und (22), dass

n(s) = lim n/R(eiSy —1) P,(dy) = lim (/R fs(y) n(dy) +isn/RsinyPn(dy))

n—oo n—oo
= klim (/ fs(y) pin,, (dy) —|—isnk/sinyPnk (dy))
¢ —> 00 R R

/ fs(y) p(dy) +1is lim ny / siny Py, (dy)
R k—oo R

wobei sich die Existenz und Endlichkeit des letzten Grenzwertes aus der Tatsache ergibt,
das alle {ibrigen Grenzwerte in dieser Gleichungskette existieren und endlich sind.

e Hieraus folgt, dass

bs?

n(s) =ia's — > +/ (¥ — 1 —issiny) v(dy) Vs eR, (23)
R
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wobel

k—o0

o = lim ny / singPu, (dy), b= p({0})
R
und das Lévy—-Maf v : B(R) — [0, o] gegeben ist durch

1+9? y
" p(dy) fiiry #0,

0 fiir y = 0.

v(dy) =

o Auferdem gilt
/R\y11<_1,1)(y) —siny|v(dy) < oo,

weil es eine Konstante ¢’/ < co gibt, so dass

14y
lyT(—11)(y) —siny| " <" Vy#0.

o Aus (23) ergibt sich somit, dass

bs? o
n(s) = ias — % +/ (e“y —1- isy]I(,Ll)(y)) v(dy) VseR,
R
wobei a = a’ + [; (yI(—1,1)(y) — siny) v(dy). O

Korollar 3.1  Sei {X;,t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann sind simtliche endlich—dimensionalen
Verteilungen von {X,} eindeutig durch die Lévy—Charakteristik (a,b,v) von X1 bestimmi.

Beweis

e Aus den Theoremen 3.3 und 3.4 ergibt sich zusammen mit dem Eindeutigkeitssatz fiir
charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), dass die Verteilung von X, fiir jedes
t > 0 eindeutig durch die Lévy—Charakteristik (a,b,v) von X; bestimmt ist.

e Weil {X;} unabhéngige und stationdre Zuwichse hat, sind damit auch sdmtliche endlich—
dimensionalen Verteilungen von {X;} eindeutig durch die Lévy—Charakteristik von X3
bestimmt. 0

3.1.3 Beispiele: Wiener—Prozess, zusammengesetzte Poisson—Prozesse, stabile Lévy—
Prozesse

Bereits am Anfang von Abschnitt 3.1 hatten wir gezeigt, dass sowohl der Wiener—Prozess als auch
beliebige zusammengesetzte Poisson—Prozesse den drei Bedingungen in der Definition von Lévy—
Prozessen geniigen.

Wir bestimmen nun die Lévy-Charakteristik (a,b,v) fiir diese und weitere Beispiele von Lévy—
Prozessen.
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1.  Wiener—Prozess (mit Drift)

Sei {X;, t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess, d.h., insbesondere, dass X7 ~ N(0,1).

Dann gilt also

(,oxl(s):e_sZ/2 VseR.

Hieraus und aus der Lévy—Chintschin—Formel (5) ergibt sich nun, dass die Lévy—Charakteristik
(a,b,v) des Wiener-Prozesse {X,} gegeben ist durch ¢ =0,b=1und v =0.

Beachte: Fiir beliebige 1 € R und ¢ # 0 wird der stochastische Prozess {Y;, t > 0} mit
Y: = ¢ Xy + put ein Wiener—Prozess mit Drift genannt.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass {Y;} ebenfalls ein Lévy—Prozess ist und
— und dass seine Charakteristik (a, b, ) gegeben ist durch a = p, b = ¢ und v = 0.

2. zusammengesetzte Poisson—Prozesse

e Sei { Xy, t > 0} ein zusammengesetzter Poisson—Prozess mit den Charakteristiken (A, Py),
wobei A > 0 die Intensitit der Sprungzeitpunkte und Py die Verteilung der Sprunghéhen
bezeichnet.

e Dann gilt

vx, (s) =exp ()\ /(eisy —1) PU(dy)) VseR,
JR
vgl. die Teilaussage (b) von Theorem 2.10.

e Hieraus und aus (5) ergibt sich, dass die Lévy—Charakteristik (a,b,v) von {X;} gegeben
ist durch

1
a:)\/ y Py(dy), b=0, v=APy. (24)
-1

e Beachte: Fiir das in (24) betrachtete Lévy—Maf v ist v(B) die erwartete Anzahl von
Spriingen je Zeiteinheit mit Sprunghdhen in der Menge B € B(R).

3. Lévy—Prozesse vom Gaufi—Poisson—Typ
o Sei {Xt(l),t > 0} ein zusammengesetzter Poisson—Prozess (mit den Charakteristiken

(A, Py)), und sei {Xt(Q), t > 0} ein Wiener—Prozess mit Drift (mit den Charakteristiken

(1 €))-
e AuRerdem seien die stochastischen Prozesse {Xt(l)} und {Xt@)} unabhingig.

e Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass der ,jiberlagerte” Prozess {X;, ¢ > 0} mit
X; = Xt(l) + Xt(2) ein Lévy—Prozess ist, dessen Charakteristik (a, b, V) gegeben ist durch

1
a:,qu)\/yPU(dy), b=c?, v=APy.
J—-1

4. stabile Lévy—Prozesse

e Eine wichtige Eigenschaft der Normalverteilung ist ihre Faltungsstabilitdt (vgl. Korol-
lar WR-3.2), die sich wie folgt charakterisieren ldsst:
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— Sei X ~ N(u,0%) mit 4 € R und ¢? > 0, und X,...,X,, seien unabhingige
Zufallsvariablen mit Xy ~ N(u,0?) fiir jedes k =1,...,n.
— Dann gilt
Xi4. 4+ X, 2 VnX+pun—vn) Vn>1. (25)
e Die Faltungsgleichung (25) ldsst sich auf die folgende Weise verallgemeinern.

— Die unbegrenzt teilbare Zufallsvariable X bzw. ihre Verteilung Px heifst stabil, falls
es fiir jedes n > 1 eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen X3, ..., X,, gibt,

— 8o dass ngXﬁirjedesk:L...,nund
Xi+.. +X, Sl x 14, Vn>1, (26)

wobel a € (0,2] und d,, € R fiir jedes n > 1 gewisse Konstanten sind.
— Dabei heift « € (0,2] der Stabilititsindex von X.

e Man kann zeigen, dass fiir jedes a € (0, 2] eine Losung der (verallgemeinerten) Faltungs-
gleichung (26) existiert, vgl. Samorodnitsky und Taqqu (1994) bzw. K.-I. Sato (1999).
Dabei gilt fiir ein p € R

5 p(n —nt/®), falls o # 1,
! unlogn, falls a = 1.

e Neben dem klassischen Fall o = 2, der zur Normalverteilung fiihrt, gibt es weitere wohl-
bekannte Beispiele stabiler Verteilungen, fiir die man zeigen kann, dass sie der Gleichung
(26) geniigen. Und zwar

— fiir a = 1: die Cauchy-Verteilung mit den Parametern pu € R, 02 > 0, deren Dichte
f: R —[0,00) gegeben ist durch

o 1

— fiir o = 1/2: die Lévy—Verteilung mit den Parametern p € R, 02 > 0, deren Dichte
f:R —[0,00) gegeben ist durch

(2" b oo o). s>
fwy =] \or) G O\ e ) BT
0, sonst.
e Es ist klar, dass die Faltungsgleichung (26) genau dann gilt, wenn
(px(s)" = 'Sy (nt/ %) VseR,n>1. (27)
e Wenn X £ —X (wie beispielsweise bei der Cauchy—Verteilung mit p = 0),

— dann gilt d,, = 0 fiir jedes n > 1,
— und aus (27) folgt, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

ox(s) = el Vs eR. (28)
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o Auferdem kann man zeigen, dass fiir jede stabile Zufallsvariable X die Charakteristik
(a,b,v) in der Lévy—Chintschin—Darstellung (5) von ¢ x gegeben ist durch eine (beliebige)
reelle Zahl a € R,

c?, falls a =2,

b =
0, fallsa<?2,
und
() 0, falls a = 2,
v dy = C c (29)
ﬁ T0,00) () dy + \ZA% T w0 (y)dy, falls a <2,

wobei ¢ # 0 und ¢1, co > 0 gewisse Konstanten sind mit ¢; + c2 > 0.
e Die Tails von stabilen Zufallsvariablen kénnen entweder exponentiell beschrénkt sein (fiir
a = 2) oder polynomial abklingen (fiir a < 2):

— Wenn X ~ N(u,0?), d.h., X hat eine stabile Verteilung mit Stabilitiitsindex o = 2,
dann gilt

. P(X|>=x)
M e =
d.h., X hat sogenannte ,leichte” (exponentiell beschrénkte) Tails.

— Wenn X dagegen eine stabile Zufallsvariable mit Stabilitdtsindex o < 2 ist, dann

kann man zeigen, dass
. P(X|>u2)
lim ————— =¢,
T—00 xr—«

fiir ein ¢, < 00, d.h.; X hat ,schwere” (polynomial abklingende) Tails.

e Beachte: Der Lévy-Prozess {X;, t > 0} heilt stabiler Lévy—Prozess, falls X; eine stabile
Verteilung hat.

3.1.4 Subordinatoren

Eine weitere Klasse von Lévy—Prozessen, die insbesondere die zusammengesetzten Poisson-Prozesse
mit positiven Sprunghdhen als Spezialfall umfassen, sind die sogenannten Subordinatoren.

Definition FEin Lévy—Prozess { Xy, t > 0} heift Subordinator, wenn mit Wahrscheinlichkeit 1

Xy, <Xy, Vit > 0mit £y <t (30)
wobei sich aus (30) wegen X, = 0 sofort ergibt, dass X; > 0 fiir jedes ¢t > 0.
Bevor wir einige konkrete Beispiele von Subordinatoren niher diskutieren, zeigen wir zunichst, wie

sich die Lévy—Chintschin-Darstellung (15) von ¢x, spezifizieren lasst, wenn {X,} ein Subordinator
ist.
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Theorem 3.5 Der Lévy—Prozess {X;, t > 0} ist genau dann ein Subordinator, wenn sich der
Lévy—FEzponent n(s) von X1 darstellen ldsst in der Form

n(s) = ias —|—/ (eisy —1) v(dy) VseR, (31)
0
wobei a > 0 und fir das Lévy—Maf v zusdtzlich gilt, dass

v((—00,0)) =0 und /OOC min{y, 1} v(dy) < co. (32)

Beweis Wir zeigen zuerst die Hinlénglichkeit der Bedingungen (31) und (32).

e Falls v =0, dann gilt X; = a > 0, und aus Theorem 3.3 ergibt sich,
— dass ¢x,(s) = €% und somit X; = at fiir jedes t > 0 gilt,
— d.h., {X;} ist ein Subordinator.

e Sei nun v(1/n,00) > 0 fiir jedes hinreichend grofie n > ng. Aus (31) und (32) ergibt sich
dann, dass fiir jedes s € R

vx,(s) =€ exp (/0 (e"¥ —1) u(dy)) = ¢'%* ,}1—{20 exp (/1/ (e"v —1) y(dy)) .
n

e Fiir jedes n > ng ist dabei ¢, : R — C mit

oo

nls) = exp / @ Wdy)  VseR

die charakteristische Funktion einer nichtnegativen Zufallsvariablen Z,,

— die eine zusammengesetzte Poisson—Verteilung mit den Charakteristiken (A, Py) hat

— und zwar mit der ,Poisson—Intensitit” A = v(1/n,00), wobei 0 < A < 00,

— und mit der ,,Sprunghohen-Verteilung” Py(-) = v(- N (1/n,00))/v(1/n,c0), vgl. Ab-
schnitt 2.2.2.

e Es gilt also
X, L4+ lim Z,, (33)

n—oo
wobei a > 0 und {Z,} eine Folge von nichtnegativen Zufallsvariablen ist.

— Aus (33) folgt insbesondere, dass
P(X,>0)=1. (34)
— Auferdem gilt fiir jedes n > 1
X1 L X+ (Xojn = Xin) + o4 (Xojn = Xno1)/n)

wobei die Zufallsvariablen X /y,, X/, —Xi/n, -+, Xy/n—X(n—1)/n unabhéngig und
identisch verteilt sind.
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— Hieraus und aus (34) folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit, 1
Xin — Xk—1)/n =20 Vn>1,k=1,...,n.
— Aus der Stationaritdt der Zuwéichse des Lévy—Prozesses {X;} ergibt sich nun, dass
Xiejn — Xk=1)/n =0 Vkn>1

bzw.
Xgo —Xg 20 V1,92 € Q mit 0 < ¢ < go. (35)

e Fiir t1,t2 > 0 mit ¢t < to seien {qfll)} und {qﬁf)} zwei Folgen rationaler Zahlen, so dass
q7(11) < q7(12) fiir jedes n > 1 und q,(Ll) 1 t1 bzw. q£L2) T ts.

— Dann ergibt sich aus (35), dass fiir jedes € > 0

P(Xy, = Xpy < —¢) = P(Xp, =X 0+ (X @ - X o) +X 0~ X, < —¢)
< P(Xpy, = X + X o0 = Xpy < =€) —nseo 0,

— wobei sich der letzte Grenzwert aus der Tatsache ergibt, dass wegen der stochasti-
schen Stetigkeit von {X;}

P P
Xt2 — Xq(z) — 0 und Xq(1) — th — 0.

o Damit ist gezeigt, dass P(Xy, — Xy, < 0) = lim. o P(Xy, — Xy; < —¢) = 0 bzw.
P(Xy, — X, >0) =1, d.h., {X;} ist ein Subordinator.

Die Notwendigkeit der Bedingungen (31) und (32) kann man sich wie folgt iberlegen.

e Der Lévy-Prozess {X¢, t > 0} sei ein Subordinator, d.h. insbesondere, dass X; > 0.

— Dann ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Theorem 3.4, dass die Lévy—
Charakteristik (a,b,v) von X1 so gewahlt werden kann, dass v((—o0,0)) = 0.

— Geméf Theorem 3.4 gilt somit fiir die charakteristische Funktion ¢x, von X1, dass
fiir jedes s € R

. bS2 "0 isy .
oxi(s) = exp(ias— 4 [ (=1 - isyllon () v(dy))
0

bs?

exp (ias - 3 ) exp (/000 (e —1— isylo,1)(y)) V(dy)) .

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.2 und dem Eindeutigkeitssatz fiir cha-

rakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), dass X3 4 Y1 + Ys, wobei Y, Yo
zwei unabhingige und unbegrenzt teilbare Zufallsvariablen sind mit Y7 ~ N(a,b)
sind.

— Welil andererseits X7 > 0 gilt, ist dies nur mdoglich, wenn b = 0.
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e Wir haben somit gezeigt, dass fiir beliebige s € R und ¢ € (0,1)

Beachte

pxils) = e ep( [ (@ -1 i) v(a)

0

= exp (is (a— /: yl/(dy))) exp(/oE (e — 1 —isy) y(dy)) exp (/:o (v —

= exp(is(a - /: yV(dy))) P1(s) p2(s)
wobei

p1(s) = exp(/og (€Y — 1 —isy) V(dy)) , pa(s) =exp (/Oo (e —1) V(dy)) :

Dabei sind @1 und ¢y die charakteristischen Funktionen von gewissen (unabhingigen)
Zufallsvariablen, die wir mit Z; bzw. Z5 bezeichnen, wobei

1
Xlia—/ yv(dy) + Z1 + Zs . (36)
Je

— Weil die charakteristische Funktion ¢1(s) von Z; zweimal an der Stelle s = 0 dif-

ferenzierbar ist, existiert der Erwartungswert von Z;, wobei E Z; = wgl)(()) /1; vel.
beispielsweise S. 183 im Buch von Grimmett und Stirzaker (2001).

— Auferdem kann man sich leicht iiberlegen, dass 9951)(0) = 0 und somit EZ; = 0,
d.h. insbesondere P(Z; <0) > 0.

— Andererseits gilt auch P(Z2 < 0) > 0, weil Zs fiir jedes € € (0, 1) eine zusammenge-
setzte Poisson—Verteilung hat.

— Wegen der (angenommenen) Unabhingigkeit der Zufallsvariablen Z; und Z5 folgt
hieraus, dass

P(Z1+7Z2<0)>P(Z, <0)P(Z3<0)>0. (37)

Wegen (36) und (37) kann also X7 > 0 nur dann mit Wahrscheinlichkeit 1 gelten, wenn
1
af/ yv(dy) >0 Vee (0,1).

Hieraus folgt, dass a > 0 und fooo min{y, 1} v(dy) < co. O

Das Paar (a,v) in (31) wird Lévy—Charakteristik des Subordinators {X;} genannt.

Es ist klar, dass die in (32) betrachtete (verschérfte) Integrierbarkeitseigenschaft des
Lévy—Mafses v dquivalent ist mit der Bedingung, dass

/Ooo ﬁ U(dy) < oo. (38)

1) V(dy))
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o Auferdem kann man sich leicht {iberlegen,
— dass fiir jedes t > 0 die Abbildung s — Ee'*X¢ analytisch in die Teilmenge {iu : u >
0} der komplexen Ebene fortgesetzt werden kann und
— dass sich dabei die folgende Formel fiir die Laplace—Transformierte Ee~ "Xt von X;
ergibt: Fiir beliebige t,u > 0 gilt

Ee "Xt — ¢ €@ Gobei  £(u) = au+ / (I—e™™)v(dy).  (39)
0

e Die Funktion ¢ : [0,00) — [0,00) in (39) wird Laplace—Exponent des Subordinators {X,}
genannt.

Aufser den zusammengesetzten Poisson—Prozessen mit positiven Sprunghéhen, die wir bereits am
Anfang dieses Abschnittes erwidhnt haben und deren Lévy-Mafs v endlich ist, gibt es noch weitere
Klassen von Subordinatoren (mit unendlichem Lévy—Mag).
Beispiel (a-stabile Subordinatoren)

e Sei {X;, t > 0} ein Subordinator mit a = 0, dessen Lévy—Mak v gegeben ist durch

o 1
- dy fiiry >0,
v(dy) = { T—a) yi+e (40)
0 fir y <0,

wobel a € (0,1) und I : (0,00) — (0, 00) die Gammafunktion bezeichnet mit
I'(p) =/ e Yy tdy,  Vp>0.
0

e Beachte: Das in (40) gegebene Lévy-Mafs v hat die Form (29).

e Aufkerdem kann man in diesem Fall leicht zeigen, dass (28) gilt bzw. (dquivalent hierzu)

dass
Ee—uXt — g—tu Vi, u>0. (41)

— Denn fiir beliebige u > 0 und « € (0,1) gilt die Identitét

o > _ dy
= 1—e W) —_
=y ) 0

— Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Es gilt

/000(1 —e W)y T dy /000 (/y ue” “? dz) y T dy
(/ —loa dy) ue”“*dz
/ e "2 %z = — / “TxT%dx

Fl—a)

I
Q‘@ Q\:c\
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— Aus (39) und (40) ergibt sich nun, dass die Laplace-Transformierte Ee~“X* von X
durch (41) gegeben ist.

— Die Zufallsvariable X; hat also fiir jedes ¢ > 0 eine stabile Verteilung mit dem
Stabilitdtsindex o € (0,1), d.h., der Subordinator {X;} mit dem in (40) gegebenen
(unendlichen) Lévy—MagR v ist ein a—stabiler Lévy—Prozess.

3.2 Martingale

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige grundlegende Begriffe und Ergebnisse der Martingaltheo-
rie, die wir dann in Abschnitt 3.3 bei der weiteren Untersuchung von Lévy—Prozessen anwenden
werden.

3.2.1 Bedingte Erwartung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Als Hilfsmittel bendtigen wir die Begriffe der bedingten Erwartung bzw. der bedingten Wahrschein-
lichkeit beziiglich einer beliebigen Teil-c-Algebra G C F der Ereignis—o—Algebra F des zugrunde-
liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P).

o Zur Illustration betrachten wir zunichst den folgenden (elementaren) Spezialfall.

— Die o—-Algebra G = o(Ay,...,A,) sei eine endliche Familie von Teilmengen von 2, die
durch die Mengen Ay,..., A, € F generiert wird, wobei |J;_; 4; =Qund A, NA4; =0
fiir beliebige i,7 € {1,...,n} mit i # j gelte.

— AuRerdem sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P) mit E|X| < oo.

e Dann ist bedingte Erwartung E (X | G) von X beziiglich G eine Zufallsvariable E (X | G) :
Q — R, deren (Funktions—) Werte gegeben sind durch

E(X|G)(w) =) E(X[A4)I(A)(w) VweQ, (1)
i=1
wobei der bedingte Erwartungswert E (X | 4;) gegeben ist durch
E(X1(4,) , falls P(4;) >0,
E(X | A) = P(4;) (2)
0, sonst.

Beachte

e Falls P(A;) > 0, dann ist die in (2) gegebene Zahl E (X|A4;) der bedingte Erwartungs-
wert von X unter der Bedingung A;, d.h., der Erwartungswert beziiglich der bedingten
Verteilung { Px|a,(B), B € B(R)}, wobei

_ P{XieB}nA)

Pxa,(B) = P(A) V B € B(R).
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e Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die o—Algebra G durch die Urbilder einer
(diskreten) Zufallsvariablen Y erzeugt wird, die nur endlich viele verschiedene Werte mit
positiver Wahrscheinlichkeit annimmt:

—Sei Y : Q — {0,1,...,n} eine Zufallsvariable, die nur die Werte 0,1,...,n mit
positiver Wahrscheinlichkeit annimmt, beispielsweise eine binomialverteilte Zufalls-
variable, und

— sei G die o—Algebra o(Y) = Y1 (B(R)), d.h., die kleinste (endliche) Teil-o—Algebra
von F, die die Urbilder Y =1(0),Y~1(1),...,Y~!(n) enthélt,

— dann wird die bedingte Erwartung E (X | G) auch mit dem Symbol E (X | Y)
bezeichnet (und bedingte Erwartung von X beziiglich Y genannt).

o Seiw € Q, so dass Y (w) = i. Dann ist der Funktionswert E (X |Y)(w) der Zufallsvariablen
E (X]Y) gegeben durch den bedingten Erwartungswert

EX[Y)(w) =EX |Y =1),

wobel E (X | Y =) eine Kurzschreibweise ist fir E(X | {Y = 4}).
e Die bisher erlduterte Vorgehensweise bei der Definition der bedingten Erwartung E (X|G)
beziiglich einer (Teil-) o—Algebra G C F kann auch dann beibehalten werden,
— wenn G aus abzdhlbar unendlich vielen Teilmengen von 2 besteht,
— d.h., wenn G beispielsweise durch die Urbilder einer Poisson-verteilten Zufallsvaria-
blen erzeugt wird,
— wobei dann lediglich die endliche Summe in (1) durch eine unendliche Summe ersetzt
werden muss.
e Die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung E (XY ergeben sich unmittelbar
aus der Definitionsgleichungen (1) und (2):
— Die Zufallsvariable E (X|Y) : @ — R ist (G, B(R))-messbar.
— Fiir beliebige A € G gilt

/E(X|Y)(w)P(dw) = /X(w)P(dw). (3)
A A

— Insbesondere gilt E (E (X]Y)) =E X.

Die folgende (allgemeine) Definition der bedingten Erwartung beruht auf dem Satz von Radon-—
Nikodym der Maf— und Integrationstheorie. Sie enthélt die oben betrachteten Definitionsgleichun-
gen (1) und (2) als Spezialfall.

e Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit
E|X| < oo,

e und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F.
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Dann kénnen wir das (endliche) signierte Mak @ : G — R betrachten, wobei

/X Pldw) VYAE€G. (4)

Fiir jedes A € G gilt somit die Implikation: Q(A) = 0, falls P(A) = 0.

Mit anderen Worten: Das in (4) definierte signierte Mall @ ist absolutstetig beziiglich der
Einschrénkung von P auf die Teil-o—Algebra G.

Aus dem Satz von Radon—Nikodym folgt nun, dass es eine (G, B(R))-messbare Abbildung
Z : ) — R gibt, so dass

/ P(dw) /X Pldw) VAEG, (5)

wobei die Funktionswerte der Abbildung Z mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig bestimmt sind.

Defintion Jede (G, B(R))—messbare Abbildung Z : Q — R, fiir die (5) gilt, heiflt eine Version der
bedingten Erwartung von X beziiglich G und wird mit E (X | G) bezeichnet.

Aus der Definitionsgleichung (5) und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir das Lebesgue—Integral
ergeben sich die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung, die wir hier lediglich (ohne
Beweis) erwihnen.

Theorem 3.6 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen tiber (Q, F, P) mit
E|X| < o0, E|Y| < o0, E|XY]| < o0,

und set G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F. Dann gilt

—_

E(X|{0,Q})=EX,E(X|F)=X

2. E(aX +bY |G) =aE (X |G)+bE (Y | G) fiir beliebige a,b € R,

E(X|G)<E(Y|G), falls X <Y,

E(XY |G)=YE(X | G), falls Y eine (G, B(R))-messbare Zufallsvariable ist,

E(E(X |Gs)|G) =E(X|G), falls G und G Teil-o-Algebren von F sind mit G C Ga,
(

S st W

&=

X | G) =EX, falls die 0-Algebren G und o(X) = X 1(B(R)) unabhingig sind, d.h., falls
(An A= (A) (A") fiir beliebige A € G und A’ € o(X).

T

(f(X) |G) > F(E(X | G)), falls f : R — R eine konveze Funktion ist, so dass E|f(X)| <

3 &
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Beachte Auferdem sind die folgenden Eigenschaften bzw. Schreib— und Sprechweisen von Inter-
esse.

e Unmittelbar aus der Definitionsgleichung (5) ergibt sich, dass
~E(E(X|G)) =EX, wenn A = () gesetzt wird,
— E(a | G) = a fiir beliebige a € R und G C F,
— E(Y | G) =Y fir jede (G, B(R))-messbare Zufallsvariable Y.
e Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen tiber (Q, F, P) mit E | X| < oo,
— und sei G = Y}(B(R)) die Teil-o—Algebra von F, die durch die Urbilder von Y
erzeugt wird.
— Dann heift E(X | G) die bedingte Erwartung von X beziiglich Y, wobei auch die
Schreibweise E (X | Y) benutzt wird.

e Wenn es eine Borel-messbare Funktion g : R — R gibt, so dass sich die bedingte Erwar-
tung E(X | Y) in der Form E (X | Y) = ¢g(Y) darstellen ldsst, dann spricht man von
reguldrer bedingter Erwartung.

Beispiele

1. Absolutstetige Zufallsvektoren
e Sei (X,Y) : Q — R? ein beliebiger absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsa-
men Dichte fxy : R? — [0,00] und der Randdichte fy : R — [0, 00] von Y, wobei
Ty (y) = Jp fxy(z,y)da.
e Die Funktion g : R — [0,00) mit g(y) = [ |z]fx,y (x,y) dz sei beschréinkt.
e Dann ist eine Version der bedingten Erwartung E (X | Y) gegeben durch

Je® fxy(z,Y(w))d - y
E(X | Y)(w) = ) o s D=0
0, falls fy (Y (w)) = 0.

2. Funktionale unabhéngiger Zufallsvariablen

e Seien X,Y : Q — R unabhingige Zufallsvariablen, und sei g : R> — R eine Borel-
messbare Abbildung, so dass die Funktion ¢’ : R — [0,00) mit ¢'(y) = E|g(X, y)|
beschrénkt ist.

e Dann ist eine Version der bedingten Erwartung E (¢(X,Y) | Y) gegeben durch
E(g(X,Y)|Y)=g¢"(Y), (7)

wobei die Abbildung ¢” : R — R gegeben ist durch ¢”(y) = Eg(X, y).
3. Funktionale unabhéngiger stochastischer Prozesse

e Seien {X;, t > 0} und {Y;, ¢ > 0} unabhingige stochastische Prozesse, d.h.,
— {X¢} und {Y:} seien unabhéngige Familien von (F, B(R))-messbaren Abbildun-
gen, und
~ G=0(Uo Yt_l(B(R))) sei die durch den Prozess {Y;} erzeugte Teil-o—Algebra
von F.
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— Sei g : (R®)? — R eine Borel-messbare Abbildung, so dass die Funktion ¢’ :
R — [0,00) mit ¢'(y) = E |g({X:},y)| beschrinkt ist.
o Fiir X = g({X:},{Y:}) gilt dann E | X| < oo, und die bedingte Erwartung E (X | G)
wird mit dem Symbol E (X | {Y;}) bezeichnet.

e Aufierdem ist eine Version der bedingten Erwartung E (X | {Y;}) gegeben durch

E(X [{Vi}) =4¢"({¥1}), (8)
wobei die Abbildung ¢” : R> — R gegeben ist durch ¢”(y) = Eg({X:},y).

Schliefslich erw&hnen wir noch kurz den Begriff bedingter Wahrscheinlichkeiten beziiglich o—Algebren.

Definition

e Sei A € F ein beliebiges Ereignis, und sei G C F eine beliebige Teil-c—Algebra von F.
e Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | G) von A beziiglich G gegeben durch

P(A]G)=E(I(4)]9),

d.h.; die Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten beziiglich o—Algebren wird auf den
in (5) definierten Begriff der bedingten Erwartung zuriickgefiihrt.

3.2.2 Filtrationen und Stoppzeiten

Definition Sei (2, F, P) ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum.

e Eine Familie {F;, ¢t > 0} von Teil-o—Algebren von F heillt Filtration, wenn Fs C Fy C F
fiir beliebige s,¢t > 0 mit s < ¢ gilt.
— Die Filtration {F;, t > 0} heit vollstindig, wenn Fy (und damit auch F; fiir jedes
t > 0) sdmtliche Nullmengen enthélt.
— Die Filtration {F;, t > 0} heifit rechtsstetig, wenn F; = (-, Fu fiir jedes ¢ > 0.

e Sei {X;, t > 0} ein stochastischer Prozess iiber (2, F, P), und fiir jedes t > 0 sei F;* die
kleinste o—Algebra, fiir die

{weQ: (X, w),..., X, (W) € B} € FX

fiir beliebige n > 1, B € B(R") und t4,...,t, € [0,#] gilt. Dann heift {F;X, ¢t > 0} die
natirliche Filtration, die von {X;} erzeugt wird.

e Sei {F, t > 0} eine beliebige Filtration, und sei T :  — [0, o0] eine beliebige Zufalls-
variable iiber (Q, F, P). Man sagt, dass T eine Stoppzeit (bezliglich der Filtration {F;})
ist, wenn

weQ: TW)<tyeF  Vte[0,00). (9)

Beachte Wir werden stets (0.B.d.A.) voraussetzen, dass die jeweils betrachtete Filtration {F;}
vollstandig ist.
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Lemma 3.5 Sei {F;, t > 0} eine rechisstetige Filtration. Die Zufallsvariable T : Q — [0, 00] ist
genau dann eine Stoppzeit, wenn

{IT'<t}eF Vit e [0,00). (10)

Beweis
e Fiir jedes ¢ > 0 gilt offenbar, dass {T' < t} = (,¢( 14017 < u}.
e Aus (10) und aus der Rechtsstetigkeit der Filtration {F;} ergibt sich somit, dass

{T<tye(Fu=F Vte[0,00).

u>t

e Sei nun 7T eine Stoppzeit. Dann gilt

{T<ty= |J {T<t-c}e |J FcchH  Vte[,x).
e€(0,t) €€(0,t)

Definition Sei {X}, t > 0} ein stochastischer Prozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)
mit der Filtration {F%, t > 0}. Man sagt, dass der Prozess {X:} adaptiert (beziiglich der Fil-
tration {F;}) ist, wenn

{XtEB}E./—"t \V/fZO,BEB(R) (11)
Aufierdem heift die Abbildung Ts : Q — [0,00] mit Tp(w) = inf{t > 0 : X;(w) € B} die
Ersterreichungszeit der Borel-Menge B € B(R) durch den Prozess {X;}.

Fiir ,cadlag’ Prozesse, deren Trajektorien mit Wahrscheinlichkeit 1 rechtsstetige Funktionen mit
linksseitigen Grenzwerten sind (vgl. Abschnitt 1.4), diskutieren wir nun einige Beispiele von Stopp-
zeiten.

Theorem 3.7  Sei {F;, t > 0} eine rechisstetige Filtration und sei {X;, t > 0} ein adaptierter
cadlag Prozess. Fir jede offene Menge B € B(R) ist dann die Ersterreichungszeit Tp eine Stoppzeit.

Wenn B € B(R) eine abgeschlossene Menge ist, dann ist die Abbildung T : Q@ — [0, 00] mit
Tp(w) =inf{t >0: X,(w) € B oder X, (w) € B}

eine Stoppzeit, wober X;_ = limgp X.

Beweis

e Sei B € B(R) zunéchst eine offene Menge.
— Wegen Lemma 3.5 geniigt es zu zeigen, dass {Tp < t} € F; fiir jedes t € [0, 00) gilt.
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— Andererseits gilt

{TB<t}: U {XSEB}>
s€QNI0,t)

weil B eine offene Menge ist und {X;} rechtsstetige Trajektorien hat.

— Hieraus ergibt sich der erste Teil der Behauptung, weil {X; € B} € F, C F; fur
jedes s < t.

e Sei nun B € B(R) eine abgeschlossene Menge.

— Fiir jedes € > 0 bezeichnen wir mit B. = {z € R : d(z, B) < ¢} die sogenannte
e—,Parallelmenge” der Menge B, wobei d(z, B) = min{|z — y| : y € B} der kleinste
euklidische Abstand des Punktes z € R zu einem Punkt von B ist.

— Dann ist B, eine offene Menge, und man kann sich leicht iiberlegen, dass

{Tp<t}={X,eByu{Xi—eBlU() |J {X.€Bin}.
n>1seQN[0,t)

— Weil {X;} adaptiert ist, gehoren sdmtliche Ereignisse auf der rechten Seite der letzten
Gleichheit zu F;. O

Theorem 3.8  Seien T,T" : Q — [0,00] beliebige Stoppzeiten. Dann sind auch min{T,T"},
max{T,T'}, T+ T bzw. oT fiir jedes o« > 1 Stoppzeiten.
Beweis
e Weil T und T” Stoppzeiten sind, gilt {T' < t} € F; bzw. {T’ <t} € F; und somit
{min{T, 7"} <t} ={T <t} u{T' <t} e F,

d.h., min{T, 7"} ist eine Stoppzeit.

e Vollig analog ergibt sich, dass max{T, T’} ein Stoppzeit ist, denn aus {T < t} € F; und
{T' <t} € F; folgt, dass

{max{T, T’} <t} = {T <t} n{T' <t} € F.

e Um zu zeigen, dass auch T + T" eine Stoppzeit ist, geniigt es zu zeigen, dass {T + T’ >
t} € F; fiir jedes t > 0.

— Dies ergibt sich aus der Identitat
{T+T >t} ={T>t}U{T" >t} U{T>¢t, T >0U{0<T <t, T+T >t}.

— Denn es ist klar, dass die ersten drei Ereignisse auf der rechten Seite der letzten
Gleichheit zu F; gehoren,

— und fiir das vierte Ereignis gilt

{0<T<t, T+T' >t}= |J {s<T<t,T'>t—s}eF.
s€QNI0,1)
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o Aufierdem gilt fiir jedes o > 1, dass {aT <t} ={T < t/a} € F/o C Fi. O

Manchmal ist es niitzlich, beliebige (nichtnotwendig diskrete) Stoppzeiten durch monotone Folgen
von Stoppzeiten zu approximieren, die jeweils nur abzihlbar unendlich viele Werte mit positiver
Wahrscheinlichkeit annehmen konnen. Aus dem Beweis des folgenden Theorems ergibt sich, wie
eine solche monotone Folge von diskreten Stoppzeiten konstruiert werden kann.

Theorem 3.9 Sei T : Q — (0,00] eine beliebige endliche Stoppzeit tiber dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P), d.h., es gelte P(T < c0) = 1. Dann gibt es eine Folge {T™ n > 1} von diskreten
Stoppzeiten, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

T >7@ > ynd lim T =T, (12)

n—oo

Beweis

e Fiir jedes n > 1 sei die Zufallsvariable 7™ : Q — [0, 00) gegeben durch

0, falls T =0,

T =9 k1 1 (13)
a , falls ﬁ <T< ki firein k =0,1,....
2n 2n 2n
e Fiir k/2" <t < (k+1)/2" gilt dann
k k
{10 <1} = {1 < gt ={T <} € R C A (14)

e Hieraus folgt, dass 7™ eine Stoppzeit ist, wobei T > T?) > . und lim,,_,., T = T.
O

Korollar 3.2 Sei T : Q — [0,00] eine beliebige endliche Stoppzeit. Der Prozess { X, t > 0} sei
cadlag und dber dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) wie T gegeben. Dann gilt {w € Q :
Xrwy(w) € B} € F fiir jedes B € B(R), d.h., die Abbildung X7 : Q — R mit

Xr(w) = Xr)(w) (15)

ist (F, B(R))-messbar.

Bewelis

o Weil {X (¢)} cadlag ist, ergibt sich aus (12) und (14), dass X1 = lim,— 00 X
e Es geniligt nun zu beachten, dass Xpm) : Q@ — R eine (F, B(R))-messbare Abbildung ist,
denn fiir jedes B € B(R) gilt
X By = ) ({x Byn{rtm =~ F
{Xre € }—kL_JO({ kjon € BFN{ —ﬁ})e : 0



3 LEVY-PROZESSE UND MARTINGALE 101

3.2.3 Submartingale und Supermartingale; Beispiele

Definition Sei {X}, t > 0} ein stochastischer Prozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (9, F, P)
mit der Filtration {F;, t > 0}.

e Der Prozess {X;} sei adaptiert, und es gelte E | X;| < oo fiir jedes t > 0.

e Man sagt, dass {X;} ein Martingal ist, wenn E (X; | Fs) = X, fiir beliebige s,t > 0 mit
s < t, wobei E (X; | Fs) die bedingte Erwartung von X; beziiglich der o—Algebra F
bezeichnet; vgl. Abschnitt 3.2.1.

e Auferdem sagt man, dass {X;} ein Submartingal bzw. Supermartingal ist, wenn E (X, |
Fs) > X, bzw. E(X; | Fs) < X, fiir beliebige s,¢t > 0 mit s < ¢.

Beispiele

1. Poisson—Prozess

e Sei {Xy, t > 0} ein (homogener) Poisson—Prozess mit der Intensitdt A > 0.
e Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass der stochastische Prozess {Y;, t > 0} mit
Y; = X; — t)\ ein Martingal beziiglich der (natiirlichen) Filtration {F;X, ¢ > 0} ist.
— Aus der Unabhingigkeit und Stationaritdt der Zuwéchse von {X;} und aus den
Teilaussagen 4 und 6 von Theorem 3.6 ergibt sich nédmlich, dass

E(X; | FY) = E(X,+ (X —X,) | FX)=E(X, | FX) +E(X; — X, | FY)
= X, +E(X:—X,) =X+ (t—s)A

fiir beliebige s,t > 0 mit s < ¢,
— d.h.,
E(X;—t\| FX)=X,—s\ Vs<t.
e Aufierdem kann man zeigen, dass der stochastische Prozess {Y/,t > 0} mit Y] =
(X¢ — tA)? — t\ ein Martingal ist.
— Sei X; = X; — tA.
— Dann ergibt sich aus der Unabhingigkeit der Zuwéchse von {X;} und aus den

Eigenschaften der bedingten Erwartung (vgl. Theorem 3.6), dass fiir beliebige
s,t>0mit s <t

E(Y/|FY) = E(X] tAIFX)
= E((Xs+ (X, = X)) —tr| FX)
= E(X2+2X (X; — X,) + (X; — X,)2 —tA | FX)
= X2 sA+2XE (X; — X,) +E((X; — X,)?) — (t — s)A
= 2—8)\ Y!,

— vzobei in der vorletzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass Var ()?t —
Xs)=(t—s)\
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2. zusammengesetzte Poisson—Prozesse

Sei {X;, t > 0} ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit den Charakteristiken
(A, Py), wobei A > 0 die Intensitét der Sprungzeitpunkte und Py die Verteilung der
Sprunghdhen bezeichnet.

Wenn die zusétzliche Integrierbarkeitsbedingung E |U| < oo erfiillt ist, dann ist der
stochastische Prozess {Y;, t > 0} mit ¥; = X; — t\EU ein Martingal.

Denn genauso wie in dem oben diskutierten Fall des (nicht zusammengesetzten)
Poisson—Prozesses ergibt sich, dass

E(X;, —tAEU | FX) =X, —sAEU  Vs<t.

3. Wiener—Prozess

Sei {Xy, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann kann man auf die gleiche Weise wie bei
den beiden vorhergehenden Beispielen zeigen, dass {X;} ein Martingal beziiglich der
natiirlichen Filtration {F;X, ¢t > 0} dieses Prozesses ist.
Aufterdem kann man zeigen, dass auch die stochstischen Prozesse {Y/,¢ > 0} und
{Y:,t > 0} Martingale sind, wobei

Y/ =X} —t  baw. Y, =Nt
und u € R eine beliebige (jedoch fixierte) Zahl ist.
Denn genauso wie im Poisson—Fall ergibt sich, dass fiir beliebige s,¢ > 0 mit s <t

E(Y/ | FY)=...= X2—s+2X,E (X;—X,)+E ((X;—X,)?) —(t—s) = XZ—s =Y/,

weil E (X; — X,) =0 und E ((X; — X,)?) =t — s, d.h., {Y/} ist ein Martingal.
Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass fiir beliebige s,¢ > 0 mit s <t

E (euXt7u2t/2 | fs,X) — | ou(Xe—Xo) euxruzt/z 7

woaus folgt, dass {Y;} ein Martingale ist, weil Eeu(Xt=Xs) = gu’(t=9)/2,

4. Lévy—Prozesse

Genauso wie bei den ersten drei Beispielen 14sst sich fiir jeden Lévy-Prozess {X¢, t >
0} mit E|X;| < co ein Martingal konstruieren.
— Denn fiir beliebige s,t > 0 mit s < t gilt
E(X; | FX) =X+ (t—s)EXy,
— d.h,, {Y};, t > 0} mit Y; = X; — ¢t E X ist ein Martingal beziiglich der Filtration
{FX, t>0}.
Im allgemeinen, d.h., wenn E | X;| < oo nicht vorausgesetzt wird, ist fiir jedes u € R

ein (komplexwertiges) Martingal {Y;, ¢ > 0} gegeben durch

v duXi—tn(u
the t 77()7

wobei 7 : R — C der Lévy—Exponent von {X;} ist; vgl. die Formel (8) in Ab-
schnitt 3.1.
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— Denn fiir beliebige u € R und ¢ > 0 gilt E|V;| = e (%) < o0,
— Aufserdem gilt fiir beliebige v € R und s,t > 0 mit s <t

E(Y:| FY) = E(MN 7| FY)

_ E(eiqufsn(u)eiu(XﬁXs)f(H)n(u) |]:.3()
eluXs—sn(u) g (eiu(XﬁXs)f(H)n(U) |]:§)
= oluXe—sn(u) [ giu(Xe—Xo)—(t—s)n(u)

eiuXS—sn(u) Eeiqu,,s—(t—s)n(u) _ eiqu—sn(u) _ }7

S

wobei sich die dritte Gleichheit aus Teilaussage 4 in Theorem 3.6 ergibt, wahrend
die vorletzte Gleichheit aus Theorem 3.3 folgt.

5. Markow—Prozesse

e Wir zeigen nun, wie Martingale fiir Funktionen von Markow—Prozessen (mit endlich
vielen Zustéinden) konstruiert werden konnen.
— Sei also { X, t > 0} ein Markow—Prozess mit Werten in der Menge F = {1,2,...,{},
— und sei Q die in Abschnitt 2.3.2 eingefiihrte Intensitdtsmatrix von {X;}.
e Fiir jeden Vektor b = (by,...,b;) " € R* ist dann der stochastische Prozess {Y; ,t >
0} mit

t
Yt:bXt—bX(,—/ (Qb)xv dv Vt>0 (16)
0

ein Martingal, wobei das Integral in (16) pfadweise gebildet wird.

— Weil {X;} ein homogener Markow—Prozess ist, gilt fiir beliebige i € F und
s,t > 0mit s <t

E (bX,, by, — / t(Qb)Xv dv | X, = z)

t—s
- E (bXH by, —/ (Qb)x, dv | Xy = z)
0

— Um zu zeigen, dass der in (16) gegebene Prozess {Y;} ein Martingal ist, geniigt
es also zu zeigen, dass fiir beliebige i € E und h > 0

E (th

h
Xo=i)—b; :/ E((Qb)x, | Xo =1)dv, (17)
0
denn man kann sich leicht iiberlegen, dass
h h
E (/ (Qb)x, dv | Xo=i) = / E((Qb)x, | Xo = i)duv.
0 0

— In Theorem 2.16 hatten wir gezeigt, dass die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0}
des Markow—Prozesse {X,} fiir jedes h > 0 durch P(h) = exp(hQ) gegeben ist.
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— Hieraus folgt, dass
E (bx, | Xo = i) = €] exp(Qh)b (18)

und
E ((Qb)x, | Xo =i) = e exp(Qu)Qb, (19)

wobei e, ein (-dimensionaler (Zeilen—) Vektor ist, fiir den séimtliche Komponen-
ten gleich 0 sind, bis auf die i—te Komponente, die gleich 1 ist.

— Aus (18) und (19) ergibt sich nun, dass (17) dquivalent ist mit

h
e; exp(Qh)b — b; = / e, exp(Qu)Qbdv, (20)
0

wobei sich die Giiltigkeit dieser Gleichung aus Lemma 2.3 ergibt, wenn auf beiden
Seiten von (20) die Ableitung nach h gebildet wird.

6. abgeschlossene Martingale

e Sei X : QO — R eine beliebige Zufallsvariable mit E |X| < oo, und sei {F;, t > 0}
eine beliebige Filtration.

e Dann kann man sich leicht iberlegen, dass der stochastische Prozess {Y;, ¢ > 0} mit
Vi =E(X|F) (21)

ein Martingal ist, denn aus Teilaussage 6 von Theorem 3.6 ergibt sich, dass fiir
beliebige s,t > 0 mit s <t

EEX|F)|F)=EX|F).

e Manchmal sagt man, dass der in (21) gegebene stochastische Prozess ein abgeschlos-
senes Martingal ist.

Beachte

e Fiir die Martingale {Y;} und {Y/}, die in den Beispiclen 1 — 4 betrachtet wurden, gilt
EY; = EY/ = 0 fiir jedes t > 0. Ein Martingal mit dieser Eigenschaft wird ein zentriertes
Martingal genannt.

e Fiir die Martingale {}NQ}, die in den Beispielen 3 und 4 betrachtet wurden, gilt dagegen
EY; =1 fir jedes t > 0.

o Die Definitionsgleichung (16) des Martingals {Y;} in Beispiel 5 wird Dynkin—Formel fiir
Markow—Prozesse genannt.

Aus den Monotonieeigenschaften der bedingten Erwartung (vgl. die Teilaussage 3 von Theorem 3.6)
ergibt sich, dass jeder adaptierte Prozess {X;, ¢ > 0} mit nichtfallenden Trajektorien und mit
E|X:| < oo fiir jedes t > 0 ein Submartingal ist.

Insbesondere ist jeder ,integrierbare” Subordinator ein Submartingal, d.h. jeder (nichtnegative)
Lévy-Prozess { Xy, t > 0} mit nichtfallenden Trajektorien, so dass E |X;| < oco.



3 LEVY-PROZESSE UND MARTINGALE 105

Theorem 3.10 Der Prozess {Xy, t > 0} sei adaptiert und f : R — R sei eine konveze Funktion,
so dass E|f(Xy)| < oo fiir jedes t > 0. Dann ist {f(X:), t > 0} ein Submartingal, wenn
e {X,;} ein Martingal oder

o {X;} ein Submartingal und f : R — R eine nichifallende konveze Funktion ist.

Beweis Aus der Jensen—Ungleichung fiir bedingte Erwartungen (vgl. die Teilaussage 7 von Theo-
rem 3.6) ergibt sich in beiden Féllen, dass fiir beliebige s,¢ > 0 mit s <t

E(f(Xe) | Fs) = f(E(Xe | F)) = F(Xs) O

3.2.4 Gleichgradige Integrierbarkeit

Sei T eine endliche Stoppzeit, und der stochastische Prozess {X;, t > 0} sei cadlag mit E | X;| < 0o
fiir jedes t € R. In Korollar 3.2 hatten wir gezeigt, dass dann X7 eine wohldefinierte Zufallsvariable
ist.

Zur Herleitung von Bedingungen, so dass auch E|X7| < oo gilt, bendtigen wir den Begriff der
gleichgradigen Integrierbarkeit von Zufallsvariablen.

Hierfiir benutzen wir die folgende Schreibweise: Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable mit
E|X| < oco. Fiir jedes A € F setzen wir dann E [X; A] = E (XT(A)).

Definition Die Folge X1, X5,... : Q :— R von Zufallsvariablen heifst gleichgradig integrierbar,
wenn E|X,,| < oo fiir jedes n > 1 und

lim (supE[|X,];|X,| > z]) =0. (22)
Tr—r00 n>1

Lemma 3.6 Die Folge {X,, n > 1} ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn

(1) Suanl ]E |X71,| < 0 U/ﬂ,d

(ii) wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass E[|X,,|; A] < e fiir jedes n > 1 und fiir jedes
A e F mit P(A) <4.

Beweis

o Wir zeigen zuerst, dass (22) gilt, wenn die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind.

— Offenbar gilt zP(|X,| > z) < E|X,]| fiir beliebige n > 1 und = > 0. Hieraus und
aus (i) folgt, dass fiir jedes 6 > 0 und fiir jedes hinreichend grofie > 0
1
sup P(|1X,| > z) < = supE|X,| < 4.

n>1 T p>1
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— Wegen (ii) gilt somit limsup,_, ., (sup,>; E [| X, [ Xy| > 2]) < e fiir jedes € > 0.
— Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (22), weil € > 0 beliebig klein gew&hlt werden
kann.

e Sei nun {X,,, n > 1} gleichgradig integrierbar.
— Dann gilt fiir jedes hinreichend grofse z > 0

supE | X, | < sup{E [| X, [; |X,| > 2] + 2} < 00,
n>1 n>1

d.h., die Bedingung (i) ist erfiillt.
— Fiir jedes € > 0 sei nun = > 0 so gewéhlt, dass sup,,~; E [| X, |; [ Xn| > 7] <e/2.
— Fiir jedes § > 0 mit § < £/(2x) und fiir jedes A € F mit P(A4) < 6 gilt dann

E[[Xnl; Al S E[|Xn[;[Xn| > 2] + 2P(A) <e,

d.h., die Bedingung (ii) ist ebenfalls erfillt. O

Die Bedeutung der gleichgradigen Integrierbarkeit fiir die Konvergenz von Zufallsvariablen wird
durch das folgende Lemma deutlich.

Lemma 3.7 Sei X1, Xs,... : Q = R eine beliebige Folge von Zufallsvariablen mit E|X,| < oo
fir jedes n > 1 und lim, o X,, = X mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir eine gewisse Zufallsvariable
X : Q = R. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent: (a) {X,, n > 1} ist gleichgradig
integrierbar. (b) Es gilt E|X| < oo wnd lim,,_,» E |X,, — X| = 0.

Bewelis

e Sei {X,,, n > 1} gleichgradig integrierbar.
— Weil sup,,»; E|X,,| < oo wegen Teilaussage (i) in Lemma 3.6 und weil lim,, o, X, =
X vorausgesetzt wird, ergibt sich aus dem Lemma von Fatou, dass E | X| < co.

— Andererseits kann man sich leicht iiberlegen (vgl. Korollar WR-5.1), dass aus der
Konvergenz lim,, ;- X;, = X mit Wahrscheinlichkeit 1 folgt, dass fiir jedes € > 0

lim P(|X, —X|>¢)=0. (23)
n—oo
— Auferdem gilt fiir jedes € > 0

E|X, - X| < E[X,—X|;|Xn—X| <e] +E[|Xn — X|;| X, — X| > €]
< e+ E[|Xnl;|[Xn — X| > e] + E[|X[; [ Xn — X[ > €]

— Wegen (23) ergibt sich dann aus der Teilaussage (ii) in Lemma 3.6 mit A = {|X,, —
X| > €}, dass der zweite Summand des letzten Ausdruckes gegen 0 strebt.

— Der ditte Summand konvergiert ebenfalls gegen 0, weil E | X| < oo.

— Hieraus folgt, dass lim, o E | X, — X| = 0, weil £ > 0 beliebig klein gewiihlt werden
kann.
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e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass (b) gilt.

— Dann gilt
supE | X,,| <supE|X, - X|+E|X| < 0. (24)
n>1 n>1

Fiir jedes € > 0 sei ng > 1 so gewihlt, dass fiir beliebige n > ng und A € F
E[X, — X|;A] <E|X, - X| < %

— Sei nun ¢ > 0 so gewidhlt, dass P(A) < 0 die Giiltigkeit der folgenden Ungleichung
impliziert:

max E[|X, - X|;A]+E[|X]; 4] <

0<n<ng

| ™

Hieraus folgt, dass es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jedes A € F mit
P(A) <
supE[| X, [; A] <supE[|X, — X[; A] + E[|[X[; A] <e.
n>1 n>1
e Wegen Lemma 3.6 ergibt sich hieraus und aus (24), dass {X,,,n > 1} gleichgradig inte-
grierbar ist. U

Korollar 3.3 Sei X1, Xo,...: Q — R eine Folge von Zufallsvariablen, so dass E|X,,| < oo fiir jedes
n > 1 und lim,, o X,, = X mit Wahrscheinlichkeit 1. Wenn {X,,,n > 1} gleichgradig integrierbar
ist, dann gilt E|X| < oo und lim,,EX,, =EX.

Beweis Wegen |E X,,—E X| < E|X,,— X]| ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus Lemma 3.7.
O

3.2.5 Ungleichung von Doob

Ein wichtiges (beweistechnisches) Hilfsmittel ist die folgende Ungleichung von Doob fiir Submartin-
gale. Dabei benutzen wir die Schreibweise zy = max{x,0} {iir jedes = € R.

Theorem 3.11 Der Prozess {Xy, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X;} ein Submartingal
ist, dann gilt fiir beliebige x > 0 und t > 0

P(sup X, >z) < E(Xy)+ . (25)

0<v<t xz

Beweis
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e Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass P(X; > 0) = 1 fiir jedes ¢t > 0, denn fiir jedes
x>0 gilt
P( sup X, > x) = P( sup max{X,,0} > T)
0<v<t 0<v<t
und aus Theorem 3.10 ergibt sich, dass der stochastische Prozess {)?t, t > 0} mit X, =
max{X¢, 0} ebenfalls ein Submartingal ist.

e Sei nun {X, t > 0} ein nichtnegatives Submartingal, und sei A = {maxj<p<n Xy, >z}
fiir beliebige t1,...,t, € [0,t] mit t; < ... < t,.
— Man kann sich leicht {iberlegen, dass sich das Ereignis A darstellen lisst als die Ver-

einigung A = A1 U...UA,, einer Folge von paarweise disjunkten Mengen A1, ..., A,,
wobei

Alz{Xt1>x}€th17 Ak:{thS.’E,...7th_1S.’E,th>l'}€./_'.tk Vk€{2,

— Weil {X;, t > 0} ein nichtnegatives Submartingal ist, gilt
E [th;Ak] Z E [th;Ak] Z CCP(Ak) .
— Hieraus folgt, dass
EXy, >RB[X,; Al =) E[X;,; 4] > ) 2 P(Ax) =xP(A).
k=1 k=1

e Sei nun B eine beliebige endliche Teilmenge des Intervalls [0, ¢ so, dass 0 € B und ¢ € B.

— Dann gilt also
:UP(meagXU >z) <EX;. (26)

— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlichkeitsmafien gilt aufferdem fiir jede monoton
wachsende Folge By, Bs, ... C [0,t] von endlichen Mengen, dass

nler;OP(gré%ﬁ X, > x) = P(U {lfrel%)in > L}) = P({ sup X, > x})

n>1 v€U,>1 Bn
— Hieraus und aus (26) folgt, dass fir B =J,5, B, = ([0,t) N Q) U {t}

J:P(sup X, > a:) <EX;.
vEB

o Weil {X ()} rechtsstetige Trajektorien hat, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (25).
|
Beachte

e Sei {X;,t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess, und fir g > 0 sei {Y;, ¢t > 0} mit
Y: = X — tu ein Wiener—Prozess mit negativer Drift.

— In Beispiel 3 von Abschnitt 3.2.3 hatten wir gezeigt, dass {e*(Ye+tm)—u’t/2 ¢ > o}
fiir jedes u € R ein Martingal beziiglich der (natiirlichen) Filtration {F;%, t > 0} ist.

,n}.
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— Fiir u = 2u ergibt also insbesondere, dass {e?*¥*, ¢ > 0} ein Martingal ist.
— Weil die Ungleichung sup,¢[q 4 Y» > = genau dann gilt, wenn sup,,¢(o 4 e2hYo > e2HT
ergibt sich aus Theorem 3.11, dass

lim;_, o, Ee2HYt

P(supY;, > z) = lim P( sup Y, > z) = lim P( sup e?*¥v > %) < :
(tZO ) =00 (ve[O,t] ’ ) t=oo (ve[O,t] ) e2nx

— Weil Ee?#Yt = 1 fiir jedes t > 0, ergibt sich hieraus, dass

P(supY; > z) < e 2 Vz>0. (27)
>0

e Um zu zeigen, dass in (27) sogar die Gleichheit gilt, benttigen wir ein optionales Sampling—
Theorem, fiir dessen Herleitung wir zunichst sogenannte ,,gestoppte Martingale” betrach-
ten.

3.2.6 Gestoppte Martingale
Lemma 3.8

e Der Prozess {X;, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Auferdem sei T : Q — [0,00) eine endliche
Stoppzeit und sei {T™), n > 1} die in (13) eingefihrte Folge von diskreten Stoppzeiten mit
70 > 704D ynd lim, oo T™ =T

o Wenn {X;} ein Martingal ist, dann ist die Folge X1y np, X7@) pts - - - gleichgradig integrierbar
fiir jedes t > 0, wobei s At = min{s,t}.
Beweis

o Weil E[X7nel < X pansy E|Xpj2n| + E[Xi| < oo fiir beliebige n > 1 und ¢ >
0, geniigt es zu zeigen, dass die Bedingung (22) in der Definition der gleichgradigen
Integrierbarkeit erfiillt ist.

— Aus Theorem 3.10 folgt, dass {| X[, ¢ > 0} ein Submartingal ist. Somit gilt

Sup E [| X agls [ X ae| > 2]

n>1
" k

= s Y E[Xpeei{T™ = 5} 0 {IXreon > )]

2t k<2nt)

FE (Xl AT > 10 {| Xl > 2}])
n k

< sup( D0 EIX{T™ = 530 {IXgoal > )]

2l k<ont)

FE X AT > 40 { Xl > 2}])
= supE[|X¢|; [ Xreoael > 2] <supE [|X¢|;Y > 2] = E[| X;Y > a],
n>1

n>1

wobei Y = sup,, > [ Xpm)a¢l-
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— Andererseits ergibt die Anwendung von Theorem 3.11 auf das Submartingal {|X,|, ¢t >
0}, dass
E | X
x

P(Y >z) < P(sup |[X,|>z) <
0<v<t

Vt,x>0.

— Hieraus folgt insbesondere, dass lim, . P(Y > z) = 0.

e Aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz ergibt sich nun insgesamt,
dass
lim supE [| Xqpoal; [ Xpooae] > 2] < lim E[| X, ;Y > 2] =0. L
1 r— 00

T—00 >

Theorem 3.12 Der Prozess { X, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X:} ein Martingal und
T:Q — [0,00) eine endliche Stoppzeit ist, dann ist auch der stochastische Prozess {Xrnt,t > 0}
ein Martingal.

Beweis

o Ahnlich wie im Beweis von Korollar 3.2 kann man zeigen, dass Xpa, fiir jedes ¢ > 0 eine
Fi—messbare Zufallsvariable ist.

e Es muss also lediglich noch gezeigt werden, dass fiir beliebige ¢t > 0, v € [0,¢) und A € F,
E|X7a] < 00 und E [X1at; Al = E[Xpaw; Al (28)

e Dabei betrachten wir zuniichst die in (13) eingefiihrte Folge {7, n > 1} von diskreten
Stoppzeiten und zeigen, dass fiir jedes n > 1 und fiir beliebige t > 0, v € [0,t) und
AeF,

E | Xpooael < o0 und E [Xpoone; Al = E [Xpoaes 4] (29)
— Genauso wie im Beweis von Lemma 3.8 ergibt sich, dass E | X )| < 00.
— Seien nun ti,...,tx € (v,t) die Werte, die die Stoppzeit T mit positiver Wahr-
scheinlichkeit zwischen v und ¢ annehmen kann.
— Dann ergibt sich aus den Teilaussagen 4 und 5 von Theorem 3.6, dass

E(Xgoops | Fo) =B (B (Xpo e | Fo) | Fo)
= EET™ < t0)Xpen | Fo) | Fo) +EEET™ > )Xo | Fy) | F)
= E(IT™ < tp)E(Xrmpg, | Fo) | Fo) +E(LT™ > t)E(X, | Fi,) | Fo)
= E(LT™ < ty)Xrong, | Fo) + E@T™ > t) Xy, | Fy)
= E(IT™ <t3)Xpeng, | Fo) +ELT™ > 1) Xpoone, | Fo)

= E (XT("Mtk | ]:v)

= EXrmat, | Fo) =E(Xromay | Fo) = Xpomay -
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— Damit ist (29) bewiesen.
o Weil {Xt} is cadlag ist, gﬂt lim,, oo XT(n)/\t = X7a: und lim,,_, o XT(n)/\U = X7Trp-

e Gemilh Lemma 3.8 sind die Folgen {Xpmypy, 7 > 1} und {Xpmya, n > 1} auberdem
gleichgradig integrierbar.

o Wegen (29) ergibt sich somit die Giiltigkeit von (28) mit Hilfe von Korollar 3.3. O

3.2.7 Optionales Sampling—Theorem

Fiir jede endliche Stoppzeit T : 2 — [0, 00) betrachten wir die o—Algebra Fr, die gegeben ist durch
Fr={AeF: An{T <t} e Ffirjedest >0}, (30)
wobei die folgenden Eigenschaften der ,gestoppten” o—Algebra Fr niitzlich sind.
Lemma 3.9 Flir beliebige endliche Stoppzeiten S, T : Q@ — [0,00) mit P(S <T) =1 gilt Fs C Fr.
Auflerdem gilt fiir jeden adaptierten cadlag Prozess {X;, t > 0}
{weQ: Xpr(w)e By e Fr VB e B(R), (31)

d.h., Xt ist eine (Fr, B(R))-messbare Zufallsvariable.

Beweis

e Wir zeigen zunichst, dass Fg C Fr, wenn P(S <T) = 1.
— Sei A € Fg, d.h., fiir jedes t > 0 gelte AN{S <t} € F.
— Hieraus folgt, dass AN{T <t} = AN{S <t} n{T <t} € F; fur jedes t > 0, weil
{T<t}={S<}In{T <t} und {T<tleF Vt>0.

o Wir zeigen nun, dass {Xr € B} N{T <t} € F; fiir beliebige B € B(R) und ¢ > 0.
— Fiir jedes t > 0 fassen wir dabei den (eingeschrinkten) Prozess { X, s € [0,¢]} als
Abbildung X : [0,¢] x Q — R auf, die gegeben ist durch
(s,w) — Xs(w). (32)
— Weil der Prozess {X;} cadlag ist, gilt fiir beliebige (s,w) € [0,¢] x Q

on

Xs(w) = Xo(w)Tgoy(s) + lim > W—ye2m, wtj2m) () Xt jan (@) -
k=1

— Weil {X,} adaptiert ist, sind sdmtliche Summanden auf der rechten Seite des letzten
Ausdruckes (B([0,t]) ® F;, B(R))-messbar.

— Damit besitzt auch ihr Grenzwert diese Messbarkeitseigenschaft, d.h., die in (32)
gegebene Abbildung ist (B([0,t]) ® F;, B(R))-messbar.



3 LEVY-PROZESSE UND MARTINGALE 112

— Auflerdem betrachten wir die Abbildung g : QN {T < ¢} — [0,] X Q mit
g(w) = (T(w),w) , (33)

wobei diese Abbildung (F; N {T < t}, B([0,t]) ® F;)-messbar ist.
— Hieraus folgt, dass die Superposition X og: QN{T <t} — R der in (32) bzw. (33)
gegebenen Abbildungen (F; N {T < t}, B(R))-messbar ist. O

Wir kommen nun zum sogenannten optionalen Sampling—Theorem fiir Martingale bzw. fiir gestoppte
Martingale.

Theorem 3.13 Der Prozess {X;, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X:} ein Martingal und
T:Q — [0,00) eine endliche Stoppzeit ist, dann gilt
E(X, | Fr)= Xrne ¥t>0. (34)

Beweis
o Wir zeigen zunéchst, dass
E (Xt | .FT('H,)) = X7 pt Vn>1,t>0, (35)

wobei {7 n > 1} die in (13) eingefiihrte Folge von diskreten Stoppzeiten ist.
— Hierfiir seity =tund t; < ... <trp_1 <t bezeichne die Werte, die die Zufallsvariable
T At mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen kann.
— Dann gilt fiir jedes A € Frm

k—1
(Xt = Xpanp)LA) = Y (X — X ) LT At =1,)1(A)
=1
k

= D (X, = Xy )T At < t;)T(A).

1=2
— Hieraus folgt, dass
k
E ((Xt _ XTWW)]I(A)) - S E ((Xti ~ X, LT At < ti)]I(A))
=2

- iE (E ((Xt,. — Xy, )IT™ At < t)1(A) | ftH))

k
= YE (]I(T(”) At < t)I(A)E (X;, — X, | | ftH))
1=2

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (30) der o—Algebra
Frm und aus Teilaussage 4 von Theorem 3.6 ergibt.
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— Somit gilt
E (Xt | Fron) =E (Xpoone | Fron) = Xpmoag

weil X py eine (Fpon, B(R))-messbare Zufallsvariable ist; vgl. Lemma 3.9.

o Aus Lemma 3.9 folgt aulerdem, dass Fr C Frm, weil T' < T,

e Mit Hilfe der Teilaussage 5 von Theorem 3.6 ergibt sich nun hieraus und aus (35), dass
E(Xy | Fr) =E(E (X | Fro) [ Fr) = E(Xrma | Fr) -

e Weil lim,, oo T | T, weil der Prozess {X:, t > 0} cadlag ist und weil die Folge
{Xrmag, > 1} gemih Lemma 3.8 gleichgradig integrierbar ist, gilt also

E(X; | Fr)= nlggoE(XT(")At | Fr) =E (Xoae | Fr) = Xoae,

wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 3.9 ergibt. O

Korollar 3.4 Der Prozess { X, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X;} ein Martingal und
S, T :Q — [0,00) beliebige endliche Stoppzeiten mit P(S <T) =1 sind, dann gilt

E(Xrae | Fs) = Xone Vt>0. (36)

Insbesondere gilt
EXrae =E X Vt>0. (37)

Beweis

o Sei {X;} ein Martingal. Aus Theorem 3.12 folgt dann, dass der stochastische Prozess
{X7Tat,t > 0} ebenfalls ein Martingal ist.

— Es ist klar, dass mit {X;} auch {X7a:} cadlag ist. Aukerdem ergibt sich aus Lem-
ma 3.9, dass {Xr,:} adaptiert ist.

— Wir konnen also Theorem 3.13 auf das Martingal {X7as,t > 0} anwenden und
erhalten, dass
E (X7at | Fs) = Xoasay = Xsae Yt >0,

— wobei sich die letzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass S < T.

e Wenn wir die ,,Stoppzeit” S = 0 in (36) einsetzen, dann ergibt sich, dass E (X7t | Fo) =
Xo bzw. E Xpar = E X fiir jedes t > 0. O

3.3 Anwendungsbeispiele

Um die in Abschnitt 3.2 dargelegten Begriffe und Ergebnisse der Martingaltheorie bei der Unter-
suchung von Lévy—Prozessen anwenden zu kénnen, benotigen wir noch zwei weitere grundlegende
Eigenschaften von Lévy—Prozessen, die wir hier ohne Beweis angeben.
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Theorem 3.14 Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess mit den Charakteristiken (a,b,v).

e Dann gibt es eine cadlag Modifikation {X;, t > 0} von {X;}, so dass {X,;} ebenfalls ein
Lévy—Prozess ist und zwar mit den gleichen Charakteristiken (a,b,v) wie {X;}.

o Wenn der Lévy—Prozess {X;, t > 0} cadlag ist, dann ist die (durch {X;} erzeugte) natirliche
Filtration {F{X, t > 0} rechtsstetig.

Ein Beweis von Theorem 3.14 kann zum Beispiel in Applebaum (2004), S. 74-77 nachgelesen werden.

Wegen Theorem 3.14 werden wir in den weiteren Abschnitten dieses Skriptes (0.B.d.A.) vorausset-
zen, das die jeweils betrachteten Lévy—Prozesse cadlag sind.

3.3.1 Regeneration von Lévy—Prozessen zu Stoppzeiten
In Theorem 2.22 hatten wir fiir Fall, dass {X;, ¢ > 0} ein (Standard-) Wiener—Prozess ist, ein
Schranke fiir die Tailfunktion von max;c[o,1] Xt hergeleitet.

Im nachfolgenden Abschnitt 3.3.2 werden wir zeigen, dass diese Schranke ,optimal” ist, d.h. mit der
Tailfunktion von max;c(o,1] Xt iibereinstimmt. Hierfiir zeigen wir zunéchst, dass Lévy—Prozesse zu
endlichen Stoppzeiten die folgende Regenerationseigenschaft besitzen.

Theorem 3.15
o Sei {X;,t > 0} ein Lévy—Prozess iber (0, F,P) und sei T : Q — [0,00) eine endliche
Stoppzeit beziiglich der natirlichen Filtration {FX, t > 0} von {X;}.

e Dann ist der Prozess {Yz, t > 0} mitY; = Xr+— X1 ebenfalls ein Lévy—Prozess, der adaptiert
ist beziiglich der Filtration {Gy, t > 0} mit G, = F7*,,, wobei

— der Lévy—Prozess {Y;} unabhingig von F5% ist und
— {Y:} die gleiche Lévy—Charakteristik wie {X:} hat.

Beweis

e Wir betrachten zuniichst den Fall, dass T : Q© — [0,00) eine beschrinkte Stoppzeit ist,
d.h., es gelte P(T < ¢) =1 fiir ein ¢ < oo.

— Fiir beliebige n > 1 und ug,...,u, € R sind dann durch den Ansatz

}71‘(3‘) — olui Xe—tn(u;)

(komplexwertige) Martingale {17,5@, t > 0} fiir jedes j = 1,...,n gegeben, wobei
n: R — C der Lévy—Exponent von {X;} ist; vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 3.2.3.
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— Dann gilt fiir beliebige A € ]-'%( und tg,t1,...,t, > 0mit tg <t1 <...<t,

LN A e(T+tj)n(uj))

( ) exp(i Z (X7t = X, 1))) :]E(]I(A) H > () T+t 1)n(uy)
j=1 YT+tJ 1

76)

E (]I(A) i[ Tty e(trtj—l)n(uj))

- E(E(1(A LT_(Q“ (b5 —t5-1)n(us)
( (()H?(J)_ | T+tﬂ1)),

wobei sich die letzte Gleichheit aus Teilaussage 5 von Theorem 3.6 ergibt.

— Aus Lemma 3.9 und aus Teilaussage 4 von Theorem 3.6 ergibt sich nun, dass

E(]E (11(,4) I1 N?T,(Q“ elti=ti-on(us) | FX_ ))

o Y
n—1 ()
YT_;,_tv Fits w e(tn _tn—l)'ﬂ(un) ~(n)

_ ]E(]I(A)(H G ot~ n) WE( o | FX, ))

Jj=1 "T+t; THtn—1

e
_ J (tj—tj—1)n(uj) (tn—tn—1)n(un)
= ]E(]I(A)(H }’}(j) elti—t; J)e )7

weil aus dem optionalen Sampling—Theorem in Korollar 3.4 folgt, dass

E (?Tgi)tn n— 1) Y’Z("Z)t n—1"

wobel der Zeitpunkt ¢ > 0 in der Formel (36) des Korollars 3.4 so zu wihlen ist, dass
c+t, <t.

— Durch Iteration dieser Uberlegungen ergibt sich dann insgesamt, dass

E (]I(A) exp(izn: u, (Y, — YtH))) —E (]I(A) exp(izn: wi(Xrie, — XTHJH)))

n

= P(A) H elti—ti—1)n(u;) — P(A)E (eXp(ii:uj(th _ thq))) ,
j=1

j=1

d.h., fiir beliebige A € ]-'7)5 und tg,t1,...,t, > 0mit tp < t1 <...<t, gilt

( ) exp(i Zug ~Y,_ ))) (eXp Zug ~ Xy, ))) (1)

o Wir zeigen nun, dass (1) auch fiir endliche (nicht notwendig beschrinkte) Stoppzeiten
gilt.
— Sei also T': 2 — [0, 00) eine beliebige endliche Stoppzeit.
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— Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann AN {T < k} € f{fAk fiir beliebige k > 1
und A € F5¥.

— Somit ergibt sich aus (1), dass

n

( (Ag) exp(i Z (Yit, — Yk,tj,l))) =P(A (exp 12% X, — thil))),
= yeec
(2)
wobei A, = AN {T < k’} und Yk,t = X(T/\k)+t — X7 AE-
— Durch Grenziibergang fiir k¥ — oo auf beiden Seiten von (2) ergibt sich nun mit

Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, dass (1) auch fir
beliebige endliche Stoppzeiten gilt.

e Fiir A = Q folgt aus (1), dass {Y;} ein Lévy—Prozess mit der gleichen Verteilung wie
{Xt} ist.

e Auferdem ergibt sich aus Lemma 3.9, dass der Lévy—Prozess {Y;} adaptiert ist beziiglich
der Filtration {G¢, t > 0} mit G, = F5',,.

e Es bleibt also noch zu zeigen, dass {Y;} unabhingig von F3* ist, d.h., dass

— fiir jede Folge t¢4,...,t, von nichtnegativen Zahlen und fiir beliebige B1,...,B, €
B(R) und A € F5X
— die Ereignisse Ytl_l(Bl) N...N Ytzl(Bn) und A unabhéngig sind.
o Hierfiir betrachten wir die bedingte Verteilung Py, v, |zx : B(R™) x Q — [0, 1] mit

Py, v rx(Bw)=P((Ye,....Ys,)(B) [ Fi)(w) VBeBR"),weQ, (3)

wobei P(A | FX) = E (1(A) | F5).
— Man kann sich leicht iiberlegen, dass (3) impliziert, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

B (g(Yi i) | F)@) = [ 00 P, () (4
fiir jede Borel-messbare Funktion g : R” — C mit E |g(Y,,..., Y, )| < oc.
— Auflerdem folgt aus (1), dass fiir beliebige A € 75X und ty,...,t, >0

E (]I(A) exp(iiuﬁ@)) =P(A)E <exp(iiqutj)) .
Jj=1 j=1

— Hieraus und aus (4) ergibt sich, dass die charakteristischen Funktionen von Pytl Y, | FX
und Pytl .Y, mit Wahrscheinlichkeit 1 {ibereinstimmen.

— Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen folgt nun, dass auch die
Verteilungen Pyt1 Y | FX und Py, | .y, mit Wahrscheinlichkeit 1 ibereinstimmen.

— Dies ist gleichbedeutend damit, dass fiir beliebige By, ..., B, € B(R) und A € F¥
die Ereignisse Y;?l(Bl) N...N le(Bn) und A unabhéngig sind. O
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3.3.2 Reflexionsprinzip des Wiener—Prozesses; Verteilung des Maximums

Mit Hilfe von Theorem 3.15 leiten wir nun das folgende Reflexionsprinzip des Wiener—Prozesses her;
vgl. hierzu Abb. 15. Es betrifft eine weitere Invarianzeigenschaft des Wiener—Prozesses (zusétzlich
zu den bereits in Theorem 2.23 hergeleiteten Eigenschaften dieses Typs).

Theorem 3.16
o Sei {Xy, t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess iber (Q, F, P) und sei T : @ — [0,00) eine
endliche Stoppzeit beziiglich der natiirlichen Filtration {F;,t > 0} von {X;}.

e Dann hat {X;} die gleiche Verteilung wie der ,reflektierte Prozess” {Y;, t > 0} mit
Ye = Xrar — (X — X7ae), (5)

d.h., {Y;} ist ebenfalls ein (Standard—) Wiener—Prozess.

Bewelis

e Die stochastischen Prozesse {X/, ¢ > 0} und {X, t > 0} seien gegeben durch
X/ =Xrn  bzw. Xy =Xp— Xr.

e Aus Theorem 3.15 folgt dann, dass
— {X,} ein Wiener-Prozess ist, der unabhiingig von (T, {X}}) ist.
— AuRerdem ergibt sich aus Teilaussage 1 von Theorem 2.23, dass {X,} 4 {—X,}.
— Insgesamt gilt also

(TAX N AX)) = (TAX) —{X0)) - (6)

e Eg genligt nun zu beachten,
— dass X; = X + X(FTH und Y; = X| — )}(t,T)+ fiir jedes ¢ > 0, wobei x4 =
max{x,0}.
— D.h., X; bzw. Y sind messbare Abbildungen von (T, {X/}, {)N(f}) bzw. (T, {X/}, —{)N(,})

— Wegen (6) gilt somit {X;} 4 {Y;}. O

Beachte
e Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Die natiirliche Filtration {F;X, ¢t > 0} von {X,} ist
dann gemaf Theorem 3.14 rechtsstetig.
o Aus Theorem 3.7 folgt somit, dass fiir jedes z > 0 die Ersterreichungszeit T{)i} = min{t >
0: X; = 2} eine Stoppzeit beziiglich {FX} ist.
o Auferdem ergibt sich aus Korollar 2.5, dass P(T{)g} <o) =1,dh, T{)g} ist eine endliche
Stoppzeit.
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™

Abbildung 15: Reflexionsprinzip des Wiener Prozesses

Die Anwendung von Theorem 3.16 auf die Ersterreichungszeit T{)i} fiihrt nun zu der folgenden
Identitét.

Korollar 3.5 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess und sei {M;, t > 0} der Mazimum—Prozess
mit

M; = max X, Vt>0. (7)
s€[0,t]

Dann gilt fiir beliebige y > 0 und z > 0
PXi<z—y, My>2)=P(Xy>y+2). (8)

Beweis

e Die in (7) betrachtete Abbildung M; : Q — [0, 00) ist eine wohldefinierte Zufallsvariable,
weil die Trajektorien von {X;} stetige Funktionen sind, vgl. auch die Formel (24) in
Abschnitt 2.4.5.

— Fiir die endliche Stoppzeit T = T{)i} = min{t > 0: X; = 2z} ergibt sich dann aus
Theorem 3.16, dass

(X2 baw.  (TE (X)) (T, (Y2))

— wobei T{’; y = min{t > 0: Y; = z} die Ersterreichungszeit des Niveaus z durch den
in (5) eingefiihrten Wiener-Prozess {Y;} ist.
— Hieraus folgt, dass

P(TE, <t, Xy <z—y) = P(TL, <t, Vi <z—vy), 9)
o Weil auferdem 775, (w) = T}, (w) fiir jedes w € €, ergibt sich aus (5), dass

(T, <00 V<2 ) = (T <) 02— Xy <2y
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— Hieraus und aus (9) folgt nun, dass
P(Ty <t, Xy <z—y) = P(T, <t,22— X, <z—y) = P(T, <t, X, > z2+y).
— Damit ist die Behauptung (8) beweisen, weil offenbar
P(T{y <t, Xi > z+y) = P(X, > 2 +y)

und
P(TE <t, Xy <z—y)=P(M;>2 X, <z—y). H

Mit Hilfe von Korollar 3.5 konnen wir nun zeigen, dass die in Theorem 2.22 hergeleitete Schran-
ke fiir die Tailfunktion von M; = max,c g Xs ,optimal” ist, d.h. mit der Tailfunktion von M,
iibereinstimmt.

Theorem 3.17 Sei {X;, t € [0,1]} ein Wiener—Prozess. Dann gilt fir beliebige t > 0 und x > 0

2 o0
P(Mt>g;): 1,5 / e_y2/2tdy. (10)

e Fiir y = 0 ergibt sich aus Korollar 3.5, dass P(X; < z, My > z) = P(X; > 2).

e Wenn wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung die Wahrscheinlichkeit P(X; > )
addieren und dabei beriicksichtigen, dass {X; > z} = {X; > z, M; > z}, ergibt sich

Bewelis

P(My > 2) =2P(X; > 2) bzw. P(My > 2)=2P(X; > 2) Vz>0,

weil P(X; = z) = 0 fiir die (normalverteilte) Zufallsvariable X; und somit auch P(M; =
z) = 0 fiir jedes z > 0. O

3.3.3 Wiener—Prozesse mit negativer Drift
Sei {X;, t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess und fiir g > 0 sei {Y;, ¢ > 0} mit ¥; = X; —tp ein
Wiener-Prozess mit negativer Drift.

Wir beweisen nun eine Formel fiir die Tailfunktion des Supremums sup,;>q Y3, wobei P(sup;>q Y; >
x) fiir jedes = > 0 als ,Ruinwahrscheinlichkeit” iiber dem unendlichen Zeithorizont [0, co) aufgefasst
werden kann.

Dabei zeigen wir insbesondere, dass die Schranke fiir P(sup;»,Y: > ) ,exakt” ist, die wir bereits
in Formel (27) des Abschnittes 3.2.5 hergeleitet hatten.

Theorem 3.18 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt fiir beliebige u > 0 und z > 0

P(Squt > x) = e 2mx wobei Yy = Xy — tp. (11)
>0
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Beweis

e Fiir beliebige u,z > 0 betrachten wir das Martingal {e*¥*—t(*/2=1w) ¢ > 0} und die
(endliche) Stoppzeit

Ty ANt =inf{s>0: Y, =2} At Vt>0.
e Aus Korollar 3.4 ergibt sich dann, dass fiir beliebige u,t,2 > 0
E exp(uYTm/\t — (Tiey N t)(u?/2 — ,uu)) =Eewo =1
bzw.

E [exp(ux - T{m}(u2/2 — uu)); Tiay < t] +E [exp(uYt —t(u?/2 — ,uu)); Tiay > t] :( 1).
12

o Weil aus Korollar 2.4 folgt, dass lim;_, Y; = —oo mit Wahrscheinlichkeit 1, gilt fiir jedes
U > 24

tliglo (exp(uY} —t(u?/2 — p)) L(Tigy > t)) =0
mit Wahrscheinlichkeit 1.
o Auferdem gilt
exp(uY; — t(u?/2 — pu)) LTy > t) < exp(uz — t(u?/2 — pu)) LTy > 1), < e

wobel der letzte Ausdruck eine (beziiglich P) integrierbare Majorante ist.

e Aus dem Satz von Lebesgue {iber die majorisierte Konvergenz folgt also, dass fiir jedes
u > 24
lim E [exp(uY} —t(u?/2 — ,uu)); Tioy > t] =0.

t—o0
e Hieraus und aus (12) ergibt sich nun, dass
e =FE [exp(fT{I}(uz/Q — uu)); Ty < oo] Yu>2u.

e Insbesondere ergibt sich fiir u = 2, dass fiir jedes x > 0

672;”: — P(T{I} < oo) = P(i;l%)}/t > .CC) .

e Damit gilt auch P(suptzO Y, > x) = e~ 2" fiir jedes = > 0. g
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3.3.4 Subordinatoren als Prozesse von Ersterreichungszeiten

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei weitere Beispiele, bei dem Theorem 3.16 auf die Ersterrei-
chungszeit T{)g} =min{t > 0: X, = z} des (Standard—) Wiener—Prozesses {X;, t > 0} angewendet
wird; z > 0.

Zur Erinnerung: Ein Subordinator {Y;, t > 0} heilt a—stabiler Lévy—Prozess mit Stabilitéatsindex
a € (0,1), wenn a = b =0 und das Lévy—Maf v gegeben ist durch

o 1
—— ——dy fiiry >0,
v(dy) ={ TA—a)yte (13)

0 fir y <0,

wobel a € (0,1) und I' : (0,00) — (0, 00) die Gammafunktion bezeichnet mit
L(p) = / e Yy tdy,  Vp>0.
0

Beachte
o In Formel (41) des Abschnittes 3.1.4 hatten wir gezeigt, dass in diesem Fall

Ee %Yt = ¢7tv" Vi, u>0. (14)

e Der a-stabile Lévy—Prozess {Y;} mit @ = 1/2 wird manchmal Lévy—Subordinator ge-
nannt.

Theorem 3.19 Sei {X,, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann ist der Prozess der Ersterreichungs-
zeiten {Ty, t > 0} mit
T, =min{s > 0: X, =t/V2} (15)

ein Lévy—Prozess, der die gleiche Verteilung wie der Lévy—Subordinator hat.

Bewelis

e Wir zeigen zunéchst, dass der in (15) gegebene Prozess {7} ein Lévy—Prozess ist.
— Offenbar gilt Ty = 0.
— Aus Theorem 3.15 folgt, dass {T;} unabhingige und stationére Zuwéchse hat.
— Auferdem ergibt sich aus Theorem 3.17, dass fiir jedes € > 0

lim P(T; > ¢) = lim P( max X, <t/v2) =0,
t—0 t—0

s€0,¢e]

d.h., {T;} ist stochastisch stetig.
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e Es ist nun noch zu zeigen, dass (14) gilt mit oo = 1/2.

— Dabei kénnen wir dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.18 vorgehen.

— Fiir beliebige t,u > 0 und n > 1 betrachten wir das Martingal {e*X:=5v*/2 5 > 0}
und die Stoppzeit T; An beziiglich der natiirlichen Filtration {FX, s > 0} von {X}.

— Aus Korollar 3.4 ergibt sich dann, dass fiir beliebige t,u > 0 und n > 1

E eXp(uXT,,/\n - (Tt A n)u2/2) — REetXo —
bzw.
E [exp(ut/V2 — Tiu?/2); Ty < n] + E [exp(uX, —nu®/2); T, >n] =1.  (16)

— Weil P(T; < 00) =1 und weil X, < 1f/\/§7 wenn Ty > n, ergibt sich genauso wie im
Beweis von Theorem 3.18, dass

lim E[exp(uX”—mﬁ/Q); Tth] =0 Vt,u>0.

n—oo

— Hieraus und aus (16) folgt, dass
Eexp(ut/\fthuzﬂ) =1 Vi,u>0
bzw. mit der Substitution v’ = u?/2

E exp(tv/u — Tyu) =1 Vi, u>0. 0

Wir verallgemeinern nun das Modell von Theorem 3.19 und betrachten Prozesse von Ersterrei-
chungszeiten fiir Wiener-Prozesse mit Drift.

Theorem 3.20 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Fiir beliebige i € R und § > 0 ist dann der
Prozess der Ersterreichungszeiten {T3, t > 0} mit

T, =min{s > 0: X, + pus =t} (17)
ein Lévy—Prozess, wobei

Ee " = exp(—td(\/2u+p? —p)  Vt,u>0. (18)

Der Beweis von Theorem 3.20 verlduft d&hnlich wie der Beweis von Theorem 3.19. Er wird deshalb
weggelassen.

Beachte

e Fiir die in Theorem 3.20 betrachteten Ersterreichungszeiten T3 mit der in (18) gegebenen
Laplace—Transformierten kann man zeigen, dass fiir jedes z > 0

5t v 1 -
oSt y3/2 exp(— 5 (1262y 1 _ny)) dy. (19)

P(Tt<$’):E o
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e Man sagt, dass Zufallsvariablen mit der in (19) gegebenen Verteilungsfunktion eine in-
verse Gauffi—Verteilung besitzen.

Die in den Theoremen 3.19 bzw. 3.20 betrachteten Subordinatoren {1}, ¢ > 0} spielen eine wichtige
Rolle bei der Zeitransformation von Lévy—Prozessen.

Es gilt ndmlich die folgende Invarianz—Eigenschaft von Lévy—Prozessen, die wir hier ohne Beweis
angeben.

Theorem 3.21

o Sei {Xi, t > 0} ein Lévy—Prozess und sei {Yy, t > 0} ein Subordinator, der iber dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) wie {X;} gegeben ist.

o Wenn {X;} und {Y:} unabhingig sind, dann ist der Prozess {Zy, t > 0} mit
Zt(w) = th(w)(w) Vwe N

ebenfalls ein Lévy—Prozess.

Ein Beweis von Theorem 3.21 kann zum Beispiel in Applebaum (2004), S. 53-55 nachgelesen werden.
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4 Stochastische Prozesse mit allgemeineren Indexmengen

In diesem Kapitel betrachten wir Beispiele von stochastischen Prozessen bzw. zufilligen Feldern
{X4, t € I}, fiir die die Indexmenge I die gesamte reelle Achse R oder der d-dimensionale euklidische
Raum R? fiir d > 2 ist.

Dariiber hinaus werden wir auch den Fall diskutieren, dass {X;, ¢t € I} ein zufilliges Maf ist,
wobei I dann eine o—Algebra ist. Dabei betrachten wir insbesondere stochastische Prozesse mit
stationiiren Zuwiichsen bzw. stationire zufillige Make.

4.1 Zihlprozesse im R!

Wir modifizieren das in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Konzept von Zahlprozessen {NN;, ¢ > 0} dahinge-
hend, dass wir Zahlprozesse ,mit Vergangenheit” betrachten, d.h., die in Abschnitt 2.1 betrachteten
Ereigniszeitpunkte S, liegen jetzt nicht nur in [0,00), sondern sie sind auf der gesamten reellen
Achse R verteilt.

Definition

e Sei (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei {S,, n = 0,+1,+2,...}
eine (monotone) Folge von reellwertigen Zufallsvariablen iiber (Q, F, P) mit ...S_1 <
So <0< 5 <8 < ..., s0 dass mit Wahrscheinlichkeit 1

lim S,, = o0 und lim S, = —©.
n—oo n——oo

e Der stochastische Prozess {N¢,t € R} mit

S I(Sp <t) fiirt >0,
M=y o B
— Y koo I(Sk > 1) fiir t <0,

wird Zdhlprozess genannt. Die Zufallsvariablen S,, heifsen Ereigniszeitpunkte.

Beachte

e Der in (1) gegebene Zahlprozess {N;,t € R} ist cadlag und hat stiickweise konstante
Trajektorien, deren Unstetigkeitsstellen die Ereigniszeitpunkte .S, sind. Dabei gilt N; > 0
firt > 0und N; <0 fiir t < 0.

e Durch den Ansatz
N =#{n: S, € B} vV B € B(R) (2)

ist dann ein zufilliges Zahlmalt {Ng, B € B(R)} iiber (2, F, P) gegeben.



4 STOCHASTISCHE PROZESSE MIT ALLGEMEINEREN INDEXMENGEN 125

Definition

e Man sagt, dass der Zahlprozess {Ny,t € R} stationdre Zuwdichse hat, wenn fiir belie-
bige to,...,t, € R mit tg < ... < ¢, die Verteilungen der Zufallsvektoren (Ni, p —
Nig+hy -y Nt +h — N, _,+n) nicht von h > 0 abhingen.

e Aufierdem sagt man, dass {Ny,t € R} ein Prozess mit unabhingigen Zuwdichsen ist,
wenn die Zufallsvariablen (N;, — Ny, ..., Ny, — Ny, _,) fiir beliebige to,...,t, € R mit
to < ... <t, unabhingig sind.

e Das zufiillige ZahlmaR {Np, B € B(R)} heifit stationdr, wenn fiir beliebige By,..., B, €
B(R) und h € R die Verteilungen der Zufallsvektoren (Ng, 4, ..., Np,+n) nicht von h
abhingen.

Theorem 4.1 Sei {Ny,t € R} ein Zihlprozess wber (U, F, P), und das Zihlmaf {Ng, B € B(R)}
sei gegeben durch (2). Der Prozess {Ni,t € R} hat genau dann stationdre Zuwdichse, wenn {Np, B €
B(R)} stationdr ist.

Beweis

e Wenn das zufillige Zahlmalt {Np, B € B(R)} stationér ist, dann gilt fiir beliebige h € R
und tg,...,t, ERmit to < ... <,
(Nty+h = Negtns - Newn = Newoyvn) = (N o) ho - Nty ta)+0)
d
= (N(t11t2]’ R N(t'r1717tn]) = (Ntl - Ntov SR Ntn - Ntn—l) ’

d.h., der Zahlprozess {N;,t € R} hat stationdre Zuwéchse.
e Sei nun umgekehrt { Ny, ¢t € R} ein Zahlprozess mit stationdren Zuwichsen.

— Dann ist das Mengensystem G C B(R) derjenigen Borel-Mengen B € B(R), fiir die
d
Npyn = Np

fiir jedes h € R gilt, ein sogenanntes d—System, dass die Familie aller Intervalle der
Form (t2,t1] enthélt, vgl. Abschnitt WR-3.2.3.

— Aus dem Satz iiber monotone Klassen (vgl. Theorem WR-3.2) ergibt sich nun, dass
G = B(R).
— Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass

d
(NBy+hs---sNp,+n) = (NB,,...,Ng,)

fiir jedes n > 1, fiir beliebige Borel-Mengen By, ..., B, € B(R) und fiir jedes h € R
gilt. g
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4.1.1 Homogener Poisson—Prozess

In diesem Abschnitt betrachten wir zunachst den Fall, dass die ,Zwischenankunftszeiten” T, =
Sp — Sn—1 zwischen den aufeinanderfolgenden Ereigniszeitpunkten Sy, S, ...

e eine Folge {T},, n > 2} von unabhingigen und identisch verteilten Zufalllsvariablen bilden mit
T, ~ Exp()) fiir ein A > 0.

e Auferdem sei S7 unabhingig von {7}, n > 2}, und es gelte S1 ~ Exp()).

e Dann ist der Zihlprozess {Ny,t > 0} mit N = > 7~ I(Si < t) ein (homogener) Poisson—
Prozess in [0, 00) mit der Intensitit A; vgl. Abschnitt 2.2.1.

Wir zeigen, wie der Zahlprozess {Ny,t > 0} auf einfache Weise zu einem Zahlprozess {Ny,t € R}
auf der gesamten reellen Achse R fortgesetzt werden kann, so dass {N;,t € R} stationéire und
unabhingige (poissonverteilte) Zuwéchse hat.

Theorem 4.2  Sei {T,,, n =0,£1,42,...} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit T,, ~ Exp(\) fir ein A > 0. Auferdem sei

22:1 T, firn>1,
Sn = (3)
—ZgznTk firn <0.

Dann hat der in (1) gegebene Zihlprozess {N¢,t € R} stationdre und unabhdngige Zuwdchse, wobei
|N¢| ~ Poi(|t|A) fiir jedes t € R.

Beweis
o Fiir jedes t > 0 sei N/ = —N_,. Mit Hilfe von Theorem 2.9 ergibt sich dann aus (1) und
(3), dass

— die stochastischen Prozesse {Ny,t > 0} und {N/,t > 0} stationiire und unabhingige
Zuwichse besitzen,

— wobei Ny ~ Exp(tA) und N; ~ Exp(tA) fiir jedes ¢ > 0.
e AuRerdem ergibt sich aus (1) und (3), dass
— die beiden Prozesse {N¢,t > 0} und {N/,¢t > 0} unabhéngig sind.

— Hieraus und aus der Faltungsstabilitéit der Poisson—Verteilung ergibt sich insbeson-
dere, dass

th - Nt1 = Nt2 + NLtl ~ POl((tQ - tl))\) th < 0, t2 > 0

e Damit ist klar, dass fiir beliebige tg,...,t, € R mit t; < ... < ¢, und fiir h > 0 die
Komponenten der Zufallsvektoren (Ny, 1 — Negtn,-- -, Ni,+n — Ne,_,+r) unabhingige
Zufallsvariablen sind und dass ihre Verteilungen nicht von h abhéngen. O
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Beachte

e Manchmal wird die in (3) eingefiihrte Folge von Ereigniszeitpunkten {S,,} dahingehend
modifiziert, dass der ,FEreignispunkt” Sy = 0 zuséitzlich hinzufiigt wird und die Zufalls-
variablen S, fiir n # 0 definiert werden durch

ZZ:l Tk fir n Z 1,

Sn =
— T fiirn < 0.

(4)

e Dann bilden die Zwischenankunftszeiten T,, = S, — S,,_1 eine stationére Folge {T,,} von
unabhingigen und identisch (exponentiell) verteilten Zufallsvariablen.

e Andererseits sieht man leicht, dass der in (1) gegebene Zahlprozess { Ny, t € R} in diesem
Fall keine stationidren Zuwichse hat, denn wegen Sy = 0 gilt

lim(Ng — N) = —1lim N, =1 und lim(N; — Ng) = lim N; = 0.
£10 10 £10 £}0

Das folgende Resultat zeigt,

e wie sich das in (4) betrachtete Modell eines (inhomogenen) Zéhlprozesses vom Poisson—Typ
durch Grenziibergang aus einer bedingten Version des in (3) eingefithrten Modells des homo-
genen Poisson-Prozesses ergibt.

e Dabei wird das letztere Modell unter der Bedingung betrachtet, dass in einer (kleinen) e—
Umgebung des Nullpunktes ein Ereigniszeitpunkt liegt.

Hierfiir bendtigen wir die folgenden Bezeichnungen. Sei Tinin = min{Tp, 731}, und fiir beliebige
t1,to € R sei
Nt2 — Nt1 y falls tl S tg,
Ntl,tz =
Ntl — Nt2 , falls t1 > to.

Theorem 4.3

o Sei {Ny,t € R} der in Theorem 4.2 betrachtete Poisson—Prozess mit stationdren und unab-
héingigen Zuwdchsen.

o Auferdem sei {N],t € R} ein Zihlprozess mit S, = 0, dessen Zwischenankunftszeiten T =
S/ — 8! _, eine stationdre Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
bilden mit T), ~ Exp(\).

e Dann gilt fiir jedesn = 1,2, ..., fir beliebige t1,...,t, € R mit t; < ... <t, und fir beliebige
ki, kn 20

P(Nj, < ki Nf, < ko) = tm(P(Ny gz, < koo, Ny 7 < K To < T | T < <)

+P(Nt1+T1,T1 <ki,....Neyr 1 <kn,To>T1 | Tiin < 6)) .(5)
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Beweis

o Wir zeigen die Giiltigkeit von (5) nur fiir n = 1.
— Fiir beliebige ¢ > 0 und k& > 0 gilt dann

el0

_ 11118(13(T0+...+Tk+1 >4, Ty < Ty | Tonin < €)

FP(Ta+ o+ Thya > 6Ty > Tt | Toin <))

. P(TOSE)
= (= P T > 0T < T T <
€l0 P(TmmSE) (O+ + g1 >t dp < 1‘ 0_5)
. P(Tlgg)
in(LEEZD b <o)
+51ﬁ)1 P(Tmmgs)P(Tﬁ + Thy2 >t,To > Ty | Ty <€)

1 1
= 3 P(Ty+ ... 4 Thy1 > t) +3 P(Ty+4 ... 4 Tpy2 > t)
= P(Ty+...+Tpp1 >t) =P(N{ < k).
— Auf die gleiche Weise ergibt sich, dass flir ¢t <0 und £ > 0

lim (P(Ner 7, < k. To < Ty | Towin < )+ P (Newry 7, < b, To > T | T <€) ) =
[

e Die Giiltigkeit von (5) fiir n > 2 ergibt sich durch dhnliche Uberlegungen. O

4.1.2 Allgemeines Konstruktionsprinzip fiir Zahlprozesse mit stationiren Zuwichsen

e Der am Ende von Abschnitt 4.1.1 erwihnte Zuhammenhang
— zwischen (Poissonschen) Z&hlprozessen mit stationdren Zuwichsen und stationiren Fol-
gen von (unabhéngigen und exponentiell verteilten) Zwischenankunftszeiten

— kann als Spezialfall eines wesentlich allgemeineren Szenarios aufgefasst werden.
e Dabei gehen wir nun umgekehrt vor und setzen voraus,

— dass Sy = 0 gilt und
— dass die Zwischenankunftszeiten T,, = S;, — S, —1 zwischen den aufeinanderfolgenden Er-
eigniszeitpunkten S,,_; und S,, eine beliebige stationire Folge {T},} von (nichtnotwendig

unabhingigen) positiven Zufallsvariablen iiber einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) bilden.

Es gelte also
d
{Tn} = {Ths1} (6)

und damit auch {7} 4 {Thn,} fiir jede natiirliche Zahl ng > 1. Auferdem setzen wir in diesem
Abschnitt lediglich voraus, dass
O<pu=ET, <. (7)

lim(P(NthO,fTo <kTo<Ti|Twin <€)+ PNy, <k, To > T | Trnin < E)>

P(N{ <k).
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Beachte

e Es ist klar, dass die Invarianzeigenschaft (6) insbesondere dann gilt, wenn {7},} eine
Folge von unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen ist.

o Weitere Beispiele von stationiren Folgen {T,,}, die nicht aus unabhingigen Zufallsva-
riablen bestehen, lassen sich mit Hilfe der Sprungzeitpunkte von reversiblen Markow—
Prozessen konstruieren, die ihre Werte in dem endlichen Zustandsraum E = {1,...,¢}

annehmen, wobei £ > 1 eine beliebige, jedoch vorgegebene natiirliche Zahl ist; vgl. Ab-
schnitt 4.1.4.

Wir zeigen nun, wie man ausgehend von einer stationéren Folge {7}, } von positiven Zufallsvariablen
iiber (22, F, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und einen Zihlprozess {N;, t € R} iiber
(Q, F, P) konstruieren kann, so dass {N;} stationéire Zuwichse hat.

Hierfiir fithren wir zundchst einige Bezeichnungen ein.

e Mit K = [[>2__ (0,00) bezeichnen wir den Produktraum, in dem die zufillige Folge {7}
ihre Werte annimmt,

— und mit B(K) = @, B(0,) die c—Algebra der Borel-Mengen in K.

— Die Verteilung von {T,,} tiber (K, B(K)) bezeichnen wir mit Q.
— Auflerdem betrachten wir den Verschiebungsoperator U : K — K mit U({t,}) = {tn—1}.

o Weil {T,,} stationdr ist, ergibt sich aus (6), dass die Verteilung @ von {7}, } invariant beziiglich
U ist, d.h., es gilt
Q(U(B) =Q(B) VBeBK), (8)

wobei U(B) = {U(t) : t = {t,} € B}.

e Ausgehend von der ,folgenstationdren” Verteilung @ iiber (K, B(K)), die die Invarianzeigen-
schaft (8) besitzt, kann man nun einen Zahlprozess {IV;, t € R} mit stationiiren Zuwichsen
konstruieren.

— Hierfiir sei L die Menge aller Folgen s = {s,,, n = 0,£1,+2,...} reeller Zahlen, so dass

.81 <8<0<s <8< ... und lim |s,| =0,
In|—o0

— Mit B(LL) bezeichnen wir die o—Algebra der Borel-Mengen in L.

e AuRerdem betrachten wir fiir jedes h € R den (zeitkontinuierlichen) Verschiebungsoperator
T,:L—>L
Th({Sn}) = {5n - h} v{sn} el, (9)

der die ,Punkte”’ s, von s = {s,} € L um h Lingeneinheiten nach links bzw. den Ursprung
um h Léngeneinheiten nach rechts verschiebt, falls h > 0.
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e SchlieRlich sei Lo = {s = {s,} € L : so =0} und fiir jedes t = {t,,} € K sei die Abbildung
t—=s® = {5} el

gegeben durch
heity  firn>1,
sﬁf) = 0 fiir n =0,

— Stk fiirn <O

Definition Ein Wahrscheinlichkeitsmafy P tiber (L, B(IL)) heift T-invariant, wenn
P(T,(A)) = P(A) VheR, Ae B(L), (10)

wobei Ty (A) = {Th(s): s € A}.

Theorem 4.4 Sei Q ein U-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs iber (K,B(K)) mit 0 < p =
Jx t1 Q(dt) < co. Dann ist durch den Ansatz

1 [ M
== / / I4(Th(s™))dnQ(dt) VA€ B(L) (11)
K Jo
ein T—invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf8 Pg wber (L, B(L)) gegeben.

Beweis
o Fiir beliebige t = {t,,} € K, A € B(L) und j > 0 gilt offenbar
U7 (t) ; St
/ La(Th(sV ™)) dh = / L4(Th(s™)) dh. (12)
0 {;:1 123
o Weil @ ein U-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, ergibt sich aus (11) und (12), dass
fir jedes n >0

Po(4) = fﬁan@m»ﬁwu>

U’ (t)l
// L (Th (V') dh Q(dt)

Z//ﬁw (Ti(s®)) dh Q(at)

n+1

- e // S A(Th(s®)) dhQ(dt).

(n+
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o Hieraus folgt, dass fiir jedes t € R
n+1
1 k=1 tk (t)

n+1 ty

- ﬁ/ﬂg/ LA (Tuoi(s™)) dR Q(dt)

1 RI1 et
= et /K/t L4 (Th(s™)) drQ(dt).

e Insgesamt ergibt sich also die Abschitzung

IPo(A) — Po(Ty(A))] < — 211 Vn>0.

T (n+p

o Weil die linke Seite des letzten Ausdruckes nicht von n abhingt und n beliebig grof
gewdhlt werden kann, gilt also Pg(A) = Po(T(A)) fiir beliebige A € B(L) und t € R.

]
Beachte Durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt sich, dass (11) dquivalent ist mit

Po(A) = i /ODOQ(t tt1 > h, Tp(s®) € A)dh VA€ B(L). (13)

Korollar 4.1

o Die Folge von Zufallsvariablen {gn} sei ber dem kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (L, B(L), Pg)

definiert, wobei Sp({sn}) = si fiir jedes k € {0,+1,42,...} und das Wahrscheinlichkeitsmaf
Py durch (11) gegeben ist.

e Durch den Ansatz
. S LS <t) firt >0,
N; = (14)
—S0_ (S, >t) firt<0

ist dann ein Zihlprozess {Ny,t € R} iiber (L, B(L), Pg) gegeben, der stationdire Zuwdchse hat.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der in Theorem 4.4 gezeigten T—Invarianz
des Wahrscheinlichkeitsmafies Fg. O

Beachte Fiir den in Abschnitt 4.1.1 betrachteten Spezialfall, bei dem die Zwischenankunftszeiten
T, = Sn, — Sn—1 eine Folge von unabhingigen und identisch (exponentiell) verteilten Zufalls-
variablen bilden, kann man sich leicht {iberlegen, dass dann der in (14) gegebene Zahlprozess
{Nt,t € R} ein homogener Poisson—Prozess ist.
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4.1.3 Erneuerungsprozesse mit stationiren Zuwéchsen

Wir setzen nun voraus, dass Sp = 0 und dass die Zwischenankunftszeiten T3, = S,, —S,,—1 eine Folge

von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit einer beliebigen Verteilungsfunktion
F bilden.

o Sei {gn} die in Korollar 4.1 betrachtete Folge von zufdlligen Zeitpunkten mit
...§_1<§0<0<§1<§2<... .

e Wir zeigen, dass dann

— die neuen ,,Zwischenankunftszeiten” fn = §n — §n,_1 fiir n # 1 ebenfalls eine Folge von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilungsfunk-
tion F' wie T}, bilden,

— wobei jedoch die Absténde S; und —50 vom Nullpunkt zum kleinsten positiven Zeitpunkt
S1 bzw. zum gréfsten negativen Zeitpunkt Sy eine besondere Rolle spielen,

— denn im allgemeinen miissen die Zufallsvariablen —Sy und S; weder unabhéngig sein
noch die Verteilungsfunktion F der Abstande T;, mit n & {0, 1} besitzen.

Beachte

e Wenn die Zwischenankunftszeiten T,, = S,, — S, —1 eine Folge von unabhiingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen bilden, dann sagt man, dass der in (1) gegebene
stochastische Prozess {N,t € R} ein gewéhnlicher Erneuerungszihlprozess bzw. kurz
ein Erneuerungsprozess ist, wobei S,, der n-te Erneuerungszeitpunkt heifst.

e Auferdem sagt man, dass der in (14) gegebene Zahlprozess {]\~ft,t € R} mit stationiren
Zuwéchsen ein verzdgerter Erneuerungsprozess ist.

Theorem 4.5

e Die Verteilung Q von {T,} iber (K, B(K)) sei das Produktmaf, das durch die (eindimensionale
Rand-) Verteilungsfunktion F' erzeugt wird, so dass 0 < p = fooo(l — F(y))dy < co.

o Fiir die in Korollar 4.1 betrachtete Folge {§”} von zufdlligen Zeitpunkten gilt dann:
1. Fiir n # 1 sind die Zufallsvariablen fn = gn — gn,l unabhdngig und tdentisch verteilt
mit der Verteilungsfunktion F.
2. Die zufdllige Folge {Tn, n # 1} und der Zufallsvektor (fgo, §1) sind unabhdngig.

3. Die gemeinsame Verteilung von (,go’ §1) ist gegeben durch

~ ~ 1 [
Po(—So > u, Sh >v):; / (1—-F(y)dy Vu,v>0. (15)
u+tv
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Beweis

e Fiir k > 1, flir beliebige u,v,uq,...,ur > 0 und fiir beliebige ni,...,nx # 1 mit ny; <
... < nyg sei

A= {—So > u, S1 >, Sn1 — Snlfl > Up,y ..., Snk — Snk,1 > uk} .

e Dann ergibt sich aus (13), dass

PQ(*S() > u, S1 > v, Snl — Snl—l > UL, ey, Snk — Snk—l > uk)

= - / Qt: t1 > h, Tp(s) € A)dh
0

oo
/ Q(t:t1>h,h>u,t17h>v,tm>u1,...,tnk>uk)dh
0

oo k
/ Q(t:t1>h,h>u7t1—h>v)dh H(l—F(uJ))
0

Jj=1

—+v

- k
_ l/ (1= F(h)an JT(1 - Fluy).

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass @) ein Produktmafs iiber
(K, B(K)) ist. O

4.1.4 Semi-Markowsche Zahlprozesse; Simulationsalgorithmus

Eine weitere Klasse von Zahlprozessen in R mit stationfdren Zuwichsen ergibt sich, wenn das in
Theorem 4.4 betrachtete U-invariante Wahrscheinlichkeitsmaf @ tiber (K, B(K)) die folgende (ver-
allgemeinerte) Produktdarstellung besitzt. Dabel verwenden wir einige grundlegende Begriffe aus
der Theorie der zeitdiskreten Markow—Ketten, vgl. das Skript zur Vorlesung ,Markow—Ketten und
Monte—Carlo—Simulation” im SS 2003.

Theorem 4.6

o Sei > 1 eine beliebige natirliche Zahl und sei E = {1,...,¢} ein endlicher Zustandsraum.

— Auferdem sei P = (p;j)i j=1,...¢ eine irreduzible und aperiodische ¢ x ¢ Matriz mit

¢
pi; >0, > py=1, (16)
j=1
— seim=(m,...,m)" die (eindeutig bestimmte) positive Lisung der Gleichung

! =n'P, (17)
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— und fir beliebige i,j € E sei F;; : R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion mit F;;(0) = 0.
e Die Verteilung Q der stationdren Folge {T,} iber (K, B(K)) sei gegeben durch

m—1

Q(t € K: tn S U, t’l’LJrl S Uy .., t’I’Ler S um) = Z Trio H pikik+1 Fikik+1 (uk) (18)
10,y sim EE k=0

fir beliebige n € {0,+1,+2,...}, m > 0 und ug,...,um >0, so dass

M(Z ]ET1> = Z Tio Dij /000(1 — Fij(y))dy < o0.

i,jeEE

e Dann gilt fir die in Korollar 4.1 betrachtete Folge {gn} von zufdlligen Zeitpunkten, dass fiir
beliebige n < 0, m > 0 und v, Up, ..., Uy >0

PQ({_§O > ug, §1 > U} N m {gk; — §k71 > uk})
ke{n,...m}\{0}

1 oo
= ; Z Pigiy / N (]- - Eoil (y)) dy H TinDigigg1 (]- - Ekik+1 (uk)()lg)
U Tv

inyensim €EE ke{n,...m}I\{0}

Der Beweis von Theorem 4.6 verlauft dhnlich wie der Beweis von Theorem 4.4. Er wird deshalb
weggelassen.

Definition
e Wenn die Verteilung @) der Zwischenankunftszeiten T,, = S,, — S,—1 durch (18) gegeben
ist, dann sagt man,

— dass der in (1) gegebene stochastische Prozess {N;,t € R} ein semi—-Markowscher
Zdhlprozess ist.

— In diesem Fall wird der in (14) gegebene Zihlprozess {Ny,t € R} ein verzigerter
semi—Markowscher Zihlprozess (mit stationdren Zuwéchsen) genannt.

o Fiir / =1 ergeben sich die in Abschnitt 4.1.3 betrachteten Erneuerungprozesse als Spe-
zialfall.

Beachte

e Die in (16) betrachtete stochastische Matrix P kann als die Ubergangsmatrix einer
Markow—Kette aufgefasst werden, wobei 7 die zugehérige stationdre Anfangsverteilung
ist, vgl. Theorem MC-2.5.

e Wenn die Verteilungsfunktionen Fj; nicht von j abhéngen und gegeben sind durch
1— Fj(z)=e 192 vz>0, (20)

— wobei ¢(1), ..., q(¢) eine beliebige Folge positiver Zahlen ist,
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— dann kann man zeigen, dass {§n} die Folge von Sprungzeitpunkten eines stationéren
Markow—Prozesses { X, t € R} ist, vgl. auch Theorem 2.17.

e Wenn der Markow—Prozess { X, t € R} zusitzlich reversibel ist, d.h.,

— wenn die Eintragungen ¢;; seiner Intensitatsmatrix Q = (g;;) dem Gleichungssystem
%iqij = 7~T‘7‘q‘7‘i V’L,j ek

geniigen, wobei T = (71,...,7) | die (zeit-) stationiire Anfangsverteilung des Markow—
Prozesses {X;} ist mit 7' Q = 0,

— dann ist durch Theorem 4.6 ein Algorithmus zur Simulation des stationdren Markow—
Prozesses {X;, t € R} gegeben.

4.2 Poissonsche Zihlmafe im R

e Zur Erinnerung: Sei d > 2 eine beliebige natiirliche Zahl. Die o—Algebra B(R?) der Borel-
Mengen im d-dimensionalen euklidischen Raum R¢ ist die kleinste Familie G von Teilmengen
des R?, die

— alle Quader der Form B = (a1, b1] X ... X (aq, bg] fiir beliebige a;, b; € R mit a; < b; fiir
t=1,...,d enthéalt und

— die abgeschlossen ist beziiglich der Bildung des Komplementes sowie der Vereinigung von
abzihlbar vielen Mengen aus G, d.h., fiir beliebige A4, A1, Ao, ... € G gilt R\ A € G und
UnZl A; €.

e Das d-dimensionale Lebesgue-Maf v, : B(RY) — [0, o] wird eindeutig bestimmt durch seine

Werte
d
H (b; — a;)
=1

fiir alle Borel- Mengen der Form B = (a1,b1] X ... X (ag,bg] mit a;,b; € R und a; < b; fiir
jedesi=1,...,d.

Theorem 4.7

e Sei {Np, B € B(R)} ein zufilliges Zihlmap, d.h., fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R)

gelte
U, B ZNB” ) (1)

n=1

und sei M die Familie der halboffenen d—dimensionalen Quader in R?, d.h.,

={BCR*: B=(a1,b1] x... X (aa,ba], a;,b; ER, a; <b;Vi=1,....d}. (2)
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e Dann ist die Verteilung des zufilligen Zihlmafes {Np} eindeutig bestimmt durch die Familie
der ,endlich—dimensionalen” Wahrscheinlichkeiten {Pp, .. B, (k1,...,kn): n>1,k1,... . ky >
0, By,...,B, € M}, wobei

Pp,.. B, (ki,...,kn) =P(Np, =ki1,...,Np, =k,).

Der Beweis von Theorem 4.7 kann mit, Hilfe des Satzes iiber monotone Klassen gefiihrt, werden (vgl.
Theorem WR-3.2), wobei man dhnlich wie im Beweis von Theorem 4.1 vorgehen kann.

4.2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Wir fithren nun den Begriff des Poissonschen Zahlmages im d-dimensionalen euklidischen Raum R?
ein.

Definition Sei By(R?) die Familie aller beschrinkten Borel-Mengen in R? und sei p : B(R?) —
[0, 00] ein beliebiges lokal-endliches MaR, d.h., u(B) < oo gilt fiir jedes B € By(R?).

e Man sagt, dass {Ng, B € B(R?%)} ein (inhomogenes) Poissonsches Zihlmaf mit dem
Intensitdtsmaf p ist, wenn
1. die Zufallsvariablen Np,, Np,, ... unabhingig sind fiir paarweise disjunkte By, Ba, . ..
Bo(R?) und
2. Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes B € By(R?) gilt.
e Wenn zusitzlich vorausgesetzt wird, dass das Intensitdtsmaf p proportional zum d-
dimensionalen Lebesgue—Mafk vy ist, d.h., fiir eine Konstante A < oo gilt
uW(B) = \va(B) VB eBRY,

dann sagt man, dass {Np} ein homogenes Poissonsches Zihlmaf mit der Intensitit A
(bzw. kurz ein homogener Poisson—Prozess) im R? ist.

Beachte  Aus Theorem 4.7 ergibt sich, dass die Bedingungen 1 und 2 in der Definition des
Poisson—Prozesses durch die folgenden (scheinbar schwicheren) Bedingungen ersetzt werden
konnen:

1*. Die Zufallsvariablen Np,, Np,, ... sind unabhingig fiir paarweise disjunkte B;, Bs,... €
M< und

2*. Np ~ Poi(u(B)) gilt fiir jedes B € M.

Wir diskutieren zunichst einige elementare Eigenschaften von Poisson-Prozessen im R

Theorem 4.8 Sei {Np, B € B(R?)} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf ju.
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o Dann gilt

k1 Ey n
PN = buvevss N, = ko) = P (S SuB)) )

fir beliebige n > 1, ky, ..., k, > 0 und paarweise disjunkte By, ..., B, € BO(Rd).

o Auflerdem geniigen die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Np, = k1,...,Np, =k, | Ng = k)
fiir jedes B € By(RY) mit 0 < p(B) < oo und fiir paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?)
mit \J;_, B; = B einer Multinomialverteilung, d.h., es gilt

K WR(By)...u" (B
Tl k) 1% (B)

P(Np, =ki1,...,Np, =k, | Ng =k) = (4)
fiir beliebige k, ky,...,kn >0 mitk =k +...+ k,.

Der Beweis von Theorem 4.8 ergibt sich unmittelbar aus den Bedingungen 1 und 2 in der Definition
des homogenen Poisson-Prozesses.

Mit Hilfe der Theoreme 4.7 und 4.8 1asst sich eine einfache Methode zur Konstruktion von Poisson—
Prozessen mit endlichem Intensitdtsmaifs herleiten.

Korollar 4.2  Sei i : B(R?) — [0,00) ein beliebiges Mafi mit 0 < pu(R?) < oo, und N : Q — [0, 00)

bzw. S1,8%,...: Q — R? seien unabhdngige Zufallsvariablen mit
: p(-) :
N ~ Poi(u(R)), S ~ Vi>1. 5
W(E) ®)

Dann ist das zufillige Zihlmap {Ng, B € B(RY)} mit
Np=#{i: 1<i<N,S; € B  VBeBRY (6)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p.

Beweis

o Mit der Schreibweise

ergibt sich aus (5) und (6), dass

k!
= P (Bo) p™ (B1) ... p™ (Bn)

P(Np, =ki1,...,Np, =kn | N =k) = Folbrl .kl

fiir jedes n > 1, fiir beliebige, paarweise disjunkte By, . .., B,, € B(R?) und fiir ko, k1,..., k, >
Omit k=ko+ k1 + ...+ k,, wobei By :Rd\U;L:lBi.



4 STOCHASTISCHE PROZESSE MIT ALLGEMEINEREN INDEXMENGEN 138

Beachte

Hieraus folgt, dass

o0

P(Np, =ki,....Np, =k,)= >, P(N=k)P(Np, =ki,...,Np, =k, | N =k)
k=ki+...+kn
- efu(Rd)/ik(Rd) k! k—k k
= —hTe TR B kl B ..
k_g:% k! k—Fr— . — k)il k¥ (Bo) ™ (B1)
=K1T... n
B 0o e_M(BD),U/k_kl_“'_k”(Bo) e_H(Rd\BO) K k.
= > Ty M B i (Ba)
R Ul TNy S TR P
e_N(Rd\BU) k n e_H(BL)Mkl(B)
= (B . By = [ —— Y
g B e (Ba) 1;[1 ;!

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Formel (3) in Theorem 4.8, dann erkennt man,
dass das in (6) gegebene zufillige Zdhlmak die gleichen endlich-dimensionalen Verteilun-
gen hat wie ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmafs p.

Hieraus und aus Theorem 4.7 ergibt sich sich nun die Behauptung. O

Wenn das Intensititsmafs o in Korollar 4.2 die Form pu(B) = Avg(B N C) hat fiir ein
A < 0o und eine beschrinkte Borel-Menge C € By(R%) mit 0 < v4(C) < 0o, dann sind
die in (5) betrachteten (unabhéngigen) Zufallsvektoren Sy, S, ... gleichverteilt in C.

Wenn zusétzlich angenommen wird, dass die Menge C' ein d-dimensionaler Quader der
Form
C = (al,bl] X ... X (ad,bd] (7)

ist, dann hat der Zufallsvektor S; = (S;1,...,S:4) fir jedes i = 1,...,n unabhingige
Komponenten S;1,. .., Siq, wobei S;; ~ U(a;,b;) fiir jedes j =1,...,d.

Die Aussage von Korollar 4.2 wird deshalb manchmal die bedingte Gleichverteilungsei-
genschaft von homogenen Poisson—Prozessen in beschriinkten Borel-Mengen genannt.

Das folgende Resultat iiber die Summation von unabhéngigen Poisson—Prozessen ist ein Analogon
der Faltungsstabilitdt von Poisson—Verteilungen.

Theorem 4.9 Sei {Ng)}, {N]g)}, ... eine Folge unabhingiger Poisson—Prozesse in R? mit den
Intensititsmafen py, po, . . ., so dass das Maff p =3 .-, j1; lokal endlich ist. Dann ist das zufillige

Zihtmap {Ng} mit Ng =322 N¥ ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf p.

Beweis

Wir zeigen zunéchst, dass

Ng ~ Poi(u(B)) VB € By(RY). (8)
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— Weil {N](Bl)}, {Ng)}7 ... unabhingige Zihlmafe sind, sind die Zufallsvariablen N](gl), ]\71(32)7 e

unabhingig, wobei Ng) ~ Poi(u;(B)) fiir jedes i > 1 und fiir jedes B € By(R?).
— Aus der Faltungsstabilitdt von Poisson—Verteilungen ergibt sich somit, dass fiir jedes
n > 1 und fiir jedes B € By(R?)

STONG ~Poi(> i(B)).
=1 i=1

— Hieraus und aus der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmaften ergibt sich, dass fiir
beliebige k > 0 und B € By(R?)

P(Ng<k) = P(Y_Np <k) = lim P(} Ny <k)
i=1

i=1

~ im i exp(= X0 1(B)) (S0, p(B))’

!

— Damit ist (8) bewiesen.

e Um den Beweis zu beenden, ist noch zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Ng,, Np,,...,Np
fiir jedes n > 2 und paarweise disjunkte By, ..., B, € Bo(R?) unabhingig sind.

n

— Welil die Zufallsvariablen {Ng;, i=1,...,m, j=1,...,n}{ir beliebige m,n > 1 un-
abhingig sind, ergibt sich aus dem Satz iiber die Unabhéngigkeit zusammengesetzter
Abbildungen (vgl. Theorem WR-3.18), dass auch die Zufallsvariablen {}_" | N gj, j=
1,...,n} unabhingig sind.

— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafsen kann man nun leicht zeigen,
dass die Zufallsvariablen

{Ng,,j=1,...,n} :{ZNg;,j:L...,n}
i=1

ebenfalls unabhéngig sind. O

Wir zeigen nun noch, dass die Einschrinkung von Poisson-Prozessen auf Borelsche Teilmengen des
R? erneut zu Poisson-Prozessen fiihrt.

Theorem 4.10 Sei {Ng, B € B(R%)} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf 11, und sei
By € B(R?) eine beliebige Borel-Menge. Dann ist das zufillige Zihlmafi {Ng, B € B(R%)} mit

Np = Npnp, ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf [i, wobei (B) = p(B N By) fiir jedes
B € B(RY).



4 STOCHASTISCHE PROZESSE MIT ALLGEMEINEREN INDEXMENGEN 140

Beweis

e Weil {Np} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmaf p ist, gilt
Np = Npnp, ~ Poi(u(BN By)) = Poi(fi(B)) VB € By(R?).

e Weil fiir beliebige paarweise disjunkte Bi,...,B, € By(R%) auch die Mengen B; N
By, . .., B,NBy paarweise disjunkt sind, sind die Zufallsvariablen Np, = Np,nB,,---,VB,
Np, B, unabhingig. O

4.2.2 Messbare Indizierung der Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir den Begriff der messbaren Indizierung der (zufélligen) Atome
von Poisson—Prozessen, der einen konstruktiven Zugang zu Poisson-Prozessen im R? und somit die
mathematische Grundlage von Simulationsalgorithmen bildet, vgl. auch die Abschnitte 4.2.3 und
4.2.4.

Beachte Man sagt, dass die Folge {S;} von Zufallsvektoren Sy, S5, ...: Q — R% U {oo} mit

~ S;, falls N > i,
S = 9)

00, sonst

eine messbare Indizierung der (zufilligen) Atome des in (6) gegebenen zufilligen Zihlmafes
{NB} ist.

Von nun an werden wir stets voraussetzen, dass das Intensititsma u : B(R?) — [0, 00] diffus ist,
d.h., es gelte
u{z}) =0 Vo eRY. (10)

Der folgende Hilfssatz wird manchmal Disjunktheitstheorem genannt. Wir nutzen dieses Ergebnis,
um zu zeigen, dass man auch flir Poissonsche Z&hlmafe mit einem beliebigen (diffusen und lokal
endlichen) Intensitdtsmaf eine messbare Indizierung der Atome konstruieren kann.

Lemma 4.1

e Seien {Ng), B € B(RY)} und {Ng), B € B(RY)} zwei unabhingige Poisson—Prozesse mit
den Intensititsmafen py bzw. pz, so dass 0 < py(R?), ua(RY) < .

o Auferdem seien {gz(l)} und {§L(2)} unabhdngige messbare Indizierungen der Atome von {N](;)}
bzw. {Ng)}, die gemafs (9) gegeben sind.

e Dann gilt fiir beliebige i,5 > 1

P({SV # 8P U = 8% = 0}) = 1. (11)
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Beweis
e Es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige 4,7 > 1 mit i # j
P({SV =891 n {8 # oo}) = 0.

e Mit der Schreibweise p(9(B) = u;(B)/pi(R?) fiir i = 1,2 und B € B(R?) ergibt sich aus

der Unabhéngigkeit der Zufallsvektoren Si(l) und 5;2), dass
PSS =8P n{SP # o)) = P({SY = 8P n {N® > j})

= P(N® > P8V = §P) = P(N® > ) /

]Rd
— P(N® > ) /

Rd

P(sV =5 1 5% = 5) P(5®) € ds)

P(S{" = 5)p®)(ds) = P(N® > ) / P ({s)p(ds) =0,

wobei in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass das Intensitdtsmafs pq
diffus ist und dass somit p* ({s}) = 0 fiir jedes s € R%. O

Beachte Aus Lemma 4.1 ergibt sich insbesondere, dass durch {gl} mit

s falls N2 > i,
Si=9q 8P o, falls NY) + NE) > i > N, (12)
rd
o0 sonst

eine messhare Indizierung der Atome des zufélligen MaRes {Np} mit Ng = N g) + N ](32)
gegeben ist.

Wir iibertragen nun den in (12) gegebenen Ansatz auf den Fall von beliebigen (endlichen bzw.
abzéhlbar unendlichen) Summen unabhingiger Poisson—Prozesse.

Theorem 4.11 Sei p : B(RY) — [0,00] ein beliebiges diffuses und lokal endliches Maf. Dann
gibt es eine Folge Si,Ss,...: Q — R4 U {oco} von Zufallsvektoren, so dass das zufillige Zihlmaf
{Ng, B € B(RY)} mit

Np=#{i: S;€ B} VBecR? (13)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p ist.

Beweis

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass sich p als (abzéhlbar unendliche) Summe von end-
lichen Mafen ji1, o, . . . : B(R?) — [0,00) darstellen lisst, so dass

oo

w(B)=> u,(B)  VBeBRY. (14)

Jj=1
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e Dabei konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass p;(R?) > 0 fiir jedes j > 1.

e GemiR Korollar 4.2 gibt, es dann fiir jedes j > 1 unabhingige Zufallsvariablen N, S:fj)7 Séj), e
mit
N ~ Poi(u;(RY), S ~ “ﬂ—() Vi>1,

— so dass durch den Ansatz
NY =i 1<i<NO 59 eB}  VBeBRY

ein Poisson—Prozess {Z\ffgj)7 B € B(RY)} mit dem Intensitiitsmaf u; gegeben ist.
— Dabei konnen die Folgen {N(), S%l), Sél), L ANG), S§2), 552), ...}y ... s0 gewdhlt
werden, dass sie ihrerseits unabhingig sind.
— Damit sind auch die Poisson—Prozesse {N g)}, {N ](32)}, ... unabhéngig.
e Aus Theorem 4.9 ergibt sich nun, dass das zufiillige Zéhlmak {Np} mit Ng = > 2, Ng)
ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmafs p ist.

e Dariiber hinaus ergibt sich aus Lemma 4.1, dass durch die Folge {S;} von Zufallsvektoren

mit
s falls N > 4
S s falls NO + N®@) > > NO),
S;i=4¢ :
S ooy, falls NO 4 NO) > > NO L NG fiir ein j > 2,
00 sonst
eine messbare Indizierung der Atome von {Np} gegeben ist, so dass (13) gilt. O

4.2.3 Simulationsalgorithmus; Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Sei {Ng, B € B(R%)} ein Poisson-Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) IntensitdtsmaR
p, und seien By, ..., B, € M? paarweise disjunkte Quader mit der in (2) gegebenen Form, so dass
w(B;) > 0 fiir jedes i = 1,...,n.

Um den Poisson—Prozess {Ng} in der beschrinkten Borel-Menge C = |J!'_, B; zu simulieren,
geniigt es zu beachten,

e dass das zufillige Zdhlmaf {]\73} mit JVB = Npnc gemifs Theorem 4.10 ein Poisson—Prozess
mit dem endlichen Zéhlmak p ist wobei g(B) = u(BNC),

e und dass man deshalb gemif Theorem 4.8 bzw. Korollar 4.2 wie folgt vorgehen kann:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von N¢g ~ Poi(u(C)).
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Schritt 1 Falls No = k, dann generiere eine Realisierung des multinomial verteilten Zufalls-
vektors
(N1,...,Np) ~Mult(k;p1,...,0n),

wobel p; = u(B;)/u(C) fiir jedes i = 1,...,n.
Schritt 2 Falls (Ny,...,N,) = (k1,...,k,), dann generiere

k1 unabhiingige Zufallsvektoren S\, ... S ~ (- N By)/u(By),

1 Pk

k, unabhingige Zufallsvektoren S\™ ... S,i:) ~ u(- N By)/p(By),

wobei die Zufallsvektoren (S{",...,S{"), ..., (8{",...,S") ebenfalls unabhiingig sind.

Beachte
e Secien (5(11)7 ce 5,&11)), . (sgn), . 55@2)) Realisierungen von (Sil), . S,E,i)), e (an), e Sl(c:))
e Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {sgl), .. '751(:1)’ o sgn), . .,sg:)} von Punkten im

R? eine Realisierung der Atome des Poisson—Prozesses {Np} in der Menge C' = |J"_, B;.

Wenn die Anzahl n der Quader Bi,..., B, € M? grof ist, aus denen die Menge C = U;;l B;
besteht, dann kann die praktische Umsetzung der Simulationsschritte 1 und 2 mit einem grofsen
Rechenaufwand verbunden sein.

e In diesem Fall kann es effizienter sein, den Poisson-Prozess { Np} mit der folgenden Akzeptanz—
und Verwerfungsmethode in C' zu simulieren.

e Diese Methode hat dariiber hinaus den Vorteil, dass das Gebiet C € R%, in dem Poisson—
Prozess {Np} simuliert wird, eine beliebige beschriinkte Borel-Menge sein kann.

— Sei also C' € By(RY) eine beliebige beschriinkte Borel-Menge mit 0 < u(C) < oo, und sei
C = (a1, b1] % ... x (aq, bq)

ein (beschrinkter) d-dimensionaler Quader mit C' C C.

— Um den Poisson—Prozess {Np} in der Menge C zu simulieren, kann man nun gemaf
Theorem 4.10 wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von N¢o ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls No = k, dann generiere so lange Realisierungen sy, s2, ... der unabhéngigen
Zufallsvektoren Sy, S2,... ~ u(- N C)/u(C), bis k der Pseudozufallszahlen s1,...,s, in der
Menge C liegen, wobei

= mi ) S < <qglt > .
n Ijnzl?{#{z SlEC’,l_z_]}_k}

Schritt 3 Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {s; : s; € C,1 < i < n} von Punkten im R?
eine Realisierung der Atome des Poisson—Prozesses {Ng} in der Menge C.
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4.2.4 Transformationssitze; radiale Simulation von homogenen Poisson—Prozessen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwel verschiedene Arten von Transformationen von Poisson—
Prozesse im R?.

Fiir beliebige d,d’ > 1 seien die Borel-Mengen E € B(R%) und E’ € B(R?) gegeben.

e Auflerdem sei T : E — E’ eine Borel-messbare Abbildung, d.h., es gelte

T 'YB)={xcE: T(x)eB}cB[E) VB cB(E),

e wobei die Urbilder von beschriankten Borel-Mengen beschrankt seien, d.h., es gelte

Tﬁl(B/) € Bo(F) VB e B()(E/).

Beachte Sei {Np, B € B(E)} ein beliebiges Zdhlmaf in E mit dem Intensitdtsmf p : B(E) —
[0, 00]. Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann durch den Ansatz

Nj = Npoagy VB €B(E) (15)

ein zufilliges Zahlma® {Nj,, B’ € B(E')} in E’ gegeben ist, wobei das Intensitdtsmaf p' :
B(E') — [0,00] von {Nj,} gegeben ist durch

(15)

p'(B') =ENp, = ENgp-1py=p(T"H(B) VB €B(E). (16)

Theorem 4.12 Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E mit dem (diffusen und lokal end-
lichem) Intensititsmaf p.

o Dann ist das in (15) gegebene zufillige Zihlmaf {Np,, B € B(E')} ein Poisson—Prozess in
E’, dessen Intensitdtsmaf 1’ durch (16) gegeben ist.

o Wenn {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Npg} ist und wenn die Abbildung T :
E — E' eineindeutig ist, dann ist durch

S; = T'(Si) (17)

eine messbare Indizierung {S}} der Atome von {Np.} gegeben, wobei die Abbildung T’ :
EU{co} = E'U{0} gegeben ist durch

T(x) = T(x), fallsz € E,
0, falls x = oo.
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Beweis
e Offenbar gilt Nz, = Np-1(5y ~ Poi(u(T~(B')).

e Wenn B},..., B! € BY(E') paarweise disjunkte Borel-Mengen sind, dann sind auch die
Urbilder T=(BY), ..., T~}(B/,) paarweise disjunkt und die Zufallsvariablen

NlBi = NT_l(B{) g ’N/B; - NT_l(BfL)

sind somit unabhingig.

e Auferdem ist die Abbildung S} = T'(S;) : & — E’' U {oo} fiir jedes ¢ > 1 messbar, weil
die Abbildungen S; : 2 - EU{oco} und TV : EU {00} — E’' U {c0} messbar sind, und
es gilt fiir jedes B’ € B(E')

Np = Np-ipy =#{i: S; e T"Y(B')} = #{i: T'(S;) € B'}.

o Also ist {T'(S;)} eine messbare Indizierung der Atome von {Nj, }. O

Beispiele Sei {Np, B € B(E)} ein homogener Poisson-Prozess in E = (0, 00) mit der Intensitét
A=1.

1. Sei E' = E = (0,00) und T(z) = 2.
e Dann ist {Nj, } ein Poisson—Prozess in (0, 00).

o Das Intensitdtsmak p’ von {NJ;, } ist absolutstetig beziiglich dem (1-dimensionalen)
Lebesgue-Mafs v1(- N (0, 00)), wobei die Dichte gegeben ist durch

dp’ 1

2. Sei B’ = E x E und die Abbildung T : E — E x E sei gegeben durch T(z) = (z,2?).

e Dann ist die Folge {S;} der Sprungzeitpunkte des (Poissonschen) Zahlprozesses
{N¢, t > 0} mit Ny = N(g 4 eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auferdem ist {S!} = {(S;, S?)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses {Np, } in (0,00)2,

e dessen Intensitéitsmaft 1/ auf dem Funktionsgraphen {(z,z2) : > 0} konzentriert
ist.

e Beachte: Das heiRt insbesondere, dass die Atome von { N7, } mit Wahrscheinlichkeit
1 in einer 1-dimensionalen Teilmenge von (0, 00)? liegen.

Wir betrachten nun noch eine andere Art der Transformation von Poisson-Prozessen in R?, mit
deren Hilfe man Poisson-Prozesse {Nj,} in hoherdimensionalen Riumen E’ C R? mit d' > d
konstruieren kann, so dass der Triger des Intensititsmafes p' von {Np, } eine d'—dimensionale
Menge ist.
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Theorem 4.13

e Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E mit dem Intensititsmafl p, so dass u(E) > 0,
und sei {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auflerdem sei m > 1 eine beliebige natirliche Zahl und Uy,Us,...: Q — R™ sei eine Folge
von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit der Verteilung Py, die von
{S;} unabhingig sind.

e Dann ist durch
N'(BxC)=4#{i: (S;,U;) € BxC} VB e B(E), C € BR™) (18)

ein Poisson—Prozess {Np} in E' = E x R™ mit dem Intensitdtsmafl p' = p x Py gegeben.

Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass p ein endliches Maf ist.

— Dann konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die messbare Indizierung {S;} der Atome
von {Ng} durch (5) und (9) gegeben ist.
— Dann sind die Zufallsvektoren S, 5%, ... mit S} = (S;, U;) unabhéngig, und es gilt

S/~ :((E)) x Py Vi>1.

— Aus Korollar 4.2 ergibt sich nun, dass durch den Ansatz

Np =#{i: 1<i<N,S'eB} VB el&xRY

ein Poisson—Prozess N, in E/ = E x R™ mit dem Intensitdtsmaf p’ gegeben ist,

wobei
B
(B €)= BN x Po(C) = uB) x Pu(C) VB € B(E). C € BR),
— Damit ist die Behauptung unter der zusitzlichen Annahme bewiesen, dass p endlich

ist.
e Wenn p ein beliebiges (diffuses und lokal endliches) Maf ist,

— dann kénnen wir g/ = p x Py als (abzdhlbar unendliche) Summe von endlichen
Mafsen uf, ph, . .. darstellen

— und anschlieftend so wie im Beweis von Theorem 4.11 vorgehen. g

Beachte

o Ahnlich wie bei den zusammengesetzten Poisson-Prozessen in [0, c0), die in Abschnitt 2.2.2
eingefiilhrt worden sind, konnen die in Theorem 4.13 betrachteten Zufallsvariablen U; als
,Marken” der Atome S; aufgefasst werden.
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e Dabei sagt man, dass die Folge {(S;,U;)} der markierten Atome eine messbare Indizie-
rung eines unabhdngig markierten Poisson-Prozesses ist.

Mit Hilfe der Theoreme 4.12 und 4.13 konstruieren wir nun einen Algorithmus zur radialen Simu-
lation von homogenen Poisson-Prozessen im R?.

Sei T1,Ts,...: © — [0,00) eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen mit T; ~ Exp(1) fir jedes ¢ > 1,

Fiir jedes A > 0 ergibt sich dann aus Theorem 4.12, dass durch

NB:#{i: Z:’;\EB} VB € B([0, 0))

ein Poisson—Prozess {Ng, B € B([0,00))} in [0,00) gegeben ist, dessen Intensitatsmafl p
absolutstetig ist mit der Dichte

Dabei ist durch

eine messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np} gegeben.

Aufterdem sei Uy, Us,...: Q — [0,27) eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit U; ~ U([0, 27)), die unabhingig von {T;} ist.

Dann ergibt sich aus Theorem 4.13, dass {(S;, U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines
Poisson—Prozesses in [0,00) x [0,27) ist, dessen Intensititsmafs durch p x U(0,27) gegeben
ist.

Die erneute Anwendung von Theorem 4.12 auf die Abbildung T : [0, 00) x [0, 27) — R? mit
T(s,u) = (scosu, ssinu) Vs>0,u€[0,2m) (19)

ergibt schlieflich, dass {T(S;,U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen
Poisson-Prozessen in R? mit der Intensitit A ist.

Um einen homogenen Poisson—Prozess mit der Intensitéit A im Kreis B(0,7) = {x € R? : |z| < r}
mit Radius r» > 0 zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere die Pseudozufallszahlen #1,ts, ...,y geméf der Verteilung Exp(1),
wobei
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Schritt 1 Generiere die Pseudozufallszahlen wy,us, . .., Uy, gemif der Verteilung U(0, 27).

Schritt 2 Berechne die Pseudozufallsvektoren (si,u1),. .., (Un(r); Un(r)), WObei

k=1

Schritt 3 Transformiere die Pseudozufallsvektoren (si,u1), ..., (Un(r), Un(r)) mit Hilfe der
in (19) gegebenen Abbildung T : [0,00) x [0, 27) — R2.

Schritt 4 Generiere so die Realisierung T(s1,u1), ..., T(ty (), Un(r)) eines homogenen Poisson—
Prozesses mit der Intensitéit A im Kreis B(0,r) = {z € R? : |z| <r}.



