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1 EINLEITUNG )

1 Einleitung

Dieses Vorlesungskipt gibt eine Einfiihrung in einige grundlegende Modellierungsansétze fiir rdum-
liche stochastische Netzwerke. Dabei werden insbesondere zufillige geometrische Graphen sowie
zufillige Mosaike betrachtet, die zu den wichtigsten Grundmodellen der stochastischen Geometrie
gehoren. Es werden Eigenschaften dieser Modelle, Algorithmen zu ihrer Simulation sowie hierauf
aufbauende statistische Methoden diskutiert.

Schwerpunkte des Skriptes sind die folgenden Modelle:

e Zufillige Graphen mit vorgegebenen (deterministischen) Eckpunkten und zufélligem Kanten-
system

o Zufillige Graphen, deren Eckpunkte einen Poissonschen Punktprozess bilden

e Zufallige Mosaike, die durch Poissonsche Punktprozesse generiert werden

Typische Realisierungen dieser Modelle sind in den Abbildungen 1 — 3 dargestellt.

Das Skript ist im Zusammenhang mit einer Vorlesungsreihe erarbeitet worden, die im Winter-
semester 2011/12 fiir Studenten und Doktoranden der Universitdt Ulm gehalten wurde und die
anschliefend im Sommersemester 2012 fortgesetzt werden soll. Besonderer Dank gebiihrt Herrn
Dipl.-Math. Christian Hirsch fiir seine tatkriftige Unterstiitzung, die ganz wesentlich zur Verbes-
serung des Skriptes beigetragen hat.

—

]
=i

Abbildung 1: Zufillige Graphen auf regelméfigen Gittern

2 Zufillige Graphen mit deterministischen Eckpunkten

In diesem Kapitel setzen wir stets vor, dass die Menge V' der Eckpunkte eine abzdhlbar unendliche
Teilmenge des d-dimensionalen euklidischen Raumes R¢ ist, die lokal endlich ist (also keine endlichen
Haufungspunkte besitzt). Dabei ist d > 1 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl.
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Abbildung 3: Poissonsches Voronoi—Mosaik

2.1 Grundbegriffe und elementare Eigenschaften
2.1.1 Konstruktion von geeigneten Wahrscheinlichkeitsriumen; Kopplungstheorem

e Sei V C R? eine beliebige lokal endliche Menge und sei E C {(v,v') € V x V : v # v’} eine
Menge von (ungerichteten) Kanten, die jeweils zwei Eckpunkte miteinander verbinden.

— Fiir beliebige v,v" € V mit v # v’ schreiben wir v ~ v, wenn es ein n > 1 und eine
(endliche) Folge von Eckpunkten wy,...,v, € V gibt, so dass vy = v, v, = v’ und
(v,v1), ..., (Up—1,0") € E.

— Ansonsten schreiben wir v £ v’

o Wir setzen stets voraus, dass der Graph G = (V, E) zusammenhdingend und lokal endlich ist,
d.h.,
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— fiir beliebige v,v’ € V mit v # v’ gilt v ~ v’ und

— die Anzahl v(v) = #{v' € V : (v,v') € E} der Kanten, die von einem Knoten v € V
ausgehen, ist stets endlich.

Beachte

e Die Bezeichnungen V und E gehen auf die englischen Worte ,yvertex” = Eckpunkt bzw.
edge” = Kante zuriick.

e Anstelle von Eckpunkten und Kanten zu sprechen, werden wir auch ,site” = Eckpunkt
bzw. ,bond” = Kante sagen.

e Die Zahl y(v) = #{v' € V : (v,v') € E} wird der Grad (bzw. in der natur- und
ingenieurwissenschaftlichen Literatur auch die Koordinationszahl) des Eckpunktes v € V

genannt.

e Eine Folge von (paarweise voneinander verschiedenen) Eckpunkten vy,...,v, € V, so
dass vg = v, v, = v’ und (v,v1),..., (vn—1,v") € E heifst (self-avoiding) Pfad von v nach
v

e Ein Pfad vy, ...,v, € V ldsst sich zu einem Zyklus erginzen, wenn vg ~ v, gilt.

Im folgenden betrachten wir Teilmengen von V' (site configuration) bzw. E (bond configuration),
die nach einem gewissen Zufallsprinzip ausgewihlt werden.

Dies fiihrt zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P) iiber der Familie aller Site- bzw. Bond-
Konfigurationen, wobei wir uns zunichst auf die Betrachtung von Bond—Konfigurationen beschrén-
ken.

e Eine Funktion w : E — {0, 1} heift Bond-Konfiguration, wobei wir die Schreibweise e — w,
verwenden, d.h. w, = w(e) fiir jedes e € E.

e Sei O = {0,1}¥ die Familie aller Bond—Konfigurationen. Dabei heift eine Kante ¢ € E
aktiviert in der Konfiguration w € Q) genau dann, wenn w, = 1. Ein Pfad von v nach v’ heifst
aktiviert, wenn sdmtliche Kanten des Pfades aktiviert sind.

e Sei A die kleinste o—Algebra iiber €2, die die so genannten Zylindermengen
C(F,z) ={w e Q: wy=zpforall feF}
enthilt, wobei F eine endliche Teilmenge von F ist und z € {0, 1}

e Sei p = {p. : e € E} eine beliebige Wahrscheinlichkeitsfunktion iiber E, d.h., es gelte
0 < pe <1 fiir jedes e € E. Auferdem sei P : A — [0, 1] das (eindeutig bestimmte) Wahr-
scheinlichkeitsmafs, so das

P(C(F2)= I » ] G-»p (1)

{feF:z;=1} {feF:z;=0}

fiir jede endliche Teilmenge F' C E und fiir jedes z € {0, 1}



2 ZUFALLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 8

Beachte

e Weil V C R? vorausgesetzt wird, kénnen wir jede Kante e = (v,v’) € E als abgeschlos-
senes Intervall e = [v,v'] C R? auffassen.

e AuRerdem sei F die Familie der abgeschlossenen Teilmengen in R?, und o sei die kleinste
o—Algebra iiber F, die die so genannten Schnittmengen {B € F : BN K # 0} fiir jede
kompakte Teilmenge K C R? enthilt.

e Die (A, 0or)-messbare Zufallsvariable Z, : Q& — F, wobei Ep(w) = U.ep.,, -1 € die
Vereinigungsmenge der aktivierten Kanten ist, kann dann als zufdlliger geometrischer
Graph aufgefasst werden, der {iber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) gegeben ist.

e Dabei hat =, eine vorgegebene (deterministische) Menge von Eckpunkten und ein zufil-
liges Kantensystem.

e Wenn es ein p € [0,1] gibt, so dass p. = p fiir alle e € E, dann schreiben wir =, anstelle
von Ep.

Es gilt das folgende elementare Kopplungstheorem fiir die Familie von zufilligen Graphen {=,, p €

[0,1]}.

Theorem 2.1 Es gibt einen Wahrscheinlichkeitsraum (ﬁ,.ﬁ, ﬁ) und einen stochastischen Prozess
{Ep, p €10,1]} dber (ﬁ,ﬁ, IE’) mit Werten in (F,or), so dass Ep 2 =, fir jedes p € [0,1] und

@(Ep C ép/) =1 fiir beliebige p,p’ € [0,1] mit p < p'. (2)

Beweis

e Sei {X.,e € E} eine Familie von unabhingigen und in [0, 1]-gleichverteilten Zufalls-
variablen, die {iber dem (kanonischen) Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) gegeben sind
mit

Q=100,1", A=Bn[0,1)* und P=U0,1]",
wobei B die Borel-o—Algebra iiber R bezeichnet.

o Auferdem sei ép(fu) = Uecer: x.(@)<p € fiir jedes & € Q.

D —
=9
==

e Fiir den so definierten stochastischen Prozess {Z,, p € [0,1]} gilt offenbar, dass Z,,
fiir jedes p € [0,1], und (2) ist ebenfalls erfiillt.

P

2.1.2 Monotone Klassen; 0—1-Gesetz von Kolmogorow

Wir bendétigen zwei Hilfssétze liber o—Algebren bzw. monotone Klassen sowie das so genannte
0-1-Gesetz von Kolmogorow.
Definition Sei 2 eine beliebige nichtleere Menge.

e Sei Ay, Ag,... C § eine monoton wachsende Folge von Mengen, d.h., A,, C A, 1 gelte
fiir jedes n > 1. Dann schreiben wir A,, 1 A, wobei A =, An.
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e Sei A1, Ag,... C § eine monoton fallende Folge von Mengen, d.h., 4, D A, 41 gelte fiir

jedes n > 1. Dann schreiben wir A, | A4, wobei A =", Ay.

e Eine Familie M von Teilmengen von 2 heifit monotone Klasse, fir jede Folge A1, As, ... €
M aus A, T Abzw. A, | A stets die Giiltigkeit von A € M folgt.

Lemma 2.1
monotone Klasse ist.

Beweis

Sei A eine Algebra iiber Q). Es gilt: A ist eine o—Algebra genau dann, wenn A eine

e Jede o—Algebra ist offenbar eine monotone Klasse.

e Sei nun A eine monotone Klasse und Aj, As, ... € A.

Fiir jedes n > 1 sei B,, = |J;_, A;. Dann gilt B, C B,41 und B, € A fiir jedes
n > 1 (weil A eine Algebra ist).

Aus der Definition von monotonen Klassen ergibt sich somit, dass B, 1 ;= 4; € A.
Analog zeigt man, dass ()2, 4; € A.

Lemma 2.2 Sei A eine Algebra iber Q und u(A) die kleinste monotone Klassse, die A enthdlt.

Dann gilt

Beweis

p(A) = o(A). (3)

Aus Lemma 2.1 ergibt sich, dass u(A) C o(A).
Es geniigt also zu zeigen, dass u(A) eine o—Algebra ist.

Weil M = (. A) eine monotone Klasse ist, geniigt es wegen Lemma 2.1 sogar zu zeigen,
dass u(A) eine Algebra ist.

Sei A € M. Wir zeigen zunichst, dass dann auch das Komplement A° = Q\ A zu M
gehort, d.h., A° € M.

Hierfiir betrachten wir das sogenannte Prinzip der geeigneten Mengen.

Sei M' ={B CQ: Be M,B®ec M} die Familie aller dejenigen Mengen aus M,
die die uns interessierende Eigenschaft besitzen.

Offenbar gilt A ¢ M’ C M. Somit ergibt sich die Giiltigkeit von M’ = M, wenn
wir zeigen, dass M’ eine monotone Klasse ist.

Fiir jedes n > 1 gelte B, € M’ und B,, C By41, d.h., es gilt B,,, BS € M und (weil
M eine monotone Klasse ist) lim T B,, € M sowie lim | BS € M.

Hieraus ergibt sich auferdem, dass (lim 1 B,,)¢ = lim | BS € M.

Analog ergibt sich aus B,, € M’ und B,, D B4 fiir jedes n > 1, dass lim | B, € M
sowie lim 1 B € M bzw. (lim | B,)° =lim T B¢ € M.
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e Nun geniigt es noch zu zeigen, dass M abgeschlossen beziiglich der Bildung von Durch-
schnitten ist, wobei wir erneut das Prinzip der interessierenden Mengen betrachten.

e Beachte, dass
lim | (AN B,)=AnNlim | B, fir A, By, Ba,... C Q mit B,, D Bp41 (4)
bzw.
lim 1t (AN B,)=ANlim 1 B, fir A, By, Bs,... C Qmit B, C Byy1-  (5)

e SeininAc Aund My ={BCQ: Be M,ANB e M}.
— Wegen (4) und (5) ist klar, dass M 4 eine monotone Klasse ist.
— Aufserdem sieht man leicht, dass fiir beliebige A, B € A

A e Mg genau dann, wenn BeMy. (6)

— Weil offenbar A C M4 C M und weil M 4 eine monotone Klasse ist, gilt M 4 = M.
— Somit ergibt sich aus (6), dass fiir beliebige A € A und B € M

Ae Mg genau dann, wenn BeMy=M.

Somit gilt fiir beliebige A € A und B € M, dass A € Mp.

— Weil die Menge A € A beliebig ist, ergibt sich hieraus, dass A C Mp C M bzw.
Mp = M fiir jedes B € M.

— Fiir beliebige B,C € M gilt somit auch BUC € M.

e Die monotone Klasse M ist also abgeschlossen beziiglich Komplement— und Durch-
schnittsbildung (und folglich auch beziiglich der Bildung von Vereinigungen).

Lemma 2.3

e Sei X1, Xo,...: Q — R eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen,
die iber einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) gegeben sind.

o Firjedesn > 1 sei A, = o(X1,...,X,) C A die kleinste Teil-c—Algebra von A, die samtliche
Urbilder der Abbildungen X1,...,X, : Q — R enthdlt. Auferdem sei Ao = 0(X1,Xa,...) C
A die kleinste Teil-o—Algebra von A, die die Urbilder aller Abbildungen X1, Xa,...: Q = R
enthdlt.

o Wenn das Ereignis A € Ay fiir jedes n > 1 unabhdngig von A, ist, d.h., wenn
P(ANA) =P(A)PA) fiir beliebige n > 1 und A’ € A, (7

dann gilt P(A) = 0 oder P(A) = 1.
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Beweis

e Zunichst zeigen wir, dass es fiir jedes A € A, eine Folge Ay, Az, ... von Ereignissen
gibt, so dass A,, € A, fiir jedes n > 1 und

lim P(4,) =P(4),  lim P(4, N A)=P(4). 8)

n—oo

— Sei
M={Aec A : lim P(4,) =P(A) und lim P(A,NA)=P(A)}
n—oo n—oo

die Familie derjenigen Ereignisse aus Ao, fiir die die Bedingung (8) erfiillt ist.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass M eine monotone Klasse ist, die die Algebra
A1 U Az U. .. enthalt.

— Aus Lemma 2.2 ergibt sich somit, dass M =o(A; UA U...) = Aw.
e Sei nun das Ereignis A € A, fiir jedes n > 1 unabhéngig von A,.
— Dann ergibt sich aus (7) und (8), dass

P(A) = lim P(A, N A) =P(A) lim P(A4,) =P?(A).

n—oo n—oo

— Dies impliziert, dass P(A) = 0 oder P(A) = 1.

2.1.3 Existenz unendlicher Cluster; Perkolationswahrscheinlichkeiten

o Mit {x — y} C Q bezeichnen wir das Ereignis, dass es einen aktivierten Pfad von = € V nach
y € V gibt. Mit P(x — y) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses.

e Auferdem bezeichnet {x — 0o} C Q das Ereignis, dass es einen unendlichen aktivierten Pfad
gibt, der in = € V beginnt.

e SeiC, ={y € V: z — y} der (zufillige) aktive Cluster, der den Eckpunkt « € V enthilt, d.h.,
C, ist die (zuféllige) Menge aller derjenigen Eckpunkte y € V', zu denen es einen aktivierten
Pfad gibt, und sei 0, (p) die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster C,, unendlich ist, d.h.,

0:(p) = P(|Cy| =00) = Ppz — 00). 9)

e Wenn es ein p € [0, 1] gibt, so dass p. = p fiir alle e € E, dann schreiben wir 6, (p) anstelle
von 6,(p).
e Aus Theorem 2.1 ergibt sich, dass

0. (p) < 0.(p") fiir beliebige p,p’ € [0,1] mit p < p'. (10)

Die (zunichst fiir jedes einzelne x € V betrachtete) Monotonieeigenschaft (10) der Funktion 6, :
[0,1] — [0, 1] lasst sich folgendermafien verschérfen.

Theorem 2.2 Es gibt eine (universelle, d.h. nicht von © € V abhingende) Auswahlwahrschein-
lichkeit p. € [0,1], so dass fir jedes x € V gilt: 0,(p) = 0, wenn p < p., und 6,(p) > 0, wenn
P> Pe-
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Beweis
e Seien x,y € V beliebige Eckpunkte mit z # y, die durch einen Pfad miteinander ver-
bunden sind, der aus n > 1 Kanten besteht.
e Dann gilt 0,(p) > p™8,(p) fiir jedes p € [0, 1].

o Fiir jedes p € [0, 1] gilt also entweder 6,(p) = 0 fiir jedes = € V oder 6,(p) > 0 fiir jedes
zeV.

e Hieraus und aus der Monotonieeigenschaft (10) ergibt sich die Behauptung.

Beachte Den Schwellenwert p. nennt man die kritische (Auswahl-) Wahrscheinlichkeit.

Aus Theorem 2.2 ergibt sich ein weiteres interessantes Resultat beziiglich der Existenz von unend-
lichen aktivierten Clustern.

Theorem 2.3 Sei A = {|Cy| = oo fiir ein x € V' }. Dann gilt

0, wennp < pe,
P(4) = b=p (11)
1, wennp> pe..

Beweis
e Sei X7, Xo,...: Q — [0,1] die Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen, die im Beweis von Theorem 2.1 betrachtet wurde.

e Fiir jedes n > 1 hingt dann das Ereignis A = {|C,| = oo fiir ein & € V' } nicht von den
Werten der Zufallsvariablen X7, ..., X,, ab, d.h., die Bedingung (7) ist erfiillt.

e Aus Lemma 2.3 ergibt sich deshalb, dass P(A4) = 0 oder P(A) = 1.

e Wenn p < p., dann ergibt sich aus Theorem 2.2 und aus der Subadditivitdt von Wahr-
scheinlichkeitsmafien, dass

P(4) < 3 0.(p) = 0.

zeV

e Wenn p > p., dann ergibt sich Theorem 2.2, dass P(A) > 0,(p) > 0 fiir jedes z € V und
somit P(A) = 1.

Beachte

¢ Die Einschrénkung der Funktion 6, : [0, 1] — [0, 1] auf das Intervall [p., 1] hdngt natiirlich
im allgemeinen von x € V' ab.

e Es gibt jedoch Graphen G = (V, E), bei denen die so genannten Perkolationswahrschein-
lichkeiten {0,(p),p € [0,1]} insgesamt nicht von 2 € V abhingen. Dann schreiben wir
6(p) anstelle von 8, (p).

e Dies gilt beispielsweise, wenn V die Menge derjenigen Punkte in R¢ ist, deren Koordi-

naten ganze Zahlen sind, d.h., V = Z¢ und G = (V, E) das zugeh&rige d-dimensionale
(hyper—) kubische Gitter in R? ist.
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Aufer den Perkolationswahrscheinlichkeiten {6, (p),p € [0, 1]} betrachten wir noch fiir jedes z € V'
die Erwartungswertfunktion {x.(p),p € [0, 1]}, wobei

Xx(p) :Elcal (12)

e Genauso wie (10) ergibt sich aus Theorem 2.1, dass
Xz(P) < xz(P) fiir beliebige p,p’ € [0,1] mit p < p'. (13)

e Dariiber hinaus kann man &hnlich wie im Beweis von Theorem 2.2 zeigen, dass es eine (uni-
verselle, d.h. nicht von x € V abhingende) Auswahlwahrscheinlichkeit p.. € [0, 1] gibt, so
dass fiir jedes z € V gilt: x.(p) < 0o, wenn p < pec, und X (p) = 0o, wenn p > pec.

e Es gilt also
Pec = sup{p € [0,1] : xz(p) < oo} = inf{p € [0,1]: xz(p) = 0}, (14)
wobei der Wert des Supremums bzw. Infimums nicht von € V' abhingt.

e Aus den Definitionsgleichungen (9) und (12) ergibt sich auferdem, dass stets p.. < p. gilt,
weil

Xz(p) = E|Cy| = ZIP’IC|>N

2.2 Beispiele
2.2.1 k-reguldre Baume

Wir betrachten nun eine Klasse von zufilligen geometrischen Graphen, so genannte Biume, fiir
die pec = pe gilt, wobei die kritischen Wahrscheinlichkeiten p. und p.. sogar explizit bestimmt
werden konnen (was eher eine Ausnahme ist). Dabei sagen wir, dass ein zusammenhéngender Graph
G = (V, E) ein Baum ist, wenn G keine Zyklen enthélt.

Definitionen

e Sei k > 2 eine beliebige natiirliche Zahl und sei G = (V, E) ein Baum, so dass jeder
Eckpunkt den Grad k hat, d.h., y(v) = #{v' € V : (v,v') € E} = k fir jedes v € V.
Dann sagt man, dass G = (V, E) ein k—reguldrer Baum ist, vgl. Abbildung 4.

e Manchmal ist es zweckméfiger, (gerichtete) Teilgraphen von k-reguléren Biumen zu be-
trachten, und zwar ausgehend von einem beliebigen, jedoch fest vorgegebenen Eckpunkt
vy € V.

o Jeder Eckpunkt dieses gerichteten Teilgraphen hat dann k — 1 ,Nachkommen” (mit Aus-
nahme des Anfangsknotens vg), vgl. Abbildung 5.

e Der gerichtete Teilgraph wird dann mit Gj;_; bezeichnet und Verzweigungsbaum der
Ordnung k—1 genannt, wobei Gj_1 ,, den ,,Teil—Teil-Graph” der ersten n Nachkommen—
Generationen von Gj_; bezeichnet; n > 1.
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Abbildung 4: 3-reguldrer Baum

PO e

Abbildung 5: Verzweigungsbaum vom Typ G 3

Theorem 2.4 Sei G = (V, E) ein k—regulirer Baum. Dann gilt p. = pec = 1/(k — 1) fiir jedes

k> 2.

Bewelis

Fiir jedes n > 1 sei m, = 7k, (p) die Wahrscheinlichkeit, dass Gi_1 . einen aktivierten
Pfad vom Anfangsknoten vy zu einem der ,,Blattknoten” der n-ten Nachkommengenera-
tion besitzt.

Ein solcher Pfad existiert genau dann, wenn die Kante (v, v1) fiir einen der unmittelbaren
Nachkommen v; von vy aktiviert ist und wenn es einen aktivierten Pfad der Lange n — 1
von v; zu einem der ,Blattknoten” gibt.

Hieraus ergibt sich, dass
Tn=1—1—-pm,_1)Ft  fiir jedes n > 1, (15)

wobei g = 1 gesetzt wird.
Sei 0 < p < 1 und die Funktion f : [0,1] — [0, 1] sei gegeben durch

flx)=1—(1—pz)! fiir jedes z € [0, 1]. (16)

— Die so definierte Funktion f : [0,1] — [0, 1] ist wachsend und konkav im Intervall
[0,1], wobei f(0) =0 und f(1) < 1.
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Abbildung 6: Graph der Funktion f

— Es gibt also ein z¢ € (0,1) mit f(x¢) = zo genau dann, wenn f'(0 +0) = (k —
1)p > 1, wobei in diesem Fall der Fixpunkt z¢ € (0,1) eindeutig bestimmt ist, vgl.
Abbildung 6.

e Wenn p > 1/(k — 1) gilt, dann ergibt sich hieraus und aus (15), dass m,—1 > zo die
Ungleichung 7, > x( impliziert.

— Wegen 7y = 1 ergibt sich somit, dass m,, > x fiir jedes n > 1.

— AuRerdem ergibt sich aus (15), dass lim,,_,co T, = o.

— Dies bedeutet, dass 0,,(p) = lim, 00 ™, = 29 > 0 bzw. p. < 1/(k —1).

e Wenn andererseits p < 1/(k — 1) gilt, dann ist g = 0 der einzige Fixpunkt der in (16)
eingefiihrten Funktion.

— Dies impliziert, dass 6, (p) = limy, 00 7 = ©g = 0 bzw. p. > 1/(k — 1).

— Insgesamt haben wir also gezeigt, dass p. = 1/(k — 1).

e Es bleibt noch zu zeigen, dass auch p.. = 1/(k — 1) fiir jedes k > 2 gilt.

— Hierfiir geniigt es zu beachten, dass

ng(p) =E |CU0| = Z P(U € Cvo) = Z(k - 1)ipi-
veV 1=0

— Dies impliziert, dass x.,,(p) < oo, wenn p < 1/(k — 1), und X, (p) = oo, wenn
p>1/(k—1).

2.2.2 Graphen in R? mit konvexen polygonalen Zellen; duale Graphen

In diesem Abschnitt betrachten wir planare Graphen G = (V, E) mit V C R?, deren Kantensy-
stem | J . e die euklidische Ebene R? in konvexe polygonale Zellen zerlegt. Beispiele hierfiir sind
quadratische bzw. hexagonale Gitter, vgl. die Abbildungen 7 und 8.

Auferdem fithren wir die Begriffe des dualen Graphen sowie des externen Randes von endlichen
zusammenhingenden Teilgraphen ein, die im weiteren Verlauf der Vorlesung niitzlich sein werden.
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Abbildung 7: Quadratisches Gitter

Abbildung 8: Hexagonales Gitter

Definitionen
e Sei G = (V, E) das quadratische (Einheits—) Gitter in R?, d.h.,
V=172 und E={(v,v)€Z*xZ?: |v—1v|=1}. (17)

e Fiir jeden Eckpunkt z = (x1,z2) € Z? bildet dann die konvexe Hiille H,, ,, der vier
Eckunkte

(II;IQ)) (Il + 17x2)) (l‘l,.fQ + 1)) (Il + 17x2 + 1) S Z2
eine so genannte Zelle des Graphen G = (V, E).

e Fiir jedes z = (z1,72) € Z? sei z* = (x},23) € intH,, ,, ein innerer Punkt der Zelle
Hg, »,, beispielsweise (27, 25) = (x1 +1/2, 22 + 1/2).
e Sei V* € R? die Menge dieser (inneren) Zellpunkte und E* das Kantensystem, das

die Zellpunkte benachbarter Zellen miteinander verbindet. Dann sagt man, dass G* =
(V*, E*) ein dualer Graph von G = (V, E) ist, vgl. Abbildung 9.

Beachte Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dass eine Kante e* € E* des dualen Graphen
genau dann aktiviert ist, wenn die zugehorige Kante e € E nicht aktiviert ist.
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Abbildung 10: Externer Rand von G¢ = (C, E¢)

Definitionen (Fortsetzung)

e Sei Go = (C, E¢) ein endlicher zusammenhangender Teilgraph des in (17) gegebenen
quadratischen Gitters G = (V, E), so dass C C V mit |C| < oo und E¢ = {e = (v,0') €

E v € C}.

e Auferdem sei G{\ o = ((V'\ €)>, B ) der (eindeutig bestimmte) unendliche zusam-
menhéngende Cluster des Graphen (V' \ C, Ey\¢) mit Ey\¢c = {e = (v,v') € E:v,0v" €
V\C}.

o Derjenige Teil OE}. des Kantensystems E* des dualen Graphen G*, der Kanten (v,v’) €
E von G schneidet, so dass v € C und v € (V' \ C)*°, wird der externe Rand von
Gc = (C, E¢) genannt, vgl. Abbildung 10.

Das folgende graphentheoretische Hilfsergebnis wird im Beweis von Theorem 2.5 benétigt.
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Lemma 2.4

o SeiGo = (C, E¢) ein endlicher zusammenhdngender Teilgraph des quadratischen Gitters tiber
72, d.h.,

— es gelte C C 72 mit |C] < oo

— und fiir beliebige v,v" € C' gebe es einen Pfad von v nach v'.

o Dann ist der externe Rand OE{ von Go = (C, E¢) ein Zyklus in G* = (V*, E*), der die
Menge C' in seinem Inneren enthdlt.

Bewels

e Sei B¢ (v\¢)~ die Menge derjenigen (gerichteten) Kanten in £, die von C nach (V'\ C)*>
zeigen.
e Fiir jedes e € Eg (1\¢)= sei e* = (z%,y") € JE die zugehdrige (um 90° gegen den
Uhrzeigersinn gedrehte, gerichtete) Kante in E*.
— Seien a,b,c,d € V die (in zyklischer Reihenfolge) angeordneten Eckpunkte der zu e*
gehorenden Zelle, so dass e = (a, b).
— Dies impliziert, dass a € C' und b € C*°, wobei C = (V' \ ).
e Auflerdem sei R = V' \ (C U C®>), d.h., R ist die Menge der Eckpunkte der endlichen
Cluster von (V' \ C, Ey\¢).
e Wir nehmen zunéchst an, dass d € C. Dann gilt ¢ € C oder ¢ € C*, weil ¢ ~ b € C*
(und somit ¢ nicht zu R gehoren kann).
— Im ersten Fall ist (c,b)* die einzige (gerichtete) Kante in E,, die von y* ausgeht.
— Im zweiten Fall gilt dies fiir (dc)*.

e Wenn ¢ € C°°, dann gilt d ¢ R und folglich d € C oder d € C*°, d.h., die eben hergeleitete
Eindeutigkeitsaussage ist erneut richtig.

e Wir nehmen nun an, dass ¢ € C* und d ¢ C. Dies impliziert, dass ¢ € C (weil ¢ ~ b €
™).
e Wenn d € R, dann ergibt sich erneut die Eindeutigkeitsaussage, so dass nur noch der
Fall a,c € C und b,d € C* untersucht werden muss.
— Dies wiirde aber bedeuten, dass es disjunkte Pfade in G¢ bzw. G?/O\C gibt, die a mit
¢ bzw. b mit d verbinden.
— Weil andererseits a,b,c,d € V ein Zyklus in G ist, der keine Eckpunkte in seinem
Inneren enthélt, miissten die beiden Pfade auferhalb des Zyklus verlaufen.
— Dies impliziert jedoch, dass beide Pfade mindestens einen (gemeinsamen) Schnitt-
punkt besitzen miissen, vgl. Abbildung 11.

o Wir haben also gezeigt, dass jede (gerichtete) Kante in OE(, einen eindeutig bestimmten
Nachfolger hat, d.h., OE}, besitzt mindestens einen Zyklus Z C E* in G* = (V*, E*).
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— Wenn e* € 9E} mit e = (a,b), dann liegt einer der beiden Eckpunkte a,b in C' und
der andere in C'*°.

— Der Zyklus Z muss also die Kante e schneiden, d.h., e* € Z.

— Damit ist gezeigt, dass OE(, aus genau einem Zyklus besteht, der die Menge C in
seinem Inneren enthélt.

Abbildung 11: AuRere planare Pfade, die mindestens einen Schnittpunkt besitzen

2.2.3 Kubische Gitter in R?

Sei nun G = (V, E) das (hyper—) kubische Gitter in R?, d.h.,

vV =14 und E={(w)ezlxzs: jv—-2]=1}. (18)
Theorem 2.5 Fs gilt 1/(2d — 1) < pec < p. < 2/3.

Beweis

e Sei p < 1/(2d — 1) und C, bezeichne den aktivierten Cluster des Nullpunktes o € Z<,
wobei C, = () gesetzt wird, wenn der Eckpunkt o € Z? nicht aktiviert ist.

— Wenn C, \ {0} # 0, dann gibt es fiir jedes z € C, \ {0} mindestens einen aktivierten
Pfad von o nach z. Fiir die (zuféllige) Anzahl X : Q — 0,1, ... der aktivierten Pfade,
die vom Nullpunkt ausgehen, gilt also

Col <X . (19)

— Fiir jedes n > 1 bezeichne p,, die (Gesamt—) Anzahl der vom Nullpunkt ausgehenden
Pfade der Lange n. Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass

Hn < 2d - (2d - 1)n71 ) (20)
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— und die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher Pfad aktiviert ist, ist gleich p™.
— Hieraus und aus (19) — (20) ergibt sich, dass

oo

Xo(p) =E|C,] <EX = ;unp” <1+ 5o ;((wf Dp)* <oo. (21)
— Weil p < 1/(2d — 1) beliebig gewahlt war, impliziert dies, dass pes > 1/(2d — 1).

e Am Ende von Abschnitt 2.1.3 hatten wir uns iiberlegt, dass stets pes < p. gilt. Es
geniigt also noch zu zeigen, dass p. < 2/3, wobei wir hier der Einfachheit wegen nur den
Spezialfall d = 2 betrachten.

— Sei p > 2/3 und sei k > 1 eine beliebige natiirliche Zahl.

— Mit Ly bezeichnen wir das Segment, das den Nullpunkt mit dem Punkt (k,0) € Z?
verbindet.

— Auferdem sei Zy ein Zyklus des dualen Graphen G* = (V*, E*), der das Segment
Ly in seinem Inneren enthilt und die Lange 2¢ besitzt (fiir ein ¢ > 1).

Dann schneidet ein Segment e* C Z, die (positive) x—Achse in einem Punkt zwischen
k+1/2und (2¢ — 3)/2, wofiir es weniger als ¢ Moglichkeiten gibt.

Weil der restliche Pfad Z, \ {e*} die Lange 2¢ — 1 hat, gibt es insgesamt hochstens
Luge—1 Moglichkeiten fiir den Zyklus Z,, wobei

pae—1 < 4-3%72.
o Sei YV : Q — {0,1,...} die (zufillige) Anzahl der aktivierten dualen Zyklen, die das
Segment Ly in ihrem Inneren enthalten.
— Dann gilt
- 20 o 4 20
EYi< ) lpaen(1-p)* < 3 o (B(1—p)*,
t=k+2 (=k+2

— wobei die letzte Summe konvergiert, weil wir vorausgesetzt hatten, das 3(1 —p) < 1.

— Dies impliziert aufferdem, dass limg_, o, EY; = 0, und somit gibt es ein ky > 1, so
dass EY} < 1 fiir jedes k > k.
— Hieraus ergibt fiir Ay = {Y; = 0}, dass

P(A;) >0 fiir jedes k > ko. (22)

e Sei nun By C 2 das Ereignis, dass sdmtliche k& Teilsegmente von L aktiviert sind, und
(so wie bisher) bezeichne C, :  — F den aktivierten Cluster des Nullpunktes.

— Dann ergibt sich aus Lemma 2.4, dass
{|Cs] < 00} B C{Yr>0}NBy bzw. {|Cs] =00}NBr D{Yr =0}N B

— Weil A, und By unabhingig sind, ergibt sich hieraus und aus (22), dass fiir jedes
k> ko

P({|Co| = 00} N By) > P(Ax N By) = P(A)P(By) = P(Ax)p" > 0.

— Somit gilt also 0,(p) = P(|C,| = o0) > 0 fiir jedes p > 2/3, was gleichbedeutend mit
pe < 2/3 ist.
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2.3 Bond-—Perkolation vs. Site—Perkolation

Wir kehren nun wieder zu dem allgemeinen Fall zuriick und nehmen an, dass G = (V, E) ein
beliebiger zusammenhingender und lokal endlicher Graph ist.

Um den Begriff der Site-Perkolation einzufiihren, gehen wir dhnlich wie in Abschnitt 2.1.1 bei der
Betrachtung von Bond—Perkolationen vor.

e Dabei bezeichnen wir jetzt den in Abschnitt 2.1.1 eingefithrten Wahrscheinlichkeitsraum der
(zufilligen) Bond-Konfigurationen mit (Q°, A P).

e Auflerdem schreiben wir

PN y anstelle von £ — y und x L 5 anstelle von = — 0,
C? anstelle von C,,
6° (p) bzw. 0% (p) anstelle von 6,(p) bzw. 6.(p),

und p® bzw. pb, anstelle von p. bzw. pe..

e Analog hierzu verwenden wir in diesem Abschnitt die Schreibweise

bzw.

pb = sup{p € [0,1]: 65(p) = 0} = inf{p € [0,1]: 65(p) > 0}

ple = sup{p € [0,1]: x%(p) < o0} = inf{p € [0,1]: x}(p) = o0},

wobei x%(p) = E|C2].

Definition

Eine Funktion w : V' — {0,1} heift Site-Konfiguration, wobei wir die Schreibweise
v — w, verwenden, d.h. w, = w(v) fiir jedes v € V.

Sei Q* = {0,1}V die Familie aller Site-Konfigurationen. Dabei heifit ein Eckpunkt v € V
aktiviert in der Konfiguration w € Q° genau dann, wenn w, = 1. Ein Pfad von v nach v’
heifst aktiviert, wenn sdmtliche Eckpunkte des Pfades aktiviert sind.

Sei A® die kleinste o—Algebra iiber Q°, die die so genannten Zylindermengen
C(F,z)={weQ®: wp=zsforall feF}

enthélt, wobei F eine endliche Teilmenge von V ist und 2z € {0,1}%.

Sei p = {p, : v € V} eine beliebige Wahrscheinlichkeitsfunktion iiber V', d.h., es gelte
0 < p, <1 fiir jedes v € V. Auflerdem sei P* : A% — [0,1] das (eindeutig bestimmte)
Wahrscheinlichkeitsmafs, so dass

P(C(F2)= [I » II Q-»p (23)

{feF:z;=1} {feF:z;=0}

fiir jede endliche Teilmenge F C V und fiir jedes z € {0,1}F.
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Beachte

e Die (A%, or)-messbare Zufallsvariable =5 : Q° — F, wobei Zp(w) = U,cy. o, -1 v die
Vereinigungsmenge der aktivierten Eckpunkte ist, kann dann als zufilliges Punktmuster
aufgefasst werden, das iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2°,.4%, P*) gegeben ist.

e Wenn es ein p € [0, 1] gibt, so dass p, = p fiir alle v € V', dann schreiben wir E, anstelle

=s
von Zp-

Auf die gleiche Weise wie Theorem 2.1 lésst sich das folgende Kopplungstheorem herleiten.

Theorem 2.6 FEs gibt einen Wahrscheinlichkeitsraum (ﬁs,ﬂs,f”s) und einen stochastischen Pro-
2ess {E;, p € [0,1]} dber (QS,KS,I@S) mit Werten in (F,ox), so dass E; 2 2, fiir jedes p € [0,1]
und

P* (E; C E;,) =1 fir beliebige p,p’ € [0,1] mit p < p'. (24)

Beachte

e Mit {z > y} C Q° bezeichnen wir nun das Ereignis, dass es einen aktivierten Pfad von
z € V nach y € V gibt, so dass simtliche Eckpunkte dieses Pfades aktiviert sind. Mit
Ps(z > ) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses.

e Auferdem bezeichnet {x % oo} C Q° das Ereignis, das es einen unendlichen aktivierten
Pfad gibt, der in z € V' beginnt.

e Sei C2 = {y € V: 2>y} der (zufillige) aktive Cluster, der den Eckpunkt 2 € V enthilt,
d.h., C? ist die (zufillige) Menge aller derjenigen Eckpunkte y € V, zu denen es einen
Pfad bestehend aus aktivierten Eckpunkten gibt, und sei 62(p) die Wahrscheinlichkeit,
dass der Cluster C; unendlich ist, d.h.,

0:(p) = P*(IC;| = 00) = Pyl = 00). (25)

e Wenn es ein p € [0,1] gibt, so dass p, = p fiir alle v € V, dann schreiben wir wiederum
0% (p) anstelle von 6% (p).

e Aus Theorem 2.6 ergibt sich, dass

03 (p) < 02(p") fiir beliebige p,p’ € [0,1] mit p < p'. (26)

Wir vergleichen nun die (Bond-) kritischen Auswahlwahrscheinlichkeiten p? und p%, mit den ent-
sprechenden (Site—) kritischen Auswahlwahrscheinlichkeiten

p. = sup{p € [0,1]: 0;(p) = 0} = inf{p €[0,1]: 6;(p) > 0}
und
Pee = sup{p € [0,1]: x5 (p) < oo} = inf{p € [0,1]: x;(p) = oo},
wobei x;(p) = E|C;|.
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Theorem 2.7 Es gilt pS > p’ und pS, > pl..

Beweis

e Um die Behauptung zu beweisen, ist die folgende Ungleichung niitzlich: Fiir beliebige
xe€V,n>1undpe (0,1) gilt

P*(|C5| > n) < pP(|C2] > n). (27)
— Hieraus ergibt sich, dass
03(p) = lim B*(C3] > n) <p lim BY(CY] > n) = p(p).

— Aus 6% (p) = 0 folgt somit, dass 62 (p) = 0. Dies impliziert, dass p3 > p®.
Auflerdem ergibt sich aus (27), dass

oo

Xa(p) =D _P(|C3l =n) <p Y P(ICH =n)=pxi(p).

n=1 n=1

Aus xb(p) < oo folgt somit, dass x2(p) < co. Dies impliziert, dass pS, > p..

e Um die Giiltigkeit von (27) zu zeigen, ist es hinreichend die folgende (&quvalente) Un-
gleichung zu beweisen: Fiir beliebige x € V, n > 1 und p € (0,1) gilt

P*(|C%| > n | x ist aktiviert) < PP(|C%| > n). (28)

o Hierfiir betrachten wir den endlichen Graph G4, = (Vyn, Ezn) von G = (V, E), wobei
— Vi die Menge derjenigen Eckpunkte in V' bezeichnet, die durch einen Pfad mit z
verbunden sind, dessen Linge nicht grofer als n ist,
—und E,, =ENV7,.
e Beachte. Das Ereignis {|C?| > n} hingt nur von den Zustdnden der Eckpunkte des

endlichen Graphen G, = (Vgn, Ezn) ab.

e Unter der Annahme, dass der Eckpunkt = aktiviert ist, lasst sich der (zufillige) aktive
Cluster C$ = {y € Vi, : © >y}, der den Eckpunkt z € V enthilt, wie folgt darstellen.
e Dabei konstruieren wir rekursiv eine zufillige Folge T = (R;, D;, U;)¢_, von Zerlegungen
der Eckpunkt-Menge V;, ,, in jeweils drei Teilmengen, so dass Ry, = C3.
— Sei Ry = {a}, U1 = Vo, \ {2} und D; = 0.
— Sei (R;, D;,U;) fiir ein i > 1 gegeben. Wenn es keine R; — U; — Kante gibt, dann
setzen wir £ = ¢ und die Konstruktion ist beendet.
— Ansonsten wihlen wir zuféllig eine Kante e; = (y;, 2;), so dass y; € R; und z; € U,.
Dabei setzen wir U, 1 = U; \ {z:}.
— Auferdem priifen wir, ob z; aktiviert ist. Wenn dies so ist, dann setzen wir, R; 11 =
R; U{z;}. Ansonsten setzen wir D;11 = D; U {z;} und R;11 = R;.

o Beachte. Die rekursive Konstruktion terminiert nach endlich vielen Schritten, weil V ,
eine endliche Menge ist.
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— Fiir jedes i = 1,...,¢ ist R; eine zusammenhingende Menge von aktivierten Eck-
punkten, und keiner der Eckpunkte in D; ist aktiviert.

— Weil aufserdem keiner der Eckpunkte in R, einen Nachbarn in Uy = V., \ (Re U D)
hat, gilt R, = C;.
e Auf analoge Weise konstruieren wir rekursiv eine zufillige Folge 7’ = (R}, D}, U!)!_, von
Zerlegungen der Eckpunkt-Menge V. ,, in jeweils drei Teilmengen, so dass R, C Cb.
— Der einzige Unterschied zwischen 7 und 7 besteht darin, dass fiir eine zufillig
ausgewéhlte Kante e; = (y;,2;) mit y; € R; und z; € U; gepriift wird, ob die Kante
e; aktiviert ist.

— Weil beide Arten von Priifereignissen jeweils mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p
eintreten, sind die zufalligen Folgen 7 und 7' identisch verteilt.

— Insbesondere besitzen somit die Zufallsvariablen |C¥| = |Ry| und |R},| die gleiche
Verteilung.

~ Weil auRerdem offenbar |R},| < |C?| gilt, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (28).

Beachte
e Es ist nicht schwierig, Graphen zu finden, so dass pS > p% bzw. p, > pP, gilt. Ein
einfaches Beispiel G = (V, E) hierfiir ldsst sich wie folgt konstruieren.

— Wir betrachten einen unendlichen (sich nicht selbst schneidenden) Pfad. Die Menge
V' der Eckpunkte von G bzw. das Kantensystem F ergeben sich, indem fiir jedes
k > 1 die k-te Kante des Pfades durch einen vollstindigen Graph ersetzt wird, der
aus 2* Eckpunkten besteht.

— Dann kann man zeigen, das sogar p$ = 1 und p% = 0 gilt.

e In manchen Fillen kann man auch obere Schranken fiir die (Site-) kritischen Auswahl-
wahrscheinlichkeiten p? und p. angeben, und zwar durch geeignet gewihlte Funktionen
von p? bzw. p?..

Die folgende obere Schranke fiir p; l&sst sich auf einfache Weise herleiten.

Theorem 2.8 Sei G = (V, E) ein unendlicher zusammenhdingender Graph mit beschrinktem Kno-
tengrad, d.h. A = sup,cy v(v) < oo. Dann gilt

<t (1) (29)

Beweis

e Sei r € (0,1) eine beliebige Zahl, und sei {X,y, Xy : (z,y) € E} eine Familie von
unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvariblen mit

P(Xoy=1)=P(X,e=1)=r und P(Xyy=0)=P(X,,=0)=1—r.
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e Wir sagen, dass der Eckpunkt x € V aktiviert ist, wenn es einen Eckpunkt y € V gibt,
so dass (z,y) € E und X,, = 1.

e Dabei liisst sich die Aktivierungswahrscheinlichkeit 1 — (1 —7)7(*) des Eckpunktes z € V
wie folgt nach oben abschéitzen:

1-(1—r)® <1 - (1 -7, (30)

o AuRerdem sagen wir, dass die Kante (z,y) € E aktiviert ist, wenn X,, = X, =1, d.h.,
die Aktivierungswahrscheinlichkeit, einer Kante ist gegeben durch 2.

e Es ist klar, dass jeder aktive Cluster beziiglich der Bond—Perkolation in einem aktiven
Cluster beziiglich der Site-Perkolation enthalten ist.

e Wenn nun 7 € (0,1) so gewiihlt wird, dass 72 > p?, dann impliziert dies und (30), dass

ps <1—(1—7)» und somit
» A
ngl—(l—q/pg) .

Beachte

e Die obere Schranke in (29) kann verbessert werden, denn unter den Bedingungen von
Theorem 2.8 gilt sogar

)A—l )A—l

pe<1-— (1 — b und Pee <1 — (1 — ple (31)

e Zur Herleitung von (31) konnen #hnliche Techniken wie im Beweis von Theorem 2.7
verwendet werden, vgl. Bollob4s und Riordan (2009), S. 22-24.

2.4 Bond—Perkolation in Z?

e In diesem Abschnitt betrachten wir das quadratische Gitter G = (V, E) in R?, d.h.,
V=17 und E={(v,v)€Z*xZ*: [v—2|=1}. (32)
e Fiir diesen Fall werden wir die Aussage von Theorem 2.5 verschirfen und zeigen, dass die
(Bond-) kritische Auswahlwahrscheinlichkeit p. gegeben ist durch p. = 1/2.

e Hierfiir bendtigen wir eine Reihe von mathematischen Hilfsmitteln, mit deren Herleitung wir
beginnen.

2.4.1 Korrelationsungleichung

e Wir betrachten den folgenden (endlichen) Wahrscheinlichkeitsraum (£2,,, Ay, Py, ), wobei n > 1
eine beliebige natiirliche Zahl ist.

— Sei Q,, = {0,1}" die Menge aller 0-1-Folgen der Lénge n.
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— Auferdem sei A, = P(Q2,) die Familie aller Teilmengen von €2,,.

— Fiir beliebige p = (p1,...,pn) mit 0 < p1,...,p, < 1 betrachten wir das Wahrschein-
lichkeitsmaf P, : A,, — [0, 1], das fiir jedes A € A,, gegeben ist durch

P.(A)= > Il w» []a-p) (33)

a=(a1,...,an)EA :a;=1 ita; =0

— Wenn keine Verwechslungen moglich sind, dann schreiben wir kurz (2, A, P) anstelle von

(Q'm ATM IP'!‘L)
e Beachte. In Q lisst sich eine Halbordnung einfiithren: Fiir a,b € Q mit a = (a1,...,a,) und
b= (bi,...,b,) schreiben wir a < b, wenn a; < b; fiir jedes i = 1,...,n.

— Eine Teilmenge A C ) heiflt (monoton) wachsend (bzw. ein up-set), wenn aus a, b € €,
a € A und a < b folgt, dass b € A.

— Analog heifst eine Teilmenge A C 2 heifst (monoton) fallend (bzw. ein down-set), wenn
aus a,b € Q, a € A und a > b folgt, dass b € A.

Fiir jedes A€ Aund j =0,1sei A; = {(a1,...,an-1): (a1,...,an-1,)) € A} C Qp_1.

Es ist klar, dass Ag C Ay, wenn A ein up-set ist, bzw. Ay C Ag, wenn A ein down—set
ist.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass

Pp(A) = (1 — pn)Pa_1(A0) + puPr_1(A1)  fiir jedes A € A,. (34)

Die folgende Korrelationsungleichung wird in der Literatur das Lemma von Harris genannt,.

Lemma 2.5 Seien A, B € A beliebige Teilmengen von S.

o Wenn beide Teilmengen A und B up—sets bzw. down—sets sind, dann gilt

P(AN B) > P(A)P(B). (35)

o Wenn A ein up—set und B ein down—set ist, dann gilt

P(ANB) < P(A)P(B). (36)

Bewels

e Wir zeigen zuniichst die Giiltigkeit von (35) mit vollstandiger Induktion beziiglich n.

— Fiir n =0 und n =1 gilt die Ungleichung (35) offensichtlich.
— Wir nehmen nun an, dass n > 2 und dass (35) fiir n — 1 gilt.
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— Seien A und B entweder beide up-sets oder beide down-sets. Dann gilt entweder
Ap C Ay und By C By, oder Ay D A; und By D Bs.
— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlichkeitsmafien gilt also in beiden Fillen, dass
(B(Ao) — P(41)) (B(Bo) - B(By)) > 0. (37)
— Wegen (34) ergibt sich hieraus und aus der Induktionsannahme, dass

34
P(AN B) (3 (1 = pn) P(Ag N Bo) + pu P(A1 N By)

Ind.—annahme
(1 = pn) P(Ag)P(Bo) + pn P(A1)P(B1)

(1= pa) PAE(Bo) + pa B(AE(BY)

—(P(Ag) — P(A1)) (P(Bo) — P(B1))pn(1 — pn)
= ((1 - pn)]P(AO) + pnP(Al)) ((1 - pn)]P(BO) + pnP(Bl))
(34)

P(A)P(B).

e Sei nun A ein up-set und B ein down—set. Dann wenden wir die Ungleichung (35) auf
die up-sets A und B° =\ B an und erhalten, dass

P(ANB) = P(A)—P(ANB°)
L p4) - PARB)
—  P(4) - P(A)(1 - P(B))
—  P(A)P(B).

Korollar 2.1 Sei { > 2 eine beliebige natiirliche Zahl, und seien Ay, ..., Ay € A beliebige Teilmen-
gen von €.

o Wenn samtliche Teilmengen A1, ..., Ay up—sets bzw. down—sets sind, dann gilt
P(A1N...NAy) >P(A;)...P(A)). (38)
o Wenn saimtliche Teilmengen A1, ..., Ay up—sets sind, dann gilt auflerdem
P(A) >1— (1-P(AU...UA))"  fiireinic{1,....0. (39)
Beweis

e Weil der Durchschnitt zweier up—sets bzw. down—sets erneut ein up—set bzw. down—set
ist, ergibt sich die Giiltigkeit von (38) unmittelbar aus Lemma 2.5.

e Wenn A,,..., A, up-sets sind, dann sind die Komplemente Af,..., Af down-sets und
wegen (38) gilt somit
¢
[T PAs) <PAS N ... 0 AG) =P(A%),

=1

wobei A = A, U...UAy.



2 ZUFALLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 28

e Hieraus ergibt sich, dass
P(AS) < (P(A%)""  fiireinic {1,...,0}
bzw.

1/¢ .
PMﬁzl—(l—MAﬂL“UAO> fiir ein i € {1,...,0}.

Beachte Aus (39) ergibt sich, dass fiir up—sets Ay, ..., Ay, deren Vereinigung A;U. ..UA, eine hohe
Wabhrscheinlichkeit hat, auch eines der (Einzel-) Ereignisse A; eine hohe Wahrscheinlichkeit
besitzen muss.

2.4.2 Abschitzung von Perkolationswahrscheinlichkeiten in Rechtecken

e Seien m,n > 2 beliebige natiirliche Zahlen. Mit R = [m] X [n] bezeichnen wir den Teilgraph
Gr = (Vr, ERr) des quadratischen Gitters G = (V, E),

— der gegeben ist durch
Ve =Z*N[1,m] x [1,n] und Er={(v,v") € Vg x Vg : [v —| =1}

— und der m x n—-Rechteck genannt wird und mn Eckpunkte bzw. 2mn — m — n Kanten
hat.

r
o
T
h

r+~1r v
TTE
T
T
Lo ]

T
-
+
b
T

. t
e — e~ — 4

Abbildung 12: Horizontales duales Rechteck

e Mit R" = [1+1/2,m — 1/2] x [1 — 1/2,n + 1/2] bezeichnen wir den folgenden Teilgraph
= (Vin, Efy) des dualen quadratischen Gitters G* = (V*, E*), genannt horizontales
duales Reckteck, vgl. Abbildung 12,

— wobei V2

e =(Z+1/2*N[1+1/2,m—1/2] x [1 —1/2,n+ 1/2] bzw.

Efn ={(v,v") € Vi x Vi« Jo—2| =1}

— und jeder horizontalen Kante e € Er von R eine vertikale Kante e* € Vj, in R
entspricht.
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e Beachte. Wenn R ein m x n—Rechteck ist, dann ist R" ein (m — 1) x (n + 1)-Rechteck.

e Analog bezeichnen wir mit R¥ = [1—-1/2,m+1/2,14+1/2,m — 1/2] den folgenden Teilgraph

G,

= (Vio, E%.) des dualen quadratischen Gitters G* = (V*, E*), genannt vertikales duales

Reckteck, vgl. Abbildung 13, wobei

und

Vie=(Z+1/22N[1-1/2,m+1/2] x [1+1/2,n—1/2]

Ef ={(v,v") € Vjjo x Vo i [ —2'| =1}.

e Beachte.

Wenn R ein m x n—Rechteck ist, dann ist R” ein (m + 1) x (n — 1)-Rechteck.
Offenbar gilt (R")" = R = (R")".

rTrrt |t T T
L-+~+~L-+-+-i
P e T ]
T T

Abbildung 13: Vertikales duales Rechteck

e Auferdem betrachten wir (zuféllige) Bond-Konfigurationen in G bzw. G*.

Jeder Bond—Konfiguration w : E — {0,1} des quadratischen Gitters G = (V, E) ent-
spricht eine Bond—Konfiguration w* : E* — {0,1} des dualen quadratischen Gitters
G* = (V*, E*), wobei we = 1 genau dann, wenn w}. = 0.

Jedem unendlichen aktiven Cluster des quadratischen Gitters G = (V, E) beziiglich der
Auswahlwahrscheinlichkeit p € (0, 1) entspricht also ein unendlicher aktiver Cluster des
dualen quadratischen Gitters G* = (V*, E*) beziiglich der Auswahlwahrscheinlichkeit
1—-pe(0,1).

Sei H(R) C Q die Menge aller derjenigen Bond—Konfigurationen in G, fiir die es einen
aktivierten Pfad gibt, der den linken Rand von R mit dem rechten Rand von R verbindet.

Aufserdem sei V(R) C 2 die Menge aller derjenigen Bond—Konfigurationen in G, fiir die
es einen aktivierten Pfad gibt, der den oberen Rand von R mit dem unteren Rand von
R verbindet.

Analog sei V(R") c Q* die Menge aller derjenigen Bond-Konfigurationen in G*, fiir die
es einen aktivierten Pfad gibt, der den oberen Rand von R" mit dem unteren Rand von
R" verbindet.
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Lemma 2.6 Flir jedes w € ) gilt entweder w € H(R) oder w* € V(R").

Einen Beweis dieser intiutiv plausiblen Aussage findet man in Bollobas und Riordan (2009), siehe
S. 52-54, vgl. auch die Abbildung 14.

Abbildung 14: Konfiguration von aktivierten Bonds in R bzw. im horizontalen dualen Rechteck R"

Korollar 2.2 Sei R ein m X n—Rechteck , wobei m,n > 2 beliebige natiirliche Zahlen sind.
o Fir jedes p € (0,1) gilt dann
P,(H(R)) + P}, (V(R") =1, (40)
o Auflerdem gilt

Py/o(H(R)) = 5, wenn m =n+1, und  Py/(H(R)) >

N[=
=
)
S
S
3
|
s

™~

=

1
2
Beweis

e Die Giiltigkeit von (40) ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.6, denn die Ereignisse
{weQ: we HR)} und {w € Q: w* € V(R")} bilden eine (messbare) Zerlegung von
Q in zwei disjunkte Teilmengen.

Wenn R ein (n + 1) x n-Rechteck ist, dann ist R" ein n x (n + 1)-Rechteck, und fiir
p=1/2 gilt, dass

Pija(w € Q: w e H(R)) = Pfjy(w* € Q" : w* € V(RY).

Hieraus und aus (40) ergibt sich die erste Gleichheit in (41).
Sei R ein (n + 1) x n—Rechteck und sei R’ ein n x n—Rechteck, so dass R’ C R.

Dann enthilt jeder horizontale Perkolationspfad in R einen horizontalen Perkolationspfad

in R', d.h., es gilt H(R') D H(R) und somit Py 5(H(R')) > Py 2(H(R)) = 1.
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L P2

Abbildung 15: Schematische Darstellung des Ereignisses X (R, S)

Aufserdem benétigen wir das folgende Hilfsergebnis. Dabei betrachten wir fiir beliebige m,n > 2
mit m > n das m x (2n)-Rechteck R = [m] x [2n] und das n x n—Quadrat S = [n] x [n], vgl.
Abbildung 15.

Lemma 2.7

o Sei X(R,S) C Q die Menge aller derjenigen Bond—Konfigurationen in G, fir die es aktivierte
Pfade P, und Py g¢ibt, so dass

— Py den unteren Rand von S mit dem oberen Rand von S verbindet und

— P, von einem Eckpunkt des Pfades Py zum rechten Rand von R verlduft.

o Fir jedes p € [0,1] gilt dann

Pp(X(R,S)) = 5 Pp(H(R))Pp(V(S)) .- (42)

Bewels

e Wir fiihren zunéchst einige zusétzliche Bezeichnungen ein, die im weiteren Verlauf des
Beweises niitzlich sein werden, vgl. auch die Abbildung 15.

— Sei
P, wenn P; der am meisten links liegende vertikale
LV(S) = Perkolationspfad in S ist,
¢, wenn es keinen vertikalen Perkolationspfad in S gibt.
— Pj die Spiegelung von P; an der horizontalen Symmetrieachse von R,

P, = P, U P] U {vertikale Kante, die P; und P} verbindet},
und R(P,) sei derjenige Teil von R, der rechts von P; liegt.

Aufierdem bezeichne Y (Py) das Ereignis, dass es in R(P;) einen aktivierten Pfad
gibt, der Py mit dem rechten Rand von R verbindet.

Analog Z(P;) das Ereignis, dass es in R(P;) einen aktivierten Pfad gibt, der P; mit
dem rechten Rand von R verbindet.
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e Das Ereignis Y (P) ist die Vereinigung von zwei gleichwahrscheinlichen Ereignissen, die
beide die gleiche P,~Wahrscheinlichkeit wie Z(P;) haben.

— Deshalb ergibt sich aus der Subaddivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafien, dass
P, (Y (P1)) < 2P,(Z(F1)).
— Hieraus ergibt sich, dass

P(Z(R) 2 5 B(Y(P) > 5 Pp(H(R). (43)

[\)

e Fiir jeden (fest vorgegebenen) Pfad P;, der den unteren Rand von S mit dem oberen
Rand von S verbindet,

— héngt das Ereignis {LV(S) = P;} nur von der Aktivierung derjenigen Kanten in S
ab, die links von P; liegen (und zwar einschlieflich der Kanten von P),

— und das Ereignis Z(P;) hangt nur von der Aktivierung der Kanten in S ab, die rechts
von P liegen (ausschlieRlich der Kanten von Pp).

— Hieraus folgt, dass die Ereignisse {LV(S) = P;} und Z(P;) unabhéngig sind, d.h.,
P,(Z(P) | LV(S) = ) = Py(Z(P)). (44)

o Weil auRerdem X (R,S) D> Up, ({LV(S) = P} N Z(Py)), ergibt sich insgesamt, dass

~

P(X(RS) = B(J, (LV($) = A}nz(m))

- X, BV - AR

= Y, BoZ(P) | LV(S) = P B,(LP(S) = P)
o) > Bo(Z(P)) By(LP(S) = P)

= % P (H(R) Y, By(LP(S) = Py)

- % P,(H(R)P,(V(S))

e Damit ist (42) bewiesen.

Beachte

e Im Beweis von Lemma 2.7 kann das n x n—Quadrat durch ein beliebiges r x n—Rechteck
mit 2 < r < m ersetzt werden. In Verallgemeinerung von (42) ergibt sich dann die
Ungleichung

Pp(X (R, R')) = 5 Pp(H(R)) Py (V(R')), (45)

N =

wobel R = [m] x [2n] und R’ = [r] X [n].

e Sei nun p € [0,1] und sei R = [m] x [n] ein beliebiges m x n—Rechteck.
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— Fiir die P,~Wahrscheinlichkeit des Ereignisses H(R), dass es einen aktivierten Pfad
gibt, der den linken Rand von R mit dem rechten Rand von R verbindet, verwenden
wir im folgenden die (Kurz—) Schreibweise hy(m,n) = P,(H(R)).

— Insbesondere setzen wir h(m,n) = hy/3(m,n). Fiir jedes n > 2 ergibt sich dann aus
Formel (41) in Korollar 2.2, dass

h(n,n) > h(n+1,n) = % (46)

r

7

D

mi ma

Abbildung 16: Horizontaler Pfad in der Vereinigungsmenge zweier Rechtecke, deren Durchschmitt
ein r x 2n—Rechteck ist

Mit Hilfe von (45) ergibt sich aus der Korrelationsungleichung (38) die folgende Ungleichung fiir
h(m,n), die sich im weiteren als niitzlich erweisen wird.

Lemma 2.8 Fir beliebige my, mo,n,r > 2 mit my, mo > n > 1 gilt
1

h(mi 4+ mo —r,2n) > 1 h(my,2n) h(mz,2n) h%(n,r) h(r,n). (47)

Beweis
e Seien Ry = [m1] x [2n] und Ry = [m2] X [2n] zwei Rechtecke, deren Durchschmitt ein
r x 2n—Rechteck ist.

— Dann gilt
H(R1UR2) D X(R1,R)NX(Ry, R)NH(R),

wobei R’ das r x n—Rechteck ist, das in der rechten unteren Ecke von R; bzw. in der
linken unteren Ecke von R liegt, vgl. Abbildung 16.
— Hieraus ergibt sich, dass

Py jo(H(Ry U Rp)) > Py /o (X (Ri, R) N X (R, R') N H(R')). (48)

e Weil die Ereignisse X (Ry, R’), X(Rz, R') und H(R') up-sets sind, ergibt sich aus aus
der Korrelationsungleichung (38), dass

Py12(X(R1, R) N X(Rg, R) N H(R')) > Py/5(X (Ry, R')) Py jo(X (Ro, R'))P1/2(H(R(')) )
49
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e Insgesamt ergibt sich somit, dass

h(mi+ms—12n) = Pyu(H(RiUR))
B By (X Ry, B Prs (X (Ro, B) Py o (H(R)
2 BB R)) Bya(H () B o (V(R) By ol ()
- i h(ma, 2n) h(ms, 2n) h2(n, ) h(r;n) .

e Damit ist (47) bewiesen.

Aus Lemma 2.8 ergeben sich die folgenden unteren Schranken fiir h(m,n), wenn in (47) geeignet
gewéhlter Werte fiir mq, mo und r eingesetzt werden.

Korollar 2.3  Fiir beliebige n > 3 gilt

h(3n+43,2n) > 277, h(5n+7,2n) > 27  und  h(6n+9,2n) > 272°.  (50)

Beweis

e Fiir my =mg =2n+ 1 und r = n — 1 ergibt sich aus (46) und (47), dass

“4n 1
h(3n+3,2n) > 1 h(2n +1,2n) h(2n +1,2n) h%(n,n — 1) h(n — 1,n)
1
> 1 h(2n + 1,2n) h(2n + 1,2n) h%(n,n — 1) h(n,n)
(46)
> 277,

e Hieraus ergibt sich fiir m; = my =3n+ 3 und r =n — 1, dass

47 1
h(bn+17,2n) > 1 R%(3n +2,2n) h*(n,n — 1) h(n — 1,n)
1
> 1 27" 12(n,n — 1) h(n,n)
(4>6) 519

e Schlieflich ergibt sich fir my =5n+7, meo =2n+ 1 und r =n — 1, dass

(47)

h(6n+9,2n) > h(5n +17,2n) h(2n 4 1,2n) h*(n,n — 1) h(n — 1,n)

> 27 h(2n 4 1,2n) h%(n,n — 1) h(n,n)

1
4
1
4

(46) 2725
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Analog zu Lemma 2.8 lisst sich die folgende Ungleichung fiir A(m,n) herleiten.

Lemma 2.9 Fiir beliebige mq, ms,n > 2 mit my,mg > 2n gilt

1
h(my +mg —2n,2n) > = h(my,2n) h(ms,2n). (51)

\o}

Bewels

o Wir betrachten ein m; x (2n)-Rechteck und ein m; x (2n)-Rechteck, deren Durchschnitt
ein (2n) x (2n)—Quadrat ist, vgl. Abbildung 17.

e Genauso wie im Beweis von Lemma 2.8 ergibt sich dann aus der Korrelationsungleichung
(38), dass
h(my +ma — 2n,2n) > h(my,2n) h(2n,2n) h(ms,2n).

o Wegen h(2n,2n) > 1/2 (vgl. Korollar 2.2) ergibt sich hieraus die Behauptung.

\//\

Abbildung 17: Horizontaler Pfad in der Vereinigungsmenge zweier Rechtecke, deren Durchschmitt
ein 2n x 2n—Quadrat ist

Korollar 2.4  Flir jede natirliche Zahl k > 2 gibt es eine Konstante hy, > 0, so dass
h(kn,n) > hy fiir jedes n > 2. (52)
Beweis

e Fiir m; = m und my = 3n ergibt sich aus (50) und (51), dass

(51) 1 CORN
h(m+n,2n) > §h(m,2n)h(3n,2n) > 27%h(m,2n).

e Hieraus ergibt sich durch Iteration, dass fiir beliebige £ > 3 und n > 2
h(kn, 2”) Z 2—8(k‘—2)—1 — 215—8k‘ .
o Weil h(m,2n + 1) > h(m,2n) fiir beliebige m,n > 1 gilt, ergibt sich somit, dass

min{h(kn,2n + 1), h(kn,2n)} = 21578k,

e Damit ist die Behauptung bewiesen.
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2.4.3 TUntere Schranke fiir die kritische Auswahlwahrscheinlichkeit p.

e Wir betrachten die Zufallsvariable r(C,) = sup{p(o,z) : € C,},

— die Radius des aktiven (Bond-) Clusters C, geannt wird, der den Nullpunkt o € Z?2
enthilt.

— Dabei bezeichnet p(o,z) den graphentheoretischen Abstand zwischen o und x entlang
der Kanten des quadratischen Gitters.

e Wir leiten nun eine obere Schranke fiir die Tailfunktion von r(C,) her, die bei der Abschatzung
der kritischen (Bond—) Auswahlwahrscheinlichkeit p. niitzlich ist.

/?
/
S

Abbildung 18: Vier Rechtecke, die einen Ring bilden

Lemma 2.10 Es gibt eine Konstante ¢ € (0,00), so dass

Py/o(r(Co) 2 n) <n™° fiir jedes n > 1. (53)

Beweis

e Fiir p = 1/2 werden ebenfalls die Kanten des dualen quadratischen Gitters G* = (V*, E*)
mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 aktiviert.

— Aus Korollar 2.3 ergibt sich somit, dass ein 6n x 2n—Rechteck in G* wenigstens
mit der Wahrscheinlichkeit 272° einen horizontalen aktivierten (dualen) Bond—Pfad
besitzt.

— Analog hat ein 2n x 6n—Rechteck in G* zumindest mit der Wahrscheinlichkeit, 2725
einen vertikalen aktivierten Pfad.

e Wir betrachten nun zwei 6n x 2n—Rechtecke und zwei 2n x 6n—Rechtecke in G*, die einen
quadratischen Ring bilden, vgl. Abbildung 18.

— Zur Erinnerung: Das Ereignis, dass ein m x n—Rechteck einen (horizontalen bzw.
verikalen) aktivierten Pfad besitzt, ist ein up-set.

— Aus der Korrelationsungleichung (38) in Korollar 2.1 ergibt sich deshalb, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass jedes der vier Rechtecke einen horizontalen bzw. vertikalen
aktivierten Pfad besitzt (so wie in der Abbildung 18 schematisch dargestellt), grofer
oder gleich e = 27190 > ( ist.
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e Fiir jedes k£ > 1 sei Ay der quadratische Ring mit Mittelpunkt im Nullpunkt, der aus
zwei dualen (3-4F) x (4%)-Rechtecken und zwei dualen (4*) x (3-4*)-Rechtecken besteht,
so wie in Abbildung 18 dargestellt.

e Sei Fj, das Ereignis, dass Ay, einen dualen aktivierten Zyklus enthilt, der das Innere von
Ay (und somit auch den Nullpunkt o € Z?) umkreist.

Dann gilt offenbar
Py/o(Ey) > ¢ fiir jedes k£ > 1. (54)

— Wenn das Ereignis Ej, eintritt, dann gibt es keinen (nichtdualen) aktivierten Pfad
von einem Knoten des quadratischen Gitters G = (V, E) aus dem Inneren von Ay
zu einem Knoten aufierhalb von Ay.

In diesem Fall gilt also, dass

r(C,) < 3-4% < 4k, (55)
— Aufserdem sind die Ereignisse Ej und Ej fiir k # k' unabhéngig, weil die Mengen
Ap und Ay fiir k # k' disjunkt sind.

e Insgesamt ergibt sich also, dass fiir jedes ¢ > 1

41 (55) c
P15(r(Co) = 4°41) < )

=
Il ) ~
—

J4
Unabhingigkeit
= [JR2 (Ezi)

k=1
(54)
< (1 - E)Z )
d.h.,
Py a(r(Co) > 4711 < (1 —e)’. (56)

e Sei nun n > 1 eine beliebige natiirliche Zahl und ¢ > 1 so gewihlt, dass 4T < n < 4¢+2,

e Dann ergibt sich aus (56) die folgende Abschitzung:

IP)1/2(7“(CV0) > n) < IP)1/2(7ﬂ(cvo) > 4€+1)

(5§6) (1 B E)l
exp(£log(1 — ¢))

Clog(1 —¢)
= e((e+ 2104 (2K
Llog(1 —¢)

_ (4e+2)m
S —C

)

wobei ¢ = —log(1 —€)/(3log4) > 0.



2 ZUFALLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 38

Die in Lemma 2.10 hergeleitete Abschitzung (53) der Tailfunktion von r(C,), liefert eine untere
Schranke fiir die kritische Auswahlwahrscheinlichkeit p. = inf{p € [0,1] : 6(p) > 0},

e die in der Literatur das Theorem von Harris genannt wird,

e wobei 6(p) = P,(0 — oo) die (Bond-) Perkolationswahrscheinlichkeit bezeichnet, die der
Aktivierungswahrscheinlichkeit p € [0, 1] der Kanten entspricht.

Theorem 2.9 Es gilt 6(1/2) = 0 und somit

Pe > (57)

N =

Beweis

o Aus (53) ergibt sich, dass 0(1/2) = Py 5(r(C,) = 00) < Py/5(r(C,) > n) < n~¢ fiir jedes
n>1.

e Dies bedeutet, dass 6(1/2) = 0 und somit p. > 1/2.

2.4.4 Fundamentalsatz iiber Pivotvariablen fiir up—sets

Wir betrachten den gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,, A,,P,), wie in Abschnitt 2.4.1, wobei
n > 1 eine beliebige natiirliche Zahl ist.

e Sei 2, = {0,1}" die Menge aller 0-1-Folgen der Linge n.

o AuRerdem sei A, = P(2,) die Familie aller Teilmengen von £,,.

e Fiir beliebige p = (p1,...,pn) mit 0 < ps,...,p, < 1 betrachten wir das Wahrscheinlichkeits-
mak P, : A, — [0, 1], das fiir jedes A € A,, gegeben ist durch

Po(A)= > Il 2 II a-p).

a=(ai,...,an)EA:a;=1 ita; =0

Definition

e Fiir beliebige w = (w1,...,wn) € Oy, A € A, und 7 € {1,...,n} heift die i-te Kompo-
nente w; von w eine Pivotvariable fiir A, wenn

entweder w = (w1,...,w,) € A oder W' = (w1,...,wi—1,1 — Wi, Wit1,...,wn) € A.
(58)

e Beachte: Ob w; eine Pivotvariable ist, hingt also sowohl von w als auch von A ab.
e Die Wahrscheinlichkeit

Bi(A) = Pp(w : w; ist Pivotvariable fiir A) (59)

wird der Finfluss der i-ten Variablen auf das Ereignis A genannt.
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Der folgende Fundamentalsatz {iber Pivotvariablen fiir up—sets wird in der Literatur die Formel von
Margulis—Russo genannt.

Theorem 2.10 Sei A € A,, ein up—set. Dann gilt

aip_ P.(A4) = B:(A) fir jedes i € {1,...,n}. (60)
Wenn p1 = ... = p, = p, dann gilt insbesondere
d n
3 P4 = > Bi(4). (61)
i=1

Bewelis

e Um die Giiltigkeit von (60) zu zeigen, konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass i = n.

e Fiir beliebige k¥ € {1,...,n} und = = (z1,...,2;) € Q verwenden wir die (Kurz—)
Schreibweise
p"= [[ » J] C—p). (62)
:x;=1 12:x;=0
— Fir z = (21,...,2p-1) € Qy—1 setzen wir auflerdem

xy =(T1,. ., Tp_1,1) € Qy und - =(x1,...,Zpn-1,0) € Qp.
— Mit der in (62) eingefithrten Notation gilt dann offenbar, dass
p’t +p" =p". (63)
e Mit dem up-set A € A, assoziieren wir schlieflich die Mengen
A ={z€Qu1: 2, € Az_ € A} und Ap={z€Qy_1: a3 € Ajx_ ¢ A}.

e Dann gilt

Po(A) = > (p"+p")+ > p*t

TEA, T€A
(63)
= D Pt ) P
T€EA, €A

e Durch (partielles) Differenzieren nach p,, erhalten wir also, dass

i1I”n(A) = > p

Opn =
= Bn(A) )

wobei sich die letzte Gleichheit aus der folgenden Uberlegung ergibt:
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— Weil A € A, ein up-set ist, ergibt sich aus x4 ¢ A, dass auch z_ ¢ A gilt.
— Deshalb ist die n-te Komponente z,, von (x1,...,2Z,_1,%,) genau dann eine Pivot-
variable fiir A, wenn z = (z1,...,2,-1) € Ap.

e Damit ist (60) bewiesen.

e Die Giiltigkeit von (61) ergibt sich nun aus der Kettenregel fiir die Differentiation von
Produkten, denn fir p; = ... = p, = p gilt, dass

d "9
— P (A) = — P,(A).
& (A) ;api (A)

Bei der Anwendung von Theorem 2.10 in Abschnitt 2.4.5 ist eine untere Schranke fiir die Summe
>, Bi(A) in (61) niitzlich, die in der Literatur Friedgut—Kalai-Ungleichung genannt wird und die
wir hier ohne Beweis angeben.

Lemma 2.11 Sei A € Q,, ein Ereignis, das die Wahrscheinlichkeit ¢ = P,,(A) besitzt. Dann gilt

n

S Bi(A) > eq(1—q) log(5™), (64)

i=1

wobei 6 = maxX;eq1,... n} Bi(A) und c > 0 eine Konstante ist, die weder von q noch von 0 abhingt.

Einen Beweis von Lemma 2.11 findet man beispielsweise in Grimmett (2010), vgl. Theorem 4.82
dieses Buches.

2.4.5 Obere Schranke fiir die kritische Auswahlwahrscheinlichkeit p.

e Wir kehren nun wieder zur Untersuchung von Perkolationseigenschaften in Rechtecken R des
quadratischen Gitters in Z? zuriick, wobei wir stets annehmen, dass p =p; =ps = .. ..

e Dabei leiten wir zuniichst eine Abschéitzung des Einflusses
I,(e, H(R)) = P, (e ist Pivotvariable fiir H(R))
einer Kante e C R auf die Existenz von (horizontalen) aktivierten Pfaden in R her.
e Beachte. Weil H(R) ein up—set ist, gilt
I(e,H(R)) =P,(w: wt € HR),w™ € H(R)),

wobei wT und w~ Bond-Konfigurationen bezeichnen, fiir die der Zustand aller Kanten aufier
Kante e mit dem Zustand der Kanten fiir w iibereinstimmt und die Kante e fiir wt aktiviert
bzw. fiir w™ nicht aktiviert ist.

Lemma 2.12  Fir beliebige m,n > 1 sei R ein m x n—Rechteck in Z2?, und e sei eine beliebige
Kante in R. Fir jedes p € (0,1) gilt dann
I(e, H(R)) < 2Py 5(r(Co) > min{m/2 — 1, (n — 1)/2}), (65)

wobei r(C,) = sup{p(o,z) : * € C,} den Radius des aktiven (Bond-) Clusters C, bezeichnet, der
den Nullpunkt o € 7?2 enthdlt.
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Abbildung 19: Kante e, die Pivotvariable fiir H(R) ist, und zugehorige duale Kante e*, die Pivot-
variable fiir V (R") ist.

Bewelis

e Sei w € () eine Bond—Konfiguration, so dass die Kante e C R eine Pivotvariable fiir das
Ereignis H(R) ist.
— Dann gilt wt € H(R), d.h., bei Vorliegen der Konfiguration w™ gibt es einen hori-
zontalen aktivierten Pfad in R.
— AuRerdem gilt w™ ¢ H(R), d.h., die Kante ¢ C R gehort unter wt zu sdmtlichen
horizontalen aktivierten Pfaden in R.
e Bei Vorliegen der Konfiguration w ist also jeder der beiden Endpunkte von e iiber einen
aktivierten Pfad mit dem linken bzw. rechten Rand von R verbunden, vgl. Abbildung 19.
— Zumindest in einem der beiden Endpunkte von e beginnt somit ein aktivierter Pfad,
dessen Lénge grofer oder gleich m/2 — 1 ist.
— D.h., fiir jedes p € (0,1) gilt

I(e,H(R)) < 2P,(r(Co) > m/2—1). (66)

e Weil wt € H(R) und w™ ¢ H(R), ergibt sich aus Lemma 2.6, dass w™ ¢ V(R") und
w™r e V(RM).
— Bei Vorliegen der Konfiguration w™ gibt es also einen vertikalen aktivierten (dualen)
Pfad in R", der die zu e gehdrende duale Kante e* enthilt.
— Unter w beginnt somit zumindest in einem der beiden Endpunkte von e* ein akti-
vierter (dualer) Pfad, dessen Linge grofer oder gleich (n —1)/2 ist.
— D.h., fiir jedes p € (0,1) gilt
Ip(e, H(R)) < 2P1(r(Co) = (n—1)/2). (67)
e Weil das Ereignis {r(C,) > ¢} fiir jedes ¢ > 0 ein up—set ist, ist die Wahrscheinlichkeit

P,(r(C,) > ¢) monoton wachsend in p.
e Aus (66) und (67) ergibt sich also, dass

2Py /5(r(Co) > m/2—1), wennp<1/2,
Ip(e, H(R)) <
2Py /5(r(Co) > (n—1)/2), wennp > 1/2.
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Auferdem benétigen wir die folgende Abschétzung der Perkolationswahrscheinlichkeiten h,(m,n) =
Pp(H(R)).

Lemma 2.13 Seip > 1/2 und £ > 1 sei eine beliebige natirliche Zahl. Dann gibt es Konstanten
v =7(p) > 0 und ng = no(p,¢), so dass

hp(bn,n) >1—n"" fir jedes n > ng. (68)

Beweis

e Sei R ein (¢n) x n—Rechteck. Dann ergibt sich aus den Ungleichungen (53) und (65), die
in Lemma 2.10 bzw. 2.12 hergeleitet wurden, dass fiir jede Kante e C R und fiir jedes
n>2

(65) n—1 (53) n — 2\ —c¢
I(e, H(R)) < 2P1/2<T(CO)Z T) < 2( > ) ,

wobei ¢ > 0 eine Konstante ist, die nicht von p, £, e und n abhéngt.

— Hieraus folgt, dass I,(e, H(R)) < n~° fiir jedes hinreichend grofe n > n(c), wobei
0<d <e

— Mit der (Kurz—) Schreibweise f(p) = P,(H(R)) ergibt sich nun aus der Friedgut-
Kalai-Ungleichung (64) in Lemma 2.11, dass

Z I(e, H(R)) > c f(p) (1 — f(p)) log(6™ ") fiir jedes hinreichend grofe n,
eCR

wobei § = n=¢ und ¢ > 0 eine Konstante ist, die nicht von p, ¢, e, n und § abhingt.
— Hieraus und aus der Margulis—Russo—Formel (61) in Theorem 2.10 ergibt sich, dass

E%f@)@)E:%@JHM)Z<#@N1*f@DbﬂYU~ (69)

eCR

e Sei nun g(p) =log(f(p)/(1 — f(p))). Dann gilt

d s (@) re)+ 1) (& 1)

$Y = T )

1 d

= Toa T a’?:

e Hieraus und aus (69) ergibt sich somit, dass

d

W g(p) > clog(6™') = cc logn fiir jedes hinreichend grofe n. (70)

e In Korollar 2.4 hatten wir gezeigt, dass
f(1/2) > hy fiir jedes n > 2,

wobei hy > 0 eine Konstante ist, die nur von ¢ > 1 abhéngt.
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— Deshalb gilt auch

9(1/2) =1log(f(1/2)/(1 = f(1/2))) = ", (71)

wobei ¢’/ > 0 eine Konstante ist, die nur von £ > 0 abhéngt.

— Hieraus und aus (70) ergibt sich also fiir p > 1/2 und fiir jedes hinreichend grofe
n > no(p,£), dass

(70) , 1 (71)
g(p) = ed (p—3) logn+g(1/2) = log(n"),

wobei v = v(p) > 0 eine Konstante ist, die nur von p > 1/2 abhéngt.
e Wegen g(p) =log(f(p)/(1 — f(p))) ergibt sich somit, dass

f(p)
1—f(p)

log > log(n”) & —— >n"

bzw.
L—f(p) < n 7f(p) < n7 & fp)=>1—-n"".

e Damit ist die Behauptung bewiesen.

Mit den bereit gestellten Hilfsmitteln sind wir nun in der Lage, eine obere Schranke fiir die kritische
Auswahlwahrscheinlichkeit p. = inf{p € [0,1] : 6(p) > 0} herzuleiten,

e die in der Literatur das Theorem von Kesten genannt wird,

e wobei 6(p) = P,(0 — oo) die (Bond-) Perkolationswahrscheinlichkeit bezeichnet, die der
Aktivierungswahrscheinlichkeit p € [0, 1] der Kanten entspricht.

Theorem 2.11 Es gilt 0(p) > 0 fir p > 1/2 und somit

: (72)

N =

Pe <

Beweis

e Um die Giiltigkeit von (72) zu zeigen, nutzen wir die in Lemma 2.13 hergeleitete Unglei-
chung.

— Fiir jedes p > 1/2 sei n > no(p,2), wobei ng(p,2) die in Lemma 2.13 betrachtete
Konstante ist.

— For jedes k = 0,1,2,... sei Ry ein (2¥n) x (2¥*1n)-Rechteck, wenn k eine gerade
Zahl ist, und ein (2**1n) x (2¥n)-Rechteck, wenn k eine ungerade Zahl ist.

— Der linke untere Eckpunkt von Ry sei jedes k = 0,1,2,... der Nullpunkt.

— Aufserdem bezeichne Ej das Ereignis, dass es einen aktivierten Pfad in Ry, gibt, der

die beiden kiirzeren Begrenzungslinien von Ry miteinander verbindet, vgl. Abbil-
dung 20.
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— Und E sei die Menge aller derjenigen Bond-Konfigurationen des quadratischen
Gitters, fiir die es einen unendlichen aktivierten Cluster gibt.

e Dann gilt offenbar, dass

Ewx D () Ex-
k>0

e Andererseits ergibt sich aus Lemma 2.13, dass fiir jedes hinreichend grofie n

S P (Ep) < > (2n) 7 = 1?;_7 < 1.

k>0 k>0

e Insgesamt ergibt sich hieraus und aus der Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafsen,
dass

Pp(Ex) > Pp(ﬂ Ek)

E>0
= 1-p,(UJ Er)
k>0
> 1= Py(Ef)
k>0

> 0.

e Damit ist (72) bewiesen, denn P,(E+) > 0 impliziert, dass 8(p) = P,(0 — c0) > 0.

Ry

Rs

R,

Abbildung 20: Rechtecke Ry bis Rz und aktivierte Pfade, die jeweils die beiden kiirzeren Begren-
zungslinien dieser Rechtecke miteinander verbinden.

Aus den Theoremen 2.9 und 2.11 ergibt sich nun unmittelbar das folgende Resultat.

Korollar 2.5  Fir die kritische (Bond-) Auswahlwahrscheinlichkeit p. im quadratischen Gitter
gilt
1

. (73)



2 ZUFALLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 45

2.5 Bestimmung der kritischen Auswahlwahrscheinlichkeit p,. in Z?

e Wir leiten nun noch ein Analogon des Theorems von Harris—Kesten (vgl. Korollar 2.5) fiir die
kritische (Bond—) Auswahlwahrscheinlichkeit p.. im quadratischen Gitter her, die bereits in
Abschnitt 2.1.3 eingefiihrt worden ist.

— Wir betrachten also die Wahrscheinlichkeit
Pec = sup{p € [0,1]: xz(p) < oo} = inf{p € [0,1]: xz(p) = 0},

— wobei x,(p) = E|C,| und C, den (zufilligen) aktiven Cluster von Eckpunkten in Z2
bezeichnet, der den Nullpunkt o € Z? enthiilt.

e Hierfiir bendtigen wir die folgende Abschitzung, die fiir beliebige zusammenhingende Gra-
phen mit beschrinktem Knotengrad gilt.

2.5.1 Zusammenhingende Graphen mit beschrinktem Knotengrad

Lemma 2.14

o Sei G = (V, E) ein (endlicher oder unendlicher) zusammenhdngender Graph mit beschrinktem
Knotengrad, d.h., 2 < A = sup, ¢y v(v) < co.

o Flir jeden Eckpunkt v € V und fir jedes n > 1 gilt dann fir die Anzahl a, , der zusammen-
hingenden Teilgraphen in G, die den Eckpunkt v enthalten und insgesamt aus genau n Eck-
punkten bestehen, dass

Ay,n < an/Q ) (74)

wobei ¢ € (1,00) eine Konstante ist, die nicht von n abhdangt.

Bewelis

e Sei v € V ein beliebiger (fest vorgegebener) Eckpunkt.
o Fiir beliebige natiirliche Zahlen i, j, k > 1 bezeichne A;j;, die Familie derjenigen zusam-
menhéngenden Teilgraphen G, = (Vijk, Eijrx) C G, so dass
— v € Viji, |Vije| = i und [Ejji| = j
— und k£ Kanten in G genau einen Endpunkt in V;;, besitzen.

e Dann gilt
max{k,2j} <iA. (75)

— Denn es gilt £ < Ai, weil jede der k£ Kanten in G, die genau einen Endpunkt in
Vijr besitzen, an einem der ¢ Eckpunkte in V;j;, endet und weil von jedem dieser 4
Eckpunkte hochstens A Kanten ausgehen.

— Auferdem gilt 2j <iA, weil von jedem der ¢ Eckpunkte in V;; hochstens A Kanten
ausgehen und weil deshalb die Anzahl j der Kanten in V;j; durch ¢A/2 begrenzt ist.
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Sei p € (0,1). Fiir die zuféllige Bond-Konfiguration mit (jeweils der Wahrscheinlich-
keit p) unabhingig aktivierten Kanten bezeichne C, den zufélligen Cluster derjenigen
aktivierten Kanten, die (durch aktivierten Pfade) mit v verbunden sind.

— Fiir jedes i > 1 gilt dann

Z |Aijelp’ (1 - p)*
il p2 (1 - p)2)"
|Awk| \/ 1 -

— Weil stets 1 > P,(|C, | = i) gilt, ergibt sich hieraus, dass fir jedes i > 1

Z |Aiji| < (p(lfp)2)*m/2

Jik=1

Pp(|Cy| =)

<.
=

fiNgE ”iMsz T

,\
V&
&

und somit

—in/2 _ (i)*mﬂ _ (2_7>1A/2.

Ay < (max {p(1- )2}) 27 4

pe(0,1)

2.5.2 m-abhingige Site—Konfigurationen

Auferdem benétigen wir das Konzept der m-abhéngigen Site—Konfigurationen.

e Sei G = (V, E) ein beliebiger zusammenhéngender und lokal endlicher Graph.

e Um den Begriff der m-abhéngigen Site—Konfiguration einzufiihren, gehen wir dhnlich wie in
Abschnitt 2.3 vor.

Zur Erinnerung: Eine Funktion w : V' — {0, 1} heift Site-Konfiguration, wobei wir die
Schreibweise v — w, verwenden, d.h. w, = w(v) fir jedes v € V.

Sei Q2% = {0,1}" die Familie aller Site-Konfigurationen. Dabei heifit ein Eckpunkt v € V
aktiviert in der Konfiguration w € 2° genau dann, wenn w, = 1.

Ein Pfad von v nach v’ heifit aktiviert, wenn samtliche Eckpunkte des Pfades aktiviert
sind.

Sei A® die kleinste o—Algebra iiber Q°, die die so genannten Zylindermengen
C(F,z)={weQ’: wy=zpforall feF}

enthilt, wobei F eine endliche Teilmenge von V ist und 2z € {0,1}%.
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— Allerdings betrachten wir nun anstelle des in (23) eingefiihrten Produktmafies ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs P : A% — [0, 1], so dass die (zufélligen Aktivierungs—) Zusténde der
Eckpunktmengen Vi, Vo C V unabhéngige Zufallsvariablen sind, wenn

|lvg —va] >m fiir beliebige v1 € Vi,v9 € Va,

wobei m > 1 eine beliebige natiirliche Zahl ist und |vq — v2| den graphentheoretischen
Abstand zwischen v; und vy bezeichnet.

Beispiel
e Fiir beliebige p € (0, 1) betrachten wir zunéchst die (A®, o r)-messbare Abbildung =* :
Q® — F iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q°, A%, P;),
— wobei Z°(w) = {v € V: w, = 1} und P} das in (23) eingefiihrte Produktmaf ist.

— D.h,, es gilt ]P’]S,(C’(F,z)) = pltfeFzs=1} (1 — p){SEF:2,=0} fiir beliebige Zylinder-
mengen C(F, z).

e Beachte. Die zuféllige Menge =° kann als die Vereinigung von unabhingig aktivierten
Eckpunkten aufgefasst werden.

e Auferdem betrachten wir die zuféllige Site-Konfiguration 25 : Q% — Fiiber (Q°, A*, P;),
wobei

=s

E'(w)={veV:Fireinv eV mit [v —v| =1 gilt wy = 1}.

e Dann ist =° eine 3-abhéngige Site-Konfiguration.
Lemma 2.15

o Sei G = (V, E) ein (endlicher oder unendlicher) zusammenhingender Graph mit beschrinktem
Knotengrad, d.h., 2 < A = sup,¢y 7(v) < oc.

o Auferdem sei P* : A° — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl, so dass die Aktivierungszustinde
der Eckpunkte m-abhdngige Zufallsvariablen sind.

o Wenn das m-abhdngige Wahrscheinlichkeitsmafl P° so beschaffen ist, dass
PPwe’:w,=1)<p
fir jedes v € V und fiir eine (hinreichend kleine) Konstante p’ = p'(m,A) > 0,
— dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢/(m,A) > 0, so dass

P*(|C%| > n) < exp(—c'n) fiir beliebige v e V undn > 1, (76)

— wobei C3 C V die (zufillige) Menge derjenigen Eckpunkte bezeichnet, die mit v durch
einen Pfad von aktivierten Eckpunkten verbunden sind.
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Beweis

o Fiir jeden Eckpunkt x € V' gibt es hochstens A™ Eckpunkte in V, deren (graphentheo-

retischer) Abstand von x kleiner oder gleich m — 1 ist, denn wegen A > 2 gilt

I+A+A?+ . A< AT, (77)

e Wenn |C| > n gilt,

Beachte

— dann gibt es eine Teilmenge V' =V, C V, die genau n aktivierte Eckpunkte
enthilt, von denen einer der Eckpunkt v € V ist.

— AuRerdem gibt es wegen (77) eine Teilmenge V" C V', die wenigstens n/A™ Eck-
punkte enthélt, so dass |x; — 2] > m fiir beliebige (voneinander verschiedene)
Eckpunkte vy, vy € V.

— D.h., die Eckpunkte in V"' werden unabhingig voneinander aktiviert.

— Die Wahrscheinlichkeit, dass jeder Eckpunkt in V' aktiviert ist, ist also nicht grofer
als (p/)™/A".

Wegen Lemma 2.14 gibt es hochstens ¢*2/2 Teilmengen von V, die den Eckpunkt v und
n — 1 weitere (aktivierte) Eckpunkte enthalten, wobei ¢ € (1, 00) eine Konstante ist, die
nicht von n abhéngt.

Insgesamt ergibt sich hieraus und aus der Subadditividt von Wahrscheinlichkeitsmafsen,
dass

PO 2 ) < 2y = (A2 ) eT)" (78)

Wenn p’ > 0 hinreichend klein ist, so dass a = ¢*/2 (p/)}/2™ < 1, dann ergibt sich die
Abschétzung (76) mit ¢ = —loga.

Fiir m = 2 geniigt es wegen (77) und (78) hinsichtlich der Kleinheit von p’ > 0 zu
fordern, das ¢®/2 (p/)'/(1+2) wobei ¢ = 27/4 gesetzt werden kann, vgl. den Beweis von
Lemma 2.14.

Im nachfolgenden Abschnitt 2.5.3 werden wir den Fall m = 5 und A = 4 betrachten. Um
dann Lemma 2.15 anwenden zu konnen, gentigt es p’ > 0 so zu wahlen, dass

(27/4)% () < 1. (79)

2.5.3 Exponentiell beschrinkte Bond—Cluster in Z?>

e Wir kehren nun zur Untersuchung von zufilligen Bond—Konfigurationen im quadratischen
Gitter zuriick, wobei wir annehmen, dass die Kanten unabhéngig aktiviert werden und zwar
jeweils mit der (Bond—) Auswahlwahrscheinlichkeit p < 1/2.

e Mit Hilfe von Lemma 2.15 zeigen wir, dass dann die Tailfunktion von |C,| exponentiell be-
schrinkt ist, wobei C, den aktiven (Bond—) Cluster bezeichnet, der den Nullpunkt enthélt.
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e Fiir die kritischen Auswahlwahrscheinlichkeiten p. und pe. ergibt sich hieraus, dass pe. = p. =
1/2.

Theorem 2.12  Fir jedes p < 1/2 gibt es eine Konstante a = a(p), so dass

P,(|Co| > n) < exp(—an) fir jedes n > 1. (80)

Bewelis

e Sei p < 1/2, und p’ = p'(5,4) sei so gewihlt, dass (79) gilt.
o AuRerdem sei G* = (V*,E*) das duale quadratische Gitter, dessen Kanten mit der
Wabhrscheinlichkeit 1 —p > 1/2 aktiviert werden.

— Fiir ¢ = (1—p’)/* ergibt sich dann aus Lemma 2.13, dass es eine (hinreichend grofe)
natiirliche Zahl k > 1 gibt, so dass

hi_p(3k, k) > c, (81)

— wobei h1_,(3k, k) = P1_,(H(R)) die (horizontale) Perkolationswahrscheinlichkeit
fiir das (3k) x k—Rechteck R im dualen quadratischen Gitter G* = (V*, E*) bezeich-
net.

e So wie in Abbildung 18 betrachten wir nun vier (3k) x k-Rechtecke in G* = (V*, E*),

— deren (paarweise) Durchschnitte k& x k—Quadrate sind und
— die einen quadratischen Ring A bilden, der in der Mitte ein s x s—Quadrat S des
(nicht dualen) quadratischen Gitters G = (V, E) enthilt, wobei s = k + 1.

e Aus (81) und aus der Korrelationsungleichung (38) in Korollar 2.1 ergibt sich, dass die
Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses B*,

— dass jedes der vier Rechtecke einen horizontalen bzw. vertikalen aktivierten Pfad in
G* = (V*, E*) besitzt (so wie in der Abbildung 18 schematisch dargestellt), grofer
oder gleich ¢* =1 — p ist,

— wobei die Vereinigung dieser vier aktivierten Pfade einen (dualen) aktivierten Zyklus
enthélt, der S umschliefit.

e Mit B(S) bezeichnen wir das Ereignis, dass es einen Eckpunkt z in § C V und einen
aktivierten Pfad in G = (V, E) von z zu einem Eckpunkt von G gibt, der auferhalb von
A liegt.

o Weil das Ereignis B(S) genau dann eintritt, wenn B* nicht eintritt, gilt
P,(B(S) < 1-c* = p. (82)

e Wir definieren nun ein 5-abhéngiges Wahrscheinlichkeitsmaft P?, fiir das die Eckpunkte
des (nicht dualen) quadratischen Gitters in G = (V, E) wie folgt aktiviert werden, (vgl.
Abbildung 21).

— Der Eckpunkt 2 = (z1, 22) € Z? wird genau dann aktiviert, wenn das Ereignis B(S,)
fiir das s x s-Quadrat S, = [sz1 + 1,521 + 8] X [s22 + 1, 829 + s] eintritt.
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S,

Sz

SZ

Abbildung 21: Konstruktion des 5—abhéngigen Wahrscheinlichkeitsmafes P*

— Dies bedeutet, dass jeder Eckpunkt z € Z? mit der P*~Wahrscheinlichkeit P, (B(S.))
aktiviert wird, die wegen (82) kleiner oder gleich p’ ist.

Sei C, der aktive (Bond-) Cluster in der urspriinglich betrachteten (unabhingig akti-
vierten) Bond-Konfiguration des quadratischen Gitters G = (V, E), der den Nullpunkt
enthilt.

Aufserdem sei C?! der aktive (Bond-) Cluster, der den Nullpunkt enthilt, unter dem
5—abhéngigen Wahrscheinlichkeitsmafl P.

Wegen (79) ergibt sich dann aus Lemma 2.15, dass es eine Konstante ¢’ > 0 gibt, so dass
P*(|CY] > n) < exp(—c'n) fiir jedes n > 1. (83)
Fiir alle w € Z? gilt |M,,| = (4s + 1)?, wobei
My={veZ: |lv-wl <2s} und [|v| =max(|jvi|,]|va]).

— Deshalb folgt aus w € Cp und |Cy| > (4s + 1), dass Cp \ M,, # 0.
— Ist 2 € Z%2 und w € S, so gilt

My, 2>{v €Z? : " €S, : v -0 <s}.

— Insbesondere folgt aus S, N Cy # ) und |Co| > (4s + 1)2, dass B(S.,) eintritt.
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o Ist (wy,ws) eine Kante in Z2, so ist die Menge {z € Z? : S, N {wy,wo} # 0,S5.NCy # 0}
eine zusammenhingende Teilmenge von Z2.

—~ Wegen o € {z € Z%: 5, N Cy # 0} folgt somit {z € Z* : S, N Cy # 0} C C}.
— Da ‘SZ N ZQ‘ = 52 folgt somit fiir alle n > (4s + 1)?, dass

Py(ICo| > n) <P*(|Cg| > n/s%) < exp(—c'n/s?).

Aus Theorem 2.12 ergibt sich nun unmittelbar das folgende Resultat.

Korollar 2.6 Fir die kritischen Auswahlwahrscheinlichkeiten p. und pes im quadratischen Gitter
gilt
1
Pes = DPc = 5 (84)

Bewels

e Aus der Ungleichung (80) in Theorem 2.12 ergibt sich, dass E |C,| < oo, wenn p < 1/2.
e Hieraus folgt, dass p.s > 1/2.
o Weil stets pes < pe gilt, ergibt sich andererseits aus Korollar 2.5, dass pes < p. < 1/2.

3 Poissonsche Eckpunktsysteme in R?

3.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften
3.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von zufilligen Zihlmafien

e Zur Erinnerung: Sei d > 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Die o—Algebra B(RY) der Borel-
Mengen im d-dimensionalen euklidischen Raum R¢ ist die kleinste Familie G von Teilmengen
des R?, die

— alle Quader der Form B = (a1,b1] X ... X (aq, bg] fiir beliebige a;,b; € R mit a; < b; fiir
i =1,...,d enthilt und

— die abgeschlossen ist beziiglich der Bildung des Komplementes sowie der Vereinigung von
abzihlbar vielen Mengen aus G, d.h., fiir beliebige A, Ay, As,... € G gilt R\ A € G und
UnZl A; €G.

e Das d-dimensionale Lebesgue-Maf v, : B(R?) — [0, co] wird eindeutig bestimmt durch seine
Werte v4(B) = Hle(bi —aj;) fiir alle Borel-Mengen der Form B = (ay,b1]x...x (aq, bg) € Q4,
wobei Q7 die Familie der (beschréinkten) halboffenen d-dimensionalen Quader in R? ist, d.h.,

Q'={BCR: B=(ay,b1] x ... % (aa,ba, ai;,b; ER, a; <b;Vi=1,....d}. (1)
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Definition

e Sei N die Familie aller lokal endlichen Z#hlmake ¢ : B(R?) — {0,1,...} U {oo}, d.h.,
es gilt p(B) < oo fiir jedes B € Q% und @(U:’:l Bn> = > »(By) fiir paarweise
disjunkte By, Ba, ... € B(RY).

e Auferdem sei A die kleinste o—Algebra von Teilmengen von N, so dass ¢ +— ¢(B) fiir
jedes beschriinkte B € B(R?) eine (A, B(R))-messbare Abbildung ist.

e Ein zufilliges Zihlmaff N :  — N ist eine Zufallsvariable iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (9, .4, P) mit Werten in dem messbaren Raum (N, N), d.h., N ist ein
(mengen-indizierter) stochastischer Prozess {Ng, B € B(R?)} iiber (£, A, P), so dass
{Np(w), B € B(R%)} fiir jedes w € Q ein lokal endliches Z&hlmaR aus N ist.

Theorem 3.1 Sei {Np, B € B(R?)} ein zufilliges Zihlmaf. Dann ist die Verteilung von {Np}
ein Wahrscheinlichkeitsmaf iber (N, N'), das eindeutig bestimmt ist durch die Familie der endlich—
dimensionalen” Wahrscheinlichkeiten {Pg, .. B, (k1,...,kn) : n > 1,k1,...,k, >0, B1,...,B, €
97}, wobei

PBl,m,Bn(kla s 7kn) = P(NB1 = kla s aNBn = kn) .

Der Beweis von Theorem 3.1 kann mit Hilfe des Satzes iiber monotone Klassen (vgl. Lemma 2.2)
gefiithrt werden. Dabei geniigt es, die Wahrscheinlichkeiten Pg, . g, (k1,...,k,) fiir paarweise dis-
junkte Quader By, ..., B, zu betrachten. Aukerdem gilt der folgende (Existenz—) Satz von Kolmo-
gorov fiir zufillige Zahlmafe, wenn die Familie der Wahrscheinlichkeiten Pg, g, (k1,...,kn) den
Symmetrie—, Vertraglichkeits—, Additivitits- bzw. Stetigkeitsbedingungen (2) — (5) geniigt.

Theorem 3.2

o Sei{Pp,, B, (k1,....kn):n>1ki,....,k,>0,By,...,B, € Qd} eine Familie von Wahr-
scheinlichkeiten, so dass fir jedes n > 1

Pp,. B, (k1, - kn) = P_) .. Briy Br(1)s 5 Brn)) (2)
und -
Z PBl,»»»,Bn,Bn+1 (kla sy knv k) = PBl,»»»,Bn (klv ceey kn) (3)
k=0
fiir jede Permutation m von {1,...,n}, fir jedes n—Tupel k1, ..., k, > 0 von nivhinegativen

ganzen Zahlen und fiir beliebige halboffene d—dimensionale Quader By, ..., B,, B, € Q.

o Auferdem gelte

Z PBl7~~-,Bj—1,Bj7~-~7Bn (kla R kn) = PBl,...,ijl, G B, (klv ook, k) (4)
kj+...+kn=Fk, kj,....,kn >0 i=j
fiir beliebige j,n > 1 mit j < n, fir beliebige ky,...,kj—1 > 0 und paarweise disjunkte
Bi,...,B, € Q% und es gelte
7’7,11*{1;010 P[:ElleL,:El)X“‘X[def,,%,ﬂ?d)(o) = ]‘ (5)

fiir jedes © = (x1,...,14) € R%.
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e Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und ein zufdlliges Zihlmafl {Np, B €
B(R4)} diber diesem Wahrscheinlichkeitsraum, so dass {Pp, . g, (ki,... kn):n>1,ki,... .k, >
0, Bi,..., B, € Q%} die endlich—dimensionalen Wahrscheinlichkeiten von {Ng, B € B(RY)}
sind.

Der Beweis von Theorem 3.2 beruht ebenfalls auf Standardtechniken der Mafstheorie, vgl. z.B.
Kallenberg (2001), S. 115-116.

3.1.2 Poisson—Prozesse als zufillige Zihlmalfie

Wir fiihren nun den Begriff des Poissonschen Zihlmafes im d—dimensionalen euklidischen Raum R¢
ein.

Definition Sei By(R?) die Familie aller beschréinkten Borel-Mengen in R? und sei u : B(R?) —
[0, oc] ein beliebiges lokal-endliches MaR, d.h., u(B) < oo fiir jedes B € By(R?).

e Man sagt, dass {Np, B € B(R)} ein Poissonsches Zihlmaf mit dem Intensititsmaf p
ist, wenn
1. Np,, Np,,...unabhingige Zufallsvariablen sind fiir paarweise disjunkte By, Bs, ... €
Bo(R4) und
2. Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes B € By(R?).
e Wenn zusiitzlich vorausgesetzt wird, dass das Intensititsmaf g proportional zum d—
dimensionalen Lebesgue-Maf vy ist, d.h., fiir eine Konstante A € (0, 00) gilt
u(B) = Ava(B) VB eBRY, (6)

dann sagt man, dass {Ng} ein homogenes Poissonsches Zihlmaf§ mit der Intensitdt A
(bzw. kurz ein homogener Poisson—Prozess) im R? ist.

Beachte

e Aus Theorem 3.1 ergibt sich, dass die Bedingungen 1 und 2 in der Definition des Poisson—
Prozesses durch die folgenden (scheinbar schwicheren) Bedingungen ersetzt werden kon-
nen:

1*. Die Zufallsvariablen Np,, Np,, . ..sind unabhéngig fiir paarweise disjunkte B1, Bs,... €
0% und
2*. Np ~ Poi(u(B)) gilt fiir jedes B € Q°.
o Wenn das Intensitatsmafs p absolutstetig beziiglich des d—dimensionalen Lebesgue—Mafes
ist, d.h., wenn es eine Borel-messbare Funktion ) : R? — [0, 00) gibt, so dass

J(B) = /B Ma)de VB eBRY, (7)

dann wird X : R? — [0, 00) die Intensititsfunktion des Poisson—Prozesses { Np} genannt.
Die Intensitatsfunktion des Poisson—Prozesses in Abbildung 22 ist gegeben durch

)\(1’1,1‘2) =0.001"- 2, Va1 >0.
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Abbildung 22: Inhomogener Poisson—Prozess

Wir diskutieren zunichst einige elementare Eigenschaften von Poisson-Prozessen im R<.
Theorem 3.3 Sei {Np, B € B(R%)} ein Poisson-Prozess mit dem Intensititsmaf fu.

e Dann gilt

n

k1 k.,
P(Np, =ki,...,Np, = kn) = 2 (EZ;)! Z' (Bn) exp(qu(Bi)) (8)

fiir beliebige n > 1, ky, ..., k, > 0 und paarweise disjunkte By, ..., B, € Bo(R?).

o Auferdem geniigen die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Np, = k1,...,Np, = kn | Npg = k)
fiir jedes B € By(R?) mit 0 < u(B) < oo und fiir paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?)
mit |Ji—, B; = B einer Multinomialverteilung, d.h., es gilt

K pR (B p™ (B
Tnl oy 15 (B)

P(Np, =ki1,...,Np, =k, | Ng =k) = 9)

fiir beliebige k,ki,...,ky, >0 mitk =k + ...+ k.

Der Beweis von Theorem 3.3 ergibt sich unmittelbar aus den Bedingungen 1 und 2 in der Definition
des Poisson—-Prozesses.

Mit Hilfe der Theoreme 3.1 und 3.3 lasst sich eine einfache Methode zur Konstruktion von Poisson—
Prozessen mit endlichem Intensititsmals herleiten.

Korollar 3.1 Sei pu: B(R?) — [0,00) ein beliebiges Mafi mit 0 < u(R?) < oo, und N : Q — [0, 0)
bzw. S1,Ss,...: Q — R seien unabhingige Zufallsvariablen mit
. p) .
N ~ Poi(u(R%)), Si~ Lt Vi1, (10)
(u(R") S
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Dann ist das zufillige Zihlmap {Ng, B € B(R)} mit

Np=+#{i: 1<i<N,S;€ B} VB ecBR? (11)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdatsmafl .

Bewelis

Beachte

Mit der Schreibweise

p(B) =
ergibt sich aus (10) und (11), dass

k!

P(NBl:kla-~-7NBn:kn|N:k): mp

"(Bo) p*(By) ... p*(Bn)

fiir jedes n > 1, fiir beliebige, paarweise disjunkte By, ..., B, € B(R%) und fiir ko, k1, ..., kn >
0 mit k = ko + k1 + ...+ ky,, wobei Bosz\U?lei.

Hieraus folgt, dass

P(NB1:k17"'7NBn:kn): Z P(N:k)P(NBlzklaaNBn:kn|N:k)
k=ki1+...4+kn
> e~ (R k(R k! e
- et e PR (B) g (By) L g (B)
e k! (k—ky — . — ko)1l k!
o0 e H(Bo) yk—k1—.~kn (B} ¢ —1(R™N\Bo)
— Bi) ...k (B,
k:h;% k—ki—. — ko) Kyl o M B (B
e H(R\Bo) moe B ’u e #BI ki (B;)
- kl!...kn!“l(Bl)"' =11 :

=1

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Formel (8) in Theorem 3.3, dann erkennt man,
dass das in (11) gegebene zufillige Zahlmaf die gleichen endlich-dimensionalen Vertei-
lungen hat wie ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf p.

Hieraus und aus Theorem 3.1 ergibt sich sich nun die Behauptung. O

Wenn das Intensitdtsmafs p in Korollar 3.1 die Form u(B) = Avg(B N C) hat fiir ein
A < oo und eine beschriinkte Borel-Menge C' € By(R?) mit 0 < v4(C) < oo, dann sind
die in (10) betrachteten (unabhéngigen) Zufallsvektoren Si, S, ... gleichverteilt in C.

Wenn zusétzlich angenommen wird, dass die Menge C' ein d—dimensionaler Quader der

Form
C = (al, bl] X ... X (ad, bd] (13)

ist, dann hat der Zufallsvektor S; = (Si1,...,S:q) fiir jedes ¢ = 1,...,n unabhingige
Komponenten S;1,. .., Siq, wobei S;; ~ U(aj,b;) fir jedes j =1,...,d.
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e Die Aussage von Korollar 3.1 wird deshalb manchmal die bedingte Gleichverteilungsei-
genschaft von homogenen Poisson—Prozessen in beschrinkten Borel-Mengen genannt,.

3.1.3 Summation und Einschrinkung von Poisson—Prozessen

Das folgende Resultat iiber die Summation von unabhéngigen Poisson—Prozessen ist ein Analogon
der Faltungsstabilitit von Poisson—Verteilungen.

Theorem 3.4 Sei {Ng)}, {Nl(f)}, ... eine Folge unabhingiger Poisson—Prozesse in R? mit den
Intensititsmafen pq, po, . .., so dass das Maff p =32, p1; lokal endlich ist. Dann ist das zufdllige

Zihlmaf {Np} mit Ng = > o, Ng) ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf .

Beweis
e Wir zeigen zunéchst, dass
Np ~Poi(u(B)) VB € By(RY). (14)

— Weil {N(Bl)}, {Ng)}, ... unabhiingige Z&hlmafe sind, sind die Zufallsvariablen N(Bl), N(BQ), e
unabhéngig, wobei Ng) ~ Poi(u;(B)) fiir jedes 4 > 1 und fiir jedes B € By(R?).

— Aus der Faltungsstabilitdt von Poisson—Verteilungen ergibt sich somit, dass fiir jedes
n > 1 und fiir jedes B € By(RY)

n

SN~ Poi(> (B
=1

i=1

— Hieraus und aus der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafsen ergibt sich, dass fiir
beliebige k > 0 und B € By(R?)

o ) ~ )
< = < = <
P(Np < k) P(;N k)= lim P ;N k)

k j k J

o exp(= 31, wi(B)) (i, wi(B)) - exp(=u(B)) (u(B))

o ,}LH;O Z 5! - Z 4! ’
: =

— Damit ist (14) bewiesen.
e Um den Beweis zu beenden, ist noch zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Ng,, Np,,...,Np,

fiir jedes n > 2 und paarweise disjunkte By, ..., B, € Bo(R?) unabhingig sind.

— Weil die Zufallsvariablen {Ng ,i=1,...,m,j=1,...,n} fir beliebige m,n > 1 un-
abhéngig sind, ergibt sich aus ‘dem Satz uber die Unabhanglgkelt zusammengesetzter
Abbildungen (vgl. Theorem WR-3.18), dass auch die Zufallsvariablen {}_" | Nl(;j, j=

.,n} unabhéngig sind.
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— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafien kann man nun leicht zeigen,
dass die Zufallsvariablen

{Ng,.j=1,...n}={D Ny j=1,....n}
=1

ebenfalls unabhéngig sind. O

Wir zeigen nun noch, dass die Einschrinkung von Poisson-Prozessen auf Borelsche Teilmengen des
R? erneut zu Poisson-Prozessen fiihrt.

Theorem 3.5 Sei {Ng, B € B(R%)} ein Poisson-Prozess mit dem Intensititsmaf u, und sei
By € B(R?) eine beliebige Borel-Menge. Dann ist das zufillige Zihlmaf {Ng, B € B(R%)} mit
Np = Npnp, ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafl pi, wobei u(B) = (B N By) fiir jedes

B € B(RY).
Beweis

o Weil {Ng} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p ist, gilt
Np = Npnp, ~ Poi(u(BN By)) = Poi(fi(B)) VB € By(RY).

e Weil fiir beliebige paarweise disjunkte Bi,..., B, € By(R%) auch die Mengen B; N
By, ..., B,NBy paarweise disjunkt sind, sind die Zufallsvariablen Ng, = Np,nB,,...,NB, =
Np, B, unabhingig. O

3.1.4 Simulationsalgorithmus; Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Sei {Np, B € B(R%)} ein Poisson—Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) Intensitéitsmaf
w, und seien By, ..., B, € Q¢ paarweise disjunkte Quader mit der in (1) gegebenen Form, so dass
w(B;) > 0 fiir jedes i = 1,...,n.

Um den Poisson—Prozess {Np} in der beschréinkten Borel-Menge C' = |J_, B; zu simulieren,
geniigt es zu beachten,

o dass das zufiillige Zahlmafs {N B} mit N B = Npnc geméf Theorem 3.5 ein Poisson—Prozess
mit dem endlichen Zahlmaf f ist wobei i(B) = u(B N C),

e und dass man deshalb gemifs Theorem 3.3 bzw. Korollar 3.1 wie folgt vorgehen kann:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von N¢ ~ Poi(u(C)).
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Schritt 1 Falls No = k, dann generiere eine Realisierung des multinomial verteilten Zufalls-

vektors
(N1,...,Np) ~ Mult(k; p1,...,0n),

wobei p; = pu(B;)/u(C) fiir jedes i = 1,...,n.

Schritt 2 Falls (Ny,...,N,) = (k1,...,kn), dann generiere

k1 unabhingige Zufallsvektoren S{", ..., S\ ~ u(- N By)/u(By),

k,, unabhingige Zufallsvektoren 5\, ..., S ~ u(- 1 By,)/u(By),

wobei die Zufallsvektoren (S%l), cee S,S)), ceey (SYL), cee S,i:)) ebenfalls unabhéngig sind.

Beachte

e Seien (sgl), . sgl)), . (sgn), . s,(cn)) Realisierungen von (Sg), - S,(i)), . (,S’Yl)7 .

e Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {55”, . 55611), . s§”>, o Sgc:)} von Punkten im

R? eine Realisierung der Atome des Poisson—Prozesses { Nz} in der Menge C = |J]_, B;.

Wenn die Anzahl n der Quader By,...,B, € Q% grof ist, aus denen die Menge C' = U?:l B;
besteht, dann kann die praktische Umsetzung der Simulationsschritte 1 und 2 mit einem grofsen
Rechenaufwand verbunden sein.

e In diesem Fall kann es effizienter sein, den Poisson—Prozess { Np } mit der folgenden Akzeptanz—
und Verwerfungsmethode in C' zu simulieren.

o Diese Methode hat dariiber hinaus den Vorteil, dass das Gebiet C € R?, in dem Poisson—
Prozess {Np} simuliert wird, eine beliebige beschréinkte Borel-Menge sein kann.

— Sei also p : B(R?) — [0, 00] eine beliebiges (diffuses und lokal endliches) Maf, sei C' €
Bo(R4) eine beliebige beschriinkte Borel-Menge mit 0 < u(C) < oo, und sei

62 (al,bl] X ... X (ad,bd]

ein (beschriinkter) d-dimensionaler Quader mit C' C C.

— Um den Poisson—Prozess {Np} in der Menge C zu simulieren, kann man nun geméf
Theorem 3.5 wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von N¢o ~ Poi(u(C)).
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Schritt 1 Falls Nc = k, dann generiere so lange Realisierungen s1, s2, ... der unabhéingigen
Zufallsvektoren Si,Sa,... ~ p(- N C)/u(C), bis k der Pseudozufallszahlen sq,...,s, in der
Menge C' liegen, wobei

= mi Lt S A <i<jr>ky.
n rjnznll{#{z s;i€C1<i<j}>k}

Schritt 2 Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {s; : s; € C,1 <i < n} von Punkten im R?
eine Realisierung der Atome des Poisson-Prozesses {Np} in der Menge C.

3.2 Messbare Indizierung der Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir den Begriff der messbaren Indizierung der (zufélligen) Atome
von Poisson-Prozessen, der einen konstruktiven Zugang zu Poisson-Prozessen im R? und somit die
mathematische Grundlage von Simulationsalgorithmen bildet.

Beachte Man sagt, dass die Folge {S;} von Zufallsvektoren Sy, S, ... : © — R% U {oo} mit

. S;, falls N >,
S; = (15)

00, sonst

eine messbare Indizierung der (zufélligen) Atome des in (11) gegebenen zufélligen Zahlmafkes
{NB} ist.

Von nun an werden wir stets voraussetzen, dass das Intensitéitsmaf u : B(RY) — [0, 00] diffus ist,
d.h., es gelte
u({x}) =0 Vo e R, (16)

Der folgende Hilfssatz wird manchmal Disjunktheitstheorem genannt. Wir nutzen dieses Ergebnis,
um zu zeigen, dass man auch fiir Poissonsche Z&hlmafe mit einem beliebigen (diffusen und lokal
endlichen) Intensititsmak eine messbare Indizierung der Atome konstruieren kann.

Lemma 3.1

o Seien {Ng)7 B € B(RY)} und {N(BQ), B € B(RY)} zwei unabhingige Poisson—Prozesse mit
den Intensititsmafen py bzw. pz, so dass 0 < p1(R?), pa(RY) < .

o Auferdem seien {5';(1)} und {5';(2)} unabhdingige messbare Indizierungen der Atome von {Ng)}
bzw. {Ng)}, die gemafs (15) gegeben sind.

e Dann gilt fiir beliebige 1,7 > 1

P8 £ 5P} U {5V = 59 = o)) = 1. (17)
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Beweis
e Eg geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige 7,7 > 1 mit i # j
(1) _ (2 3(2) _
P({Si =57 n{s;” # oo}) =0.

e Mit der Schreibweise p*)(B) = ux(B)/ux(R?) fiir k = 1,2 und B € B(RY) ergibt sich
aus der Unabhingigkeit der Zufallsvektoren Si(l) und S J@), dass

PSSV =8P n{S? £ 0o}) = P({SM = 81 n{N® > j})

— PV 2 P = 57) = PV 2 j) [ P(sP =5 |8 =) P(SY € s

Rd
= P(N® >j) /

P(S" = 5)p®(ds) = P(N® > j) / pM({s}) p®(ds) =0,
R4 Rd

wobei in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass das Intensitdtsmals pq
diffus ist und dass somit p(*) ({s}) = 0 fiir jedes s € R<. O

Beachte Aus Lemma 3.1 ergibt sich insbesondere, dass durch {gl} mit

s falls N{Y >4,
Si=9q 8% o, falls NY) + NE > i > N, (18)
i=Npg
0 sonst

eine messbare Indizierung der Atome des zufélligen Mafes {Np} mit Np = N](gl) + N1(32)
gegeben ist.

Wir iibertragen nun den in (18) gegebenen Ansatz auf den Fall von beliebigen (endlichen bzw.
abzéhlbar unendlichen) Summen unabhingiger Poisson—Prozesse.

Theorem 3.6 Sei i : B(R?) — [0, 0] ein beliebiges diffuses und lokal endliches Maf. Dann gibt es
eine Folge S1,Sa,...: Q — RYU{co} von Zufallsvektoren, so dass das zufillige Zihlmaff {Np, B €
B(R4)} mit

Np=#{i: S;€ B} VBecB(RY (19)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmaf p ist.

Beweis

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass sich p als (abzéhlbar unendliche) Summe von end-
lichen MaRen pu1, 2, . .. : B(R?) — [0,00) darstellen lisst, so dass

W(B) =Y u;(B) VB eBEY, (20)
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e Dabei kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass u;(R?) > 0 fiir jedes j > 1.
e Gemif Korollar 3.1 gibt es dann fiir jedes j > 1 unabhingige Zufallsvariablen N ), S§j), Séj), e
mit

NG o Poi(p;RY)),  §D ~ Oy
G5 ®Y),  SP el iz

— so0 dass durch den Ansatz
NY =#{i:1<i<ND 9 eB}Y  VBeBRY

ein Poisson—Prozess { N ](33' ). Be B(R%)} mit dem IntensitéitsmaR 1; gegeben ist.
— Dabei koénnen die Folgen { N, 5’9), Sél), L A{N®, S§2), 5’52), ...}y «.. 80 gewiihlt
werden, dass sie ihrerseits unabhéngig sind.
— Damit sind auch die Poisson—Prozesse { N g)}, {N g)}, ... unabhéngig.
e Aus Theorem 3.4 ergibt sich nun, dass das zufillige Z&hlmag {Np} mit Ng = ;2| N ](; )
ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmafs p ist.

e Dariiber hinaus ergibt sich aus Lemma 3.1, dass durch die Folge {S;} von Zufallsvektoren

mit
Si(l) , falls N(U > 4,
S s falls N(O + N@) >4 > N1,
S; =
Si(i)N(l)—...—N(J'*l) , falls N 4+ 4+ NGO >4 > NO 4 4 N fiir ein j > 2,
00 sonst,
eine messbare Indizierung der Atome von {Np} gegeben ist, so dass (19) gilt. O

3.3 Transformationssitze

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei verschiedene Arten von Transformationen von Poisson—
Prozessen im R?.

3.3.1 Translation und Skalierung

Das folgende Theorem erfasst als Spezialfille die Translation bzw. Skalierung der Punkte von
Poisson—Prozessen.

Fiir beliebige d,d’ > 1 seien die Borel-Mengen E € B(R?) und E’ € B(R?) gegeben.
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e Auflerdem sei T : E — E’ eine Borel-messbare Abbildung, d.h., es gelte
T Y(B)={xcE: T(x)cB}YcBE) VB €B(FE),

e wobei die Urbilder von beschrinkten Borel-Mengen beschrinkt seien, d.h., es gelte

T Y(B)ecBy(E) VB €By(E).

Beachte Sei {Np, B € B(E)} ein beliebiges Z&hlmaf in F mit dem Intensitdtsmf p : B(E) —
[0, 00]. Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann durch den Ansatz

N/B’ - NT—l(B/) VB/ € B(E/) (21)

ein zufilliges Z&hlmaf {Nj,, B’ € B(E')} in E’ gegeben ist, wobei das Intensitdtsmafs p' :
B(E') — [0,00] von {Nj,} gegeben ist durch

(21)

#/(B') =ENp = ENgp 1) =p(T Y (B)) VB eB(E). (22)

Theorem 3.7 Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson-Prozess in E mit dem (diffusen und lokal endli-
chem) Intensititsmaf .

e Dann ist das in (21) gegebene zufillige Zihlmaf {Np,, B’ € B(E')} ein Poisson—Prozess in
E', dessen Intensititsmaf ' durch (22) gegeben ist.

o Wenn {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np} ist und wenn die Abbildung T :
E — E’' eineindeutig ist, dann ist durch

S =T'(8) (23)
eine messbare Indizierung {S.} der Atome von {Np,} gegeben, wobei die Abbildung T’ :
EU{oco} = E'U{oo} gegeben ist durch

() = T(z), fallsz€E,
00, falls x = oco.

Bewelis

e Offenbar gilt Nj;, = Np-1 () ~ Poi(u(T~(B')).

e Wenn Bj,...,B] € By(E’) paarweise disjunkte Borel-Mengen sind, dann sind auch die
Urbilder T=1(By), ..., T~Y(B),) paarweise disjunkt und die Zufallsvariablen

NIB{ = NTfl(Bi)7" . ’NIB;L = NT—I(B;L)

sind somit unabhéngig.
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e Auferdem ist die Abbildung S = T'(S;) : & — E’' U {oo} fiir jedes ¢ > 1 messbar, weil
die Abbildungen S; : 2 - EU{oo} und TV : EU {00} — E’ U {co} messbar sind, und
es gilt fiir jedes B’ € B(E’)

Np = Np-ipy=#{i: S, e T'(B")} = #{i: T'(S;) € B'}.

o Also ist {T/(S;)} eine messbare Indizierung der Atome von {NF, }. O
& &
A <
0, 8 .
: °
] &
0, §f .
: °
] o
0,4 .
- <
- ©
0,2 of
- <
o
T <
- o
i °
0442 —
0,2 0, 4 0,6 0,8 1

Abbildung 23: Poisson—Prozess auf der Parabel T(x) = (z, 2?)

Beispiele Sei {Np, B € B(E)} ein homogener Poisson-Prozess in E = (0, 00) mit der Intensitét
A=1
1. Sei E' = E = (0,00) und T(z) = 2.
e Dann ist {N},} ein Poisson-Prozess in (0, c0).

e Das Intensitdtsmaf p’ von { N}, } ist absolutstetig beziiglich dem (1-dimensionalen)
Lebesgue-Maf v (- N (0,00)), wobei die Dichte gegeben ist durch

Ve >0.

2. Sei B’ = E x E und die Abbildung T : E — E x E sei gegeben durch T(z) = (z, 22).
e Dann ist die Folge {S;} der Sprungrzeitpunkte des (Poissonschen) Zahlprozesses
{N¢, t > 0} mit N; = N eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auferdem ist {S!} = {(S;, S?)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses {Nj, } in (0,00)?,



3 POISSONSCHE ECKPUNKTSYSTEME IN RP 64

e dessen Intensitéitsmaff p auf dem Funktionsgraphen {(z,z2) : = > 0} konzentriert
ist.

e Beachte: Das heifst insbesondere, dass die Atome von {Nj, } mit Wahrscheinlichkeit
1 in einer 1-dimensionalen Teilmenge von (0, 00)? liegen; vgl. Abbildung 23.

3.3.2 Transformation in hoherdimensionale Raume

Wir betrachten nun noch eine andere Art der Transformation von Poisson-Prozessen im R?, mit
deren Hilfe man Poisson-Prozesse {NJ,} in hoherdimensionalen Riumen E’ C R? mit d’' > d
konstruieren kann, so dass der Triger des Intensitdtsmafes p’ von {Nj, } eine d'-dimensionale
Menge ist.

Theorem 3.8

e Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E € B(R?) mit dem Intensititsmaf pi, so dass
w(E) > 0, und sei {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auferdem sei m > 1 eine beliebige natirliche Zahl und Uy,Us, ... : Q — R™ sei eine Folge
von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvektroren mit der Verteilung Py, die von
{S;} unabhingig sind.

o Dann ist durch
N'(BxC)=4#{i: (S;,U;) € BxC} VB e B(E), C e BR™) (24)

ein Poisson-Prozess {Np,} in E' = E x R™ mit dem Intensititsmafl p' = p x Py gegeben.

Bewels

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass p ein endliches Maf ist.

— Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die messbare Indizierung {S;} der Atome
von {Np} durch (10) und (15) gegeben ist.
— Dann sind die Zufallsvektoren S, 5%, ... mit S = (S;, U;) unabhéngig, und es gilt

XPU V’LZl

— Aus Korollar 3.1 ergibt sich nun, dass durch den Ansatz
Np =#{i: 1<i<N,S/eB'} VB e€B(ExR")

ein Poisson-Prozess Nj, in B/ = E x R™ mit dem Intensitdtsmaf u’' gegeben ist,
wobei

pw(B)

/ﬂme:MwMM@

x Py(C)) = u(B) x Py(C) VB eB(E), CeBR™.
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— Damit ist die Behauptung unter der zusétzlichen Annahme bewiesen, dass p endlich
ist.
e Wenn p ein beliebiges (diffuses und lokal endliches) Maf ist,

— dann konnen wir y/ = p x Py als (abzdhlbar unendliche) Summe von endlichen
MafRen pf, u, ... darstellen

— und anschliefiend so wie im Beweis von Theorem 3.6 vorgehen. (]

Beachte

e Ahnlich wie bei zusammengesetzten Poisson-Prozessen in [0, c0), die in Abschnitt WT—
2.2.2 eingefithrt worden sind, konnen die in Theorem 3.8 betrachteten Zufallsvariablen
U; als ,Marken” der Atome 5; aufgefasst werden.

e Dabei sagt man, dass die Folge {(S;,U;)} der markierten Atome eine messbare Indizie-
rung eines unabhdngig markierten Poisson-Prozesses ist.

3.3.3 Radiale Simulation

Mit Hilfe der Theoreme 3.7 und 3.8 konstruieren wir einen Algorithmus zur radialen Simulation
von homogenen Poisson-Prozessen im R2.

e Sei T1,Ts,...: Q — [0,00) eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen mit T; ~ Exp(1) fiir jedes ¢ > 1.

e Fiir jedes A > 0 ergibt sich dann aus Theorem 3.7, dass durch

ein Poisson-Prozess {Np, B € B(]0,00))} in [0,00) gegeben ist, dessen Intensitidtsmafl u
absolutstetig ist mit der Dichte

dp

3 (x) =27z Vz>0.
x

e Dabei ist durch

eine messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np} gegeben.

o AuRerdem sei Uy, Us,...: Q — [0,27) eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit U; ~ U([0, 27)), die unabhéngig von {T;} ist.

e Dann ergibt sich aus Theorem 3.8, dass {(S;, U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines
Poisson—Prozesses in [0,00) x [0,27) ist, dessen Intensitdtsmafs durch p x U(0,27) gegeben
ist.
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e Die erneute Anwendung von Theorem 3.7 auf die Abbildung T : [0,00) x [0,27) — R? mit
T(s,u) = (scosu, ssinu) Vs>0,u€|0,2r) (25)

ergibt schlieflich, dass {T(S;,U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen
Poisson—Prozessen im R? mit der Intensitéit \ ist.

Sp e

a
| N S B S B S S B B B S B N S B S B S AV R B R B B B R

-0,6 -0,4 -0,2

S1°

° Sy

Abbildung 24: Radiale Simulation von homogenen Poisson-Prozessen

Um einen homogenen Poisson—Prozess mit der Intensitit A im Kreis B(o,7) = {x € R? : |z| < r}
mit Radius » > 0 zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere die Pseudozufallszahlen t1,%, ...,y geméf der Verteilung Exp(1),
wobei

Schritt 1 Generiere die Pseudozufallszahlen uy, us, . . ., Uy () geméf der Verteilung U(0, 27).

Schritt 2 Berechne die Vektoren (s1,u1),. .., (Sp(r), Un(r)), WObei

Vi>1.
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Schritt 3 Transformiere die Vektoren (s1,u1), ..., (Sp(r), tn(y)) mit Hilfe der in (25) gegebe-
nen Abbildung T : [0,00) x [0,27) — R2.

Schritt 4 Generiere so die Realisierung T(s1,u1),. .., T(sy(y), Un(r)) eines (2-dimensionalen)
homogenen Poisson-Prozesses im Kreis B(o,r) = {z € R? : |z| < r}; vgl. Abbildung 24.

3.3.4 Ortsabhingige Verdiinnung von Poisson—Prozessen; Simulationsalgorithmus

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass das Intensitdtsmaf p des Poisson—Prozesses {Ngp}

absolutstetig beziiglich des d—dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h., es gibt eine Borel-messbare
Funktion ) : R? — [0, 00), so dass

u(B):/B)\(a:)dx VB € B(RY), (26)

wobei A : R? — [0, 00) die Intensititsfunktion von {Np} genannt wird.

Aus den Transformationssitzen, die in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 hergeleitet worden sind,

ergibt sich die folgende Invarianzeigenschaft von Poisson—Prozessen beziiglich ortsabhéngiger Ver-
diinnung, vgl. Abbildung 25.

Abbildung 25: Ortsabhingige Verdiinnung der Punkte; p(z) =1 bzw. p(x) = 0.5

Theorem 3.9

o Seien A1, Ay : R? — [0,00) zwei Borel-messbare und lokal-integrierbare Funktionen, so dass

A (z) > Ao(x) Vz e RE. (27)
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— Sei {Sn} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—Prozesses mit der Inten-
sitdtsfunktion \i.

— Auferdem sei Uy,Us,...: Q — [0,1] eine Folge von unabhdingigen und im Intervall [0, 1]
gleichverteilten Zufallsvariablen, die von {S,} unabhdngig ist.

e Dann ist das zufillige Zihlmaf {Ng, B € B(RY)} mit
Np =#{n: Sy € B, Un < Xa(Sn)/A1(Sn)} ¥ B € B(RY) (28)

ein Poisson—Prozess mit der Intensitdtsfunktion \o.

Beweis

e Aus Theorem 3.8 ergibt sich, dass {(Sy, Uy)} eine messbare Indizierung der Atome eines
Poisson—Prozesses in R? x [0, 1] mit der Intensitétsfunktion A(z,u) = Ay () Tjg 1)(u) ist.

e Aus Theorem 3.7 ergibt sich nun, dass {(Sy,U},)} mit

/ U, falls U, < A2(Sn)/M(Sn),
U =

n

2, falls U, > \a(Sn) /A (Sn)

eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—Prozesses in R? x ([0, 1] U {2}) ist,
dessen Intensitatsmak u' gegeben ist durch

W (B % [0,1]) = /B /[ | oo/, (0 Q0 ) VB e BRY).

e Hieraus folgt, dass

w' (B x[0,1]) = /B i?gg A (z)dz = /B)\g(:c) dx VB € B(RY).

e Damit ist gezeigt, dass {N p} ein Poisson—Prozess mit der Intensitdtsfunktion Ay ist. O

Mit Hilfe von Theorem 3.9 ldsst sich ein Algorithmus zur Simulation von Poisson-Prozessen an-
geben, deren Intensitdtsfunktion eine beschrinkte Funktion ist. Hierfiir ist das folgende Korollar
niitzlich, dass sich unmittelbar aus Theorem 3.9 ergibt.

Korollar 3.2

o Sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der
Intensitdt \.

o Sei Up,Us,...: Q — [0,1] eine Folge von unabhingigen und in [0,1] gleichverteilten Zufalls-
variablen, die von {S,} unabhdingig ist, und sei p : R? — [0, 1] eine Borel-messbare Funktion.
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e Dann ist das zufillige Zihimaf {Np, B € B(R%)} mit
Np=#{n: S, € B, U, <p(Sy)} VB € B(RY) (29)
ein Poisson—Prozess, dessen Intensitdtsfunktion A:RY [0,00) gegeben ist durch

Mz) = Ap(x) Vo eRE. (30)

Um einen Poisson—Prozess mit einer vorgegebenen beschrénkten Intensitatsfunktion A : C' — [0, c0)
in einer beschrinkten Borel-Menge C' € By(R?) zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen,
vgl. auch Abbildung 25:

Schritt 0 Generiere die Realisierungen si,$2,...,s; € C der Atome eines homogenen
Poisson—Prozesses {5, } in C, dessen Intensitit Amax gegeben ist durch

Amax = Sup A(z) < co.
zeC

Schritt 1 Generiere die Realisierungen uy, us, ..., ux € [0,1] der unabhingigen und in [0, 1]
gleichverteilten Zufallsvariablen Uy, Us, . .., Ug.

Schritt 2 Eliminiere diejenigen Punkte s, fiir die u,, > A($pn)/Amax gilt.

Schritt 3 Die verbleibenden Punkte {s;,,...,s:,} C {s1,52,..., sk} bilden dann eine Rea-
lisierung eines Poisson-Prozesses mit der Intensitdtsfunktion A : C' — [0,00) in der Menge

C.

3.4 Konnektivititseigenschaften
3.4.1 Kiritische Eckpunktintensitit von r—Graphen

e In diesem Abschnitt betrachten wir Konnektivititseigenschaften der folgenden Familie von
Graphen G = (Ey,r), wobei

— die Menge der Eckpunkte =, = {S,} U {o} C R? die (zufillige) Menge der Atome eines
homogenen Poisson-Prozesses {S,} in R? mit der Intensitéit A € (0,00) ist, zu der der
Nullpunkt hinzugefiigt wird,

— und das (zufillige) Kantensystem F von G gegeben ist durch
E={(v,v)€ExxEy: 0< |v—2]<r}
fiir eine beliebige positive Zahl r > 0.

e Aus Theorem 3.7 ergibt sich, dass die skalierte zufillige Menge {r~1S5,} die Menge der Atome
eines homogenen Poisson—Prozesses mit der Intensitit 7%\ ist.
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e Die beiden Graphen G = (Ey,7) und G’ = (E,.4,, 1) besitzen also die gleichen (stochastischen)
Konnektivitédtseigenschaften.

e Deshalb werden wir im Folgenden (0.B.d.A.) annehmen, dass r = 1.

e So wie bisher schreiben wir v ~ ¢’ fiir v,v’ € Z) mit v # v, wenn es ein n > 1 und
eine (endliche) Folge von Eckpunkten vy,...,v, € 2 gibt, so dass vg = v, v, = v’ und
(v,v1), ..., (Vp—1,v") € E.

— Sei C, = {S,, : 0~ S,} der (zufillige) Site-Cluster, der den Nullpunkt enthilt, und
sei p(A) = P(|Cy| = k) die Wahrscheinlichkeit, das der Cluster C, genau k Eckpunkte
enthélt.

— Die Wahrscheinlichkeit poo(A) mit

Poe(N) =1 pr(N),
k=1

d.h., die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster C, unendlich viele Eckpunkte enthélt, wird
Perkolationswahrscheinlichkeit genannt,.

— Die kritische (Eckpunkt—) Intensitit A. ist definiert durch A\, = inf{\ > 0: po(X) > 0}.
Theorem 3.10 Fiir jedes d > 2 gilt 0 < A\, < 0.

Beweis
e Wir beweisen die Behauptung nur fiir den Fall d = 2. Fiir beliebiges d > 2 verlduft der
Beweis analog.
e Wir zeigen zunéchst, dass P(|C,| < co) = 1, wenn A > 0 hinreichend klein ist.
e Hierfiir zerlegen wir die Punktmenge C,

— in Punkte der ersten Generation, die direkt mit dem Nullpunkt verbunden sind,

— in Punkte der zweiten Generation, die iiber genau einen Zwischenpunkt mit dem
Nullpunkt verbunden sind, usw.

e Dabei hat jeder Punkt in C, hochstens eine Poisson—verteilte zuféllige Anzahl von un-
mittelbaren Nachkommen, deren Erwartungswert gleich Ar ist.

e Um den Ertwartungswert E |C,| nach oben abzuschétzen, betrachten wir einen Verzwei-
gungsprozess Z1, Za,...: 8 — {0,1,...} vom Galton—-Watson—Typ

—mit Z; =1und Z,,1 = lezl Ni(") fiir jedes n > 1,
— wobei {Ni("), i,n > 1} eine Doppelfolge von unabhingigen und identisch (Poisson—)
verteilten Zufallsvariablen ist mit N™ ~ Poi(\r).
e Man kann sich leicht iiberlegen,
— dass dann stets E|C,| <E(}02 | EZ,) =>"" | EZ, gilt
—unddass Y o2\ EZ, =Y (AMr)" < oo, wenn A < 7 L.
e Hieraus ergibt sich, dass A, > 0.
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e Wir zeigen nun umgekehrt, dass P(|C,| = 00) > 0, wenn A > 0 hinreichend grof ist.

Hierfiir legen wir ein quadratisches Gitter iiber die euklidische Ebene, dessen Zellen die
Kantenlange 1/4 besitzen.

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit p dafiir, dass es in einer beliebigen (jedoch vor-
gegebenen) Zelle des Gitters mindestens einen Punkt des Poisson—Prozesses gibt,

— wobei wir dieses Ereignis als Aktivierung des entsprechenden Eckpunktes des dualen
quadratischen Gitters interpretieren

— und die Aktivierung der Eckpunkte unabhéngig voneinander erfolgt.
e Aus Theorem 2.8 ergibt sich, dass p$ < 1 fiir das quadratische Gitter Z? gilt.
e Man kann sich leicht {iberlegen, dass p > p?, wenn A hinreichend grof ist.

e Hieraus ergibt sich, dass in diesem Fall die Nullpunkt—Zelle mit positiver Wahrschein-
lichkeit zu einem unendlichen Cluster von aktivierten Zellen des quadratischen Gitters
gehort.

o Weil dieses Ereignis impliziert, dass |C,| = oo, ergibt sich hieraus, dass A. < oc.

Beachte

e Die exakten Zahlenwerte von \. und von po(\) fiir A > A, sind unbekannt.

e Fiir d = 2 wurde mit Monte—Carlo-Simulation gezeigt, dass 1 — exp(—A.7/4) ~ 0.676,
d.h. \. ~ 1.44.

e Auflerdem gelten fiir d = 2 die Abschétzungen 0.969 < A. < 3.372.

e Fiir d = 3 wurde mit Monte—Carlo—Simulation gezeigt, dass 1 — exp(—(47/3)\./8) =~
0.290.

3.4.2 Existenz unendlicher Cluster

e Wir betrachten nun eine weitere Konnektivititseigenschaft der Graphen, die in Abschnitt 3.4.1
eingefiihrt worden sind.

— Dabei sei jetzt die Menge der Eckpunkte 2, = {S,} C R? die (zufillige) Menge der
Atome eines homogenen Poisson—Prozesses {S,,} in R? mit der Intensitéit A € (0, 00) ist,
ohne dass der Nullpunkt hinzugefiigt wird.

— Das Kantensystem sei so wie bisher gegeben durch
E={(v,v") €2\ xEy: Jv—2]|<1}.

e Fiir jedes n > 1 bezeichnen wir mit C,, = {S,, : Sm ~ S} den Site-Cluster, der den
Eckpunkt S;, des Poisson—Prozesses enthalt.

— Man kann sich leicht {iberlegen, dass
P(|Cp| = 0) = poo(A) fiir jedes n > 1

gilt, wobei poo(A) = P(|Cy] = o0) mit C, = {S, : 0 ~ S,} die in Abschnitt 3.4.1
eingefiihrte Perkolationswahrscheinlichkeit ist.
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— Auflerdem kann man zeigen, dass die Existenz von unendlichen Site-Clustern eng mit
der kritischen Eckpunktintensitit A. = inf{\ > 0: ps(A) > 0} zusammenhéngt.

e Und zwar gilt das folgende Analogon von Theorem 2.3.
Theorem 3.11 Sei A = {|C,| = oo fiir einn > 1}. Dann gilt

0, wenn A< A,
P(A) = (31)
1, wenn A > A..

3.4.3 Ergodizitit ergodischer Systeme

Um das Theorem 3.11 zu beweisen, kann man den Begriff der Ergodizitéit dynamischer Systeme
verwenden, den wir in diesem Abschnitt erlautern.

e Zur Erinnerung: Mit N wird die Familie aller lokal endlichen Z&hlmake ¢ : B(R?) — {0,1,...}JU
{00} bezeichnet, d.h., es gilt ¢(B) < oo fiir jedes B € By(R%) und SD(UZO:1 Bn) =3 ¢(Bn)
fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R?).

o Auferdem betrachten wir

— die o-Algebra NV C P(N), wobei A die kleinste o—Algebra von Teilmengen von N ist, so
dass ¢ — o(B) fiir jedes B € By(R?) eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist,

— und die Familie {T, z € R?} von (N, N')-messbaren Verschiebungsoperatoren T, : N —
N, so dass
(T.¢)(B) = ¢(B + ) Vo e RY B e B(RY), (32)

d.h., jedem Zahlmak ¢ = > a,d,, aus N wird das Zéhlmaf T,¢ = > a,0,, . zuge-
ordnet, wobei sdmtliche Atome von ¢ um den Vektor —z verschoben werden.

— Die ,Gewichte” a,, € R\ {0} der Atome s,, bleiben dabei unverandert.
e Man sagt, dass das zufillige Z&hlmaf {Np} stationir ist,

— wenn seine Verteilung Py invariant beziiglich {T,} ist, wobei Py(A4) = P(N € A) fiir
jedes A € N,

— d.h., wenn
Pn(A) = Py(T,A) VzeRY Ac N, (33)

wobel T, A ={T,p: ¢ € A}.

Beachte

e Wenn der Wahrscheinlichlichkeitsraum (N, A, Py) mit der in (32) eingefiihrten Familie
T = {T., v € R?} von (maferhaltenden) Verschiebungsoperatoren ergiinzt wird, fiir die
(33) gilt, dann sagt man, dass (N, N, Py, T) ein dynamisches Systeme ist.
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e Die in (32) eingefiihrte Familie {T,, * € R?} von Verschiebungsoperatoren besitzt die
Eigenschaft einer (algebraischen) Gruppe, denn offenbar gilt

Toro =Ty Ty und T, T_,=1I Vo e R,

e Im allgemeinen wird als Indexmenge G der Operatoren-Gruppe {T,, z € G} nicht
nur der euklidische Raum R betrachtet, sondern eine beliebige Abelsche lokalkompakte
Hausdorffsche Gruppe G, die dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt.

Definition
e Sei (2, 4, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei G eine beliebige Abelsche
lokalkompakte Hausdorffsche Gruppe, die dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt.
e Die Verkniipfungsoperation in G bezeichnet man dabei weiterhin mit ,4”.

— Auferdem sei B(G) die c—Algebra der Borel-Mengen in G,

— und sei v : B(G) — [0, oo] das (bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte)
Haarsche Majs, so dass

v(B) =v(B+x) Yz e @G, BeB(G).

e Sei {T,, z € G} eine Familie von eineindeutigen (A, .4)-messbaren Abbildungen T, :
Q — . Man sagt, dass {T} eine Strémung (bzw. ein Flow) in (2, A, P) ist, wenn

P(A) = P(T,A) VeeG, Ac A,
Tx-i—a;’ = Tx Tx/ und Tl T_a =1 va‘, fL‘I S G,
{(z,w) : Towe A} € B(G)® A VAeA.

e Wenn T = {T,} eine Stromung in (9, .4, P) ist, dann sagt man, dass das Quadrupel
(Q, A, P,T) ein dynamisches System ist.

Die zentrale Frage der Ergodizitdt dynamischer Systeme héngt eng mit den beiden folgenden Fra-
gestellungen zusammen.

Sei (2, A, P, T) ein beliebiges dynamisches System, und sei X : € — R eine beliebige Zufallsvariable,
so dass E|X| < oo. AuRerdem sei Wy, Wa,... € B(G) eine Folge von Borelschen Teilmengen der
Index-Menge G mit 0 < v(W,,) < oo fiir jedes n > 1.

1) Unter welchen Bedingungen existiert der Grenzwert

X(w) = nl;rrgo P /Wn X(Tyw)v(de) (34)

fiir P—fast jedes w € Q, wobei v : B(G) — [0, o] das Haarsche Maf ist.
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2) Wann gilt fiir die in (34) gegebene Zufallsvariable X : Q — R, dass
X=E(X|T), (35)
wobei E (X | Z) die bedingte Erwartung von X beziiglich der o—Algebra
I={AcA: A=T,AVzrecG}.

aller T-invarianten Mengen aus A ist.

Das folgende Resultat, dass in der Literatur individueller Ergodensatz genannt wird, gibt eine Ant-
wort, auf diese beiden Fragen.

Theorem 3.12  Sei Wy, W, ... € B(G) eine Folge von Borelschen Teilmengen der Indez—Menge
G, so dass

Wy C Wi und 0<v(W,) <oo VYn>1, (36)
) V(Wn nw, — x))

1 =1
Jim. SOV VeeG (37)

und . W)

v n - n

_— < , 38
Wy (38)

wobei W,, — W, = {z —y : x,y € W, }. Dann ezistiert der Grenzwert in (34) fir P—fast jedes
w € Q, und es gilt (35).

Einen Beweis von Theorem 3.12 findet man beispielsweise in dem Buch von A.A. Tempelman
(1992), Ergodic Theorems for Group Actions: Informational and Thermodynamical Aspects, Kluwer,
Dordrecht.

Beachte Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass der Grenzwert X (w) in (34) existiert und
P—fast sicher konstant ist. Dann ergibt sich aus (35), dass

X=E(X|I)=EX, (39)

d.h.; das ,Raummittel” X stimmt mit dem ,Scharmittel” E X iiberein.

Definitionen

e Eine Folge W1, Ws, ... € B(G) von Borelschen Teilmengen der Index—Menge G, die den
Bedingungen (36) — (38) geniigt, wird mittelnde Folge genannt.

e Man sagt, dass das dynamische System (2, A, P, T) ergodisch ist, wenn fiir jede inte-
grierbare Zufallsvariable X : Q — R und fiir jede mittelnde Folge {W,,} gilt, dass die in
(34) gegebene Zufallsvariable X : Q — R mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant ist.
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o Ein stationéres zufilliges Zdhlmal { Np} heift ergodisch, wenn das dynamische System
(N, N, Py, T) ergodisch ist.

In der Literatur werden weitere (dquivalente) Definitionsmoglichkeiten fiir die Ergodizitat von dy-
namischen Systemen betrachtet. Wir erwihnen hier zunichst zwei solcher Ergodizitéitskriterien,
ohne sie zu beweisen.

Theorem 3.13 Das dynamische System (2, A, P, T) ist genau dann ergodisch, wenn
max{P(A), P(A°)} =1 VAel (40)
oder wenn jede Darstellung
P=pP + (1-p)P" mit p € [0,1] (41)

des WahrscheinlichkeitsmafSes P als Mischung zweier T—invarianter Wahrscheinlichkeitsmafle P', P”
iber A trivial ist, d.h., wenn max{p,1 —p} =1 oder P = P".

Beachte

e Die Bedingung (40) bedeutet, dass die T-invarianten Teilmengen A € 7 eines ergodischen
dynamischen Systems (2, A, P, T) nur die Wahrscheinlichkeiten 0 oder 1 besitzen kénnen.

e Es ist klar, dass jede Linearkombination (41) von T—invarianten Wahrscheinlichkeitsma-
fen P’, P” iiber A erneut ein T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf$ ergibt. In diesem
Sinne bildet die Familie aller T—invarianten Wahrscheinlichkeitsmafie iiber A einen Sim-
plex.

e Die Bedingung (41) bedeutet, dass die ergodischen T—invarianten Wahrscheinlichkeits-
mafe iiber A die Eckpunkte dieses Simplex bilden.

Mit Hilfe von Theorem 3.13 ldsst sich auf einfache Weise noch ein drittes Ergodizititskriterium
herleiten.

Theorem 3.14  Das dynamische System (0, A, P,'T) ist genau dann ergodisch, wenn es eine
mittelnde Folge {W,,} g¢ibt, so dass

1
lim

n—oo (W)

/ P(ANT,A') v(dz) = P(A) P(A) VA A €A, (42)
Wy

Beweis

e Wir nehmen zunéchst an, dass das dynamische System (2, .4, P,T) ergodisch ist, und
zeigen, dass (42) fiir jede mittelnde Folge {W,,} gilt.
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e Aus der T-Invarianz des Wahrscheinlichkeitsmafies P ergibt sich, dass fiir beliebige

AA €A
! ! S ") v(de
i / PANT,A) v(ds) =~ /Wn P(T_, AN A') v(dz)
/]IA ww) P(dw) v(dz) = /A/ﬁ /W T4(T,w) v(dz) P(dw)
und somit

‘I/(I}Vn) /W P(ANT,A") v(dz) — P(A) P(A")
- | / (% /W 1a(Tow) v(dz) — P(4)) P(dw)
< / Jpe

— /Wn 14 (To0) v(dr) — P(A)] P(dw).

e Um die Giiltigkeit von (42) zu beweisen, ist zu zeigen, dass der letzte Ausdruck gegen 0
strebt fiir n — oco.

— Dies ergibt sich aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, denn
es gilt
1
—_ TA(T,w)v(dx) — P(A)| <1,
v [, T v - )

— und mit X (w) = T4(w) ergibt sich aus (34) und (39), dass

. 1 _ _
nhﬂngo V) /Wn I4(Tw)v(dz) =ET4 = P(A).

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass (42) fiir eine mittelnde Folge {W,,} gilt.
— Fir A= A’ € 7 gilt dann

P(4) = V(;,n) /W P(A)v(dz) = V(Van) /W P(ANT,A)v(dz)
o Lo

P(ANT,A")v(dz) — P(A) P(A'),

v(Wn) Jw,
d.h., es gilt P(A ( (A ) bzw. max{P(A4), P(A°)} = 1.
(40) i

- Aus der Bedlngung in Theorem 3.13 ergibt sich somit, dass (Q2, A, P, T) ergo-
disch ist. ]

Aus dem Ergodizitatskriterium in Theorem 3.14 ergibt sich dann das folgende Resultat.

Korollar 3.3  Sei {Np} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitat \. Dann ist {Np}
ergodisch.

Ein Beweis von Korollar 3.3 ist beispielsweise in Abschnitt 3.4.3 des Vorlesungsskriptes ,,Raumliche
Statistik” enthalten.
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3.5 Asymptotische Konnektivitidtseigenschaften von r—Graphen

e In diesem Abschnitt betrachten wir asymptotische Konnektivititseigenschaften von so ge-
nannten r—Graphen G = (V, E), die bereits in Abschnitt 3.4.1 eingefiihrt worden sind.

e Um die Notation einfach zu halten, beschrinken wir uns jetzt auf den planaren Fall, d.h.
d = 2, obwohl die meisten Ergebnisse dieses Abschnittes auch fiir beliebige Dimensionen
d > 2 gelten.

e Zur Erinnerung:
— Die Menge der Eckpunkte V ist die (zufillige) Menge
V ={S,}U{o} CR?

der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses {S,,, n = 1,2, ...} in R? mit der Intensitét
A € (0,00), zu der der Nullpunkt o € R? hinzugefiigt wird, wobei A = E#{S,, : S, €
[0,1]2}.

— Das (zufillige) Kantensystem E C V' x V von G gegeben ist durch
E={(v,0)eVxV:0<v—2]<r},
wobei r > 0 eine beliebige positive Zahl ist.
e Aus den Invarianzeigenschaften von Poisson—Prozessen (vgl. Theorem 3.7) ergibt sich, dass

— die skalierte zufillige Menge {\/XSn} die Menge der Atome eines homogenen Poisson—
Prozesses mit der Intensitdt 1 ist.

— Deshalb werden wir im Folgenden (0.B.d.A.) annehmen, dass A = 1.

3.5.1 Kritischer Konnektivitiatsradius

e So wie bisher schreiben wir v ~ v fiir v,v' € V mit v # v, wenn es ein n > 1 und
eine (endliche) Folge von Eckpunkten vy,...,v, € V gibt, so dass v = v, v, = v/ und
(v,v1), ..., (Vp—1,v") € E.

— Sei Cp, = {Sp : 0~ S,} der (zuféllige) Site-Cluster, der den Nullpunkt enthélt, und sei
O(r) = P(|Co| = k)

die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster C, genau k Eckpunkte enthilt.

— Die Wahrscheinlichkeit §(r) = P(|C,| = o0), dass der Site-Cluster C, unendlich viele
Eckpunkte enthilt, ist dann gegeben durch

O(r)=1- Zek(r) .
k=1

o Seir. =inf{r: 0(r) > 0}, wobei r. der kritische Konnektivititsradius genannt wird.
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e Genauso wie in Theorem 3.10 kann man zeigen, dass 0 < r. < oo. Dabei heifft der Graph
G = (V, E) subkritisch bzw. superkritisch, wenn r < r. bzw. r > r..

Das folgende Theorem zeigt, dass superkritische Graphen mit hoher Wahrscheinlichkeit Perkola-
tionspfade in grofen (langgestreckten) Recktecken besitzen.

Theorem 3.15

e Der Graph G = (V, E) sei superkritisch, d.h., es gelte r > r., und fir beliebige § € (0,1) und
kEe{l,2,...}
— sei Rsy = [0,Vk] x [0,0VE],

— und Qs 1 bezeichne das Ereignis, dass G einen Site—Cluster Vs ), im Reckeck Rs . besitzt,
der von links nach rechts verliuft,

— so dass jeweils mindestens ein Poisson-Punkt aus Vs einen Abstand zu den beiden
kiirzeren Seiten von Rsy, hat, der kleiner als r ist, d.h.

({O}x[o,éx/EDﬂ(Vg,k@b(o, 7“)) A0 und ({\/E}x[o,aﬁ])m(w,k@b(o, r)) £0.

e Dann gilt
lim P(Qs) =1 fiir jedes 6 € (0,1). (43)

k—o0

Der Beweis von Theorem 3.15 geht iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. Er kann beispielsweise
im Buch von Meester und Roy (1996), Corollary 4.1 nachgelesen werden.

3.5.2 Theorem vom Slivnyak—Typ

In dem folgenden Theorem vom Slivnyak—Typ wird die (Palmsche) Wahrscheinlichkeit einer Per-
kolationseigenschaft (des ,typischen’, d.h. zuféllig herausgegriffenen Eckpunktes) des Graphen G =
(V, E) durch einen Erwartungswert ausgedriickt.

o Fiir jedes n > 1 sei C,, = {Sm : Sn ~ Si,} der (zufillige) Site—Cluster von Poisson—Punkten,
der den Punkt S,, enthélt.

o Auflerdem sei
Nr([ov 1]2) = #{Sn € [Oa 1]2 : |Cn| = OO}

die Anzahl der Poisson—Punkte im Einheitsquadrat [0,1]> C R?, die zu einem unendlichen
Site—Cluster gehdoren.

Theorem 3.16 Fs gilt
0(r) =EN,([0,1%)  fiir jedes v > 0. (44)
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Beweis

Fiir £ > 1 sei ng), cee QL’Z) C [0,1)? eine Zerlegung des Einheitsquadrates [0,1]? in k2
gleichgrofe Quadrate mit der Seitenlénge 1/k.

Firi = 1,..., k% sei

1, wenn #{S, € Ql(-k) 2 Ch] =0} =1,
x® =

K3
0, sonst

die Indikatorfunktion des Ereignisses {#{S, € ng) . |Cp] = o0} = 1}, dass genau ein
Poisson—Punkt in ng) zu einem unendlichen Site—Cluster gehort.

Aufserdem sei X = Zil Xi(k). Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass

X < Xgq1 fiirjedes k>1  und lim X = N,.(0,1]?).

k— o0
Aus dem Satz {iber die monotone Konvergenz ergibt sich also, dass

lim E X, = EN,([0,1]?). (45)
k—o0

Sei nun A; = {#{5, € ng) : |Cp| = 0o} > 1} das Ereignis, dass es mindestens einen
Poisson-Punkt in ng) gibt, der zu einem unendlichen Site—Cluster gehort.

Dann gilt fiir jedes i = 1, ..., k2, dass

Ex® = px® =1)
= P(A;i | #{S0: 80 €QP} =1) P(#{Sn: S e QM1 =1)

= 9;&7’)(% + 0(%))

fiir k — oo, wobei O (r) = P(A; | #{S, : S, € Q™) =1).
Hieraus ergibt sich, dass fiir beliebige k > 1und i =1,...,k
k2

EXy = EY XV = BPEX" = 6:,(r)(1+0(1)). (46)

i=1

AuRerdem ergibt sich aus der (axiomatischen) Unabhéngigkeitseigenschaft von homoge-
nen Poisson—Prozessen, dass
lim 0y (r) =0(r).

k—o0

Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (45) und (46) die Giiltigkeit von (44). O
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3.5.3 o—Konnektivitat

e Sei nun « € (0,1) und r, = inf{r : 6(r) > a}, wobei r,, der a—kritische Konnektivititsradius
genannt wird.

— Dann gilt offenbar, dass
Te < T fiir jedes « € (0,1). (47)
— Dariiber hinaus ergibt sich so wie im Beweis von Theorem 3.10, dass
0< 1. <To <00 fiir jedes « € (0, 1).
e Fiir jedes k > 1 betrachten wir die Einschrinkung Vi, = {S, : Sn € [-Vk/2,Vk/2]?} des
Poisson—Prozesses {S,,} auf das Quadrat [—v/k/2,Vk/2]%.

e AuRerdem betrachten wir das (entsprechend eingeschrinkte) Kantensystem Ej C Vi x Vi,
wobei
B ={(v,0) € Vi x Vi : 0< Ju—2'| <7}

e Der zufilllige Graph Gi(r) = (Vi, Ex) heifst a-zusammenhingend, wenn Gp(r) einen Site—
Cluster besitzt, der aus mindestens ak Eckpunkten besteht.

o AuRerdem sagen wir, dass G (r) asymptotisch fast sicher (a.a.s.) a-zusammenhdngend ist,
wenn
lim P(Gk(r) ist a-zusammenhingend) = 1. (48)

k—o0

Wir zeigen nun, wie sich die Theoreme 3.15 und 3.16 anwenden lassen, um nachzuweisen, dass
die Giiltigkeit von (48) eng mit dem o-kritischen Konnektivitdtsradius ro = inf{r : 0(r) > a}
zusammenhingt.

Theorem 3.17 Sei a € (0,1).

o Wenn r > r,, dann ist Gi(r) a.a.s. a-zusammenhdngend.

o Wenn r < r,, dann ist Gi(r) nicht a.a.s. a-zusammenhingend.

Beweis
e Sei r > r,. Um die Giiltigkeit von (48) zu zeigen, nutzen wir die Tasache, dass
{Gi(r) ist a-zusammenhingend} D lelz N Q((f,z , (49)

wobei

- lelz das Ereignis bezeichnet, dass in dem (kleineren) Quadrat

Bsy, = [~Vok/2,V/6k/2)?

mit ¢ € (0,1) mindestens ak Punkte eines unendlichen Site-Clusters des (nicht
eingeschrankten) Graphen G (r) liegen,
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\

vn

Abbildung 26: Hinreichende Bedingung fiir a.a.s. a—Konnektivitit

— und Q((;le das Ereignis bezeichnet, dass der (eingeschrinkte) Graph Gi(r) in der
Menge Bi i \ Bs,r einen zusammenhéngenden Ring besitzt, vgl. Abbildung 26.

o Wegen (49) gilt

P(G(r) ist a-zusammenhingend) > P(lelz N Q((f,z)
= 1= PUOI U{92))
> 1= PU) - PURGR)
= PO+ PUQZ) ~ 1.
e Es geniigt also zu zeigen, dass
lim P(Qf)) =1 firi=12 (50)

k—o0

e Wir zeigen zunéchst, dass (50) fiir ¢ = 2 gilt, d.h., dass es mit beliebig grofser Wahrschein-
lichkeit einen zusammenh&ngenden Ring in By i \ Bs, gibt, wenn k > 1 hinreichend grof
ist.

— Wegen Theorem 3.15 gibt es in dem Reckeck
Ry _ 5y = |=VE/2,VE/2) x [-VE/2, ~V5k/2)

mit beliebig grofser Wahrscheinlichkeit einen Site-Cluster, der von links nach rechts
verlauft, wenn k& > 1 hinreichend grof ist.

— Weil die Differenz—Menge By i \ Bs, als Vereinigung von 4 solchen Rechtecken dar-
gestellt werden kann, vgl. Abbildung 27, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (50)
fiir § = 2,
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— wobei (genauso wie oben) die Wahrscheinlichkeit des Durchschnittes von vier Er-
eignissen nach unten durch ,die Summe der vier Einzelwahrscheinlichkeiten minus

Drei’ abgeschatzt wird.

AT

1

NG

} Vn(1-v%)
2

Abbildung 27: Existenz eines zusammenh#ngenden Ringes

e Wir zeigen nun, dass (50) fiir i = 1 gilt, d.h., dass es mit beliebig grofser Wahrscheinlich-
keit mindestens ok Punkte eines unendlichen Site-Clusters des (nicht eingeschrénkten)
Graphen G (r) gibt, die in Bsy = [—Vdk/2,V/6k/2)? liegen, wenn k > 1 hinreichend

grof ist.

— Weil wir annehmen, dass r > rq, gilt 0(r) > a.
— Hieraus folgt mit Hilfe von Theorem 3.16, dass es fiir jedes ¢ € (0,1) ein € > 0 gibt,

so dass
SEN,(|

— Dies impliziert dass,

P(N,(Bsi) <ak) =

IN
"U

IN

T

"U

(N
(NT
(

P

‘Nr B&k

0,1?) = 660(r) > a+e.

<o)

) < SEN(, ])75)

— SEN,([0,1] )‘ >5)

P(‘M _EN, ([0, 1]2)’ > 55—1> .

ok

— Eine mogliche Beweistechnik, um zu zeigen, dass die zuletzt betrachtete Wahrschein-
lichkeit gegen Null konvergiert, beruht auf der Tschebyschev-Ungleichung:

(P

~EN(0,12)| > e67!) <

VaI‘N,« (B(;,k)

(edk)? (51)
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— Allerdings muss dann gezeigt werden, dass (vgl. Ubungsaufgabe 2.4)

klirxgo ﬁ VarN,(Bs) =0.
— Alternativ ergibt sich die (stochastische) Nullkonvergenz in (51) aus der Tatsache,
dass sogar die entsprechende fast sichere Nullkonvergenz gilt.
— Denn der homogene Poisson—Prozess {S,,} ist ein ergodisches dynamisches System
beziiglich der Euklidischen Translationsgruppe des R? ist, vgl. Korollar 3.3.
— Deshalb gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

N, (B
lim 7( Mc) = lim

1 2 _ 2
Jlim = Jlim dekN,«([o,u ta)de = EN,([0,1]%).  (52)

e Damit ist die erste Teilaussage von Theorem 3.17 bewiesen.

e Um die Giltigkeit der zweiten Teilaussage zu zeigen, nehmen wir zunéchst an, dass
r <re..

— Man kann zeigen, dass dann 6(r) = 0 nicht nur fiir » < r., sondern auch fir r = r,
gilt.

— Hieraus und aus Theorem 3.16 ergibt sich, dass der »-Graph G = G(X, r), der durch
den homogenen Poisson-Prozess X = {S,} erzeugt wird, mit Wahrscheinlichkeit 1
nur endliche Cluster besitzt.

— Dies impliziert, dass limg_,oc P(Gj(r) ist a-zusammenhéngend) = 0, d.h., G(r) ist
nicht a.a.s. a-zusammenhéngend.

By

A

vk
Abbildung 28: Zerlegung des Quadrates By

e Sei nun r, <7 < rq.

— Um die zweite Teilaussage fiir diesen Fall zu beweisen, zeigen wir, dass a.a.s die grofste
Zusammenhangskomponente von Gy (r) aus weniger als ak Eckpunkten besteht.
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— Dies impliziert erneut, dass limy_,o P(Gx(r) ist a-zusammenhingend) = 0.

e Hierfiir zerlegen wir das Quadrat By j, = [-Vk/2,Vk/2]? in M? kongruente Quadrate
Bi,..., By mit der Seitenlinge v/k/M fiir ein festes M > /4/a, vgl. Abbildung 28.
Dann gilt

k ka . . 2
va(B;) = ST fiir jedes i =1,..., M". (53)

— Sei weiter ¢ € (1 — «/4,1) und bezeichne B] das Quadrat mit der Fliche dv(B;) <
dka/4, welches konzentrisch zu B; liegt.
— Schlieflich sei R; der Ring R; = B; \ B;. Dann gilt

va(BY]) o . r(R;)  «
L=0>1—— und somit < —. 54
VQ(B,L') 4 VQ(B,L') 4 ( )
o Wir zeigen, dass die Wahrscheinlichkeiten der folgenden vier Ereignisse A,(Cl)7 . .,Agf)
beliebig grofs werden, wenn k — oo, d.h., die Ereignisse AS), . ,Agl) sind a.a.s fir

k — oo:
1. AV = {X(B)) < ak/4 fiir jedes i = 1,..., M2}, wobei X (B) = #{n: S, € B},
2. 40 = {x (Ui R:) < ak/4},
3. A% = {N,(Bi ) < ak}, wobei N,(B) = #{S, € B : |Cy| = o},
4. Agf) = {Fiir jedes i = 1,..., M? enthilt der Ring R; einen geschlossenen Zyklus,
der in einer unendlichen Zusammenhangskomponente des r-Graphen G = G(X,r)

enthalten ist, der durch den homogenen Poisson-Prozess X = {S,}
mit der Intensitiat A = 1 erzeugt Wird.}

e Zu 1) Aus den Unabhingigkeitseigenschaften des Poisson—Prozesses X = {S,} ergibt
sich mit Hilfe des schwachen Gesetzes der grofen Zahlen (unter der Annahme A = 1),
dass

— X (B;)/v2(B;) — 1 in Wahrscheinlichkeit fiir jedes i = 1,..., M?, wenn k — co.
— Weil v5(B;) < ka/4 gilt (vgl. (53), ergibt sich hieraus fiir & — oo.

PAy) = P(X(Bi)<%kfﬁrjedesizl,...,MQ)

X(B;
> P( (Bi) _ 1f1'irjedesi:1,...,M2) 1.
VQ(B,L')

e Zu 2) Auf die gleiche Weise wie in 1) ergibt sich, dass limy_,c0 ]P’(A,(f)) =1, weil

M? M?

(54) M?v5(By)a ak

() - S 2 2t

i=1 i=1

wobei in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass v2(By) = k/M?2.
e Zu 3)
— Man kann zeigen, dass die Funktion (r) streng monoton wachsend ist fiir r €
(e, To)-
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— Aus Theorem 3.16 ergibt sich somit, dass
a>0(r) =EN.([0,1]?) fir r € (re, 7). (55)

— Hieraus und aus dem Gesetz der grofen Zahlen in (52) ergibt sich dhnlich wie in den
ersten zwei Fillen, dass fiir £k — oo

Nr(Bl,k)

(55)
P(AD) = P(N, (B ) < ak) > P( -

<EN([0,1%) B2

e Zu 4) Ahnlich wie im ersten Teil des Beweises lisst sich mit Hilfe von Theorem 3.15
zeigen, dass
lim P(AY) =1.
k—o00

e Auflerdem l&sst sich leicht zeigen, dass

{Jede Zusammenhangskomponente von Gj(r) besteht aus weniger als ak Eckpunkten}
>AV . .nal.
(56)
e Um (56) zu beweisen, geniigt es, die folgenden zwei Félle zu unterscheiden.

— Sei C' C Gi/(r) eine Zusammenhangskomponente, die Eckpunkte in zwei verschiede-
nen Quadraten Bj und B} mit i # j besitzt.

— Fiir jedes hinreichend grofse k£ > 0 gehoren dann auch Eckpunkte zu C, die in dem
Ring R; liegen und (unter der Annahme, dass das Ereignis A,(:l) eintritt) zu einer
unendlichen Zusammenhangskomponente des r-Graphen G = G(X,r) gehoren.

— Bei gleichzeitigem Vorliegen des Ereignisses Af:’) impliziert dies, dass |C| < ak.

— Wenn es umgekehrt ein i € {1,..., M?} gibt, so dass C nur Eckpunkte in der Menge

2
B; U Uj\i1 R; besitzt, dann ergibt sich bei Vorliegen des Ereignisses Ag) N Af), dass
IC| < ak/4+ ak/4 < ak.

e Wegen limg_, o P(Ag) N...N Agl)) = 1 ergibt sich nun mit Hilfe von (56), dass

lim P(Jede Zus.-hangskomponente von G (r) besteht aus < ak Eckpunkten) = 1.

k—o0

e Damit ist Theorem 3.17 vollsténdig bewiesen. O

3.5.4 Vollstindige Konnektivitit

e Wir betrachten die in Abschnitt 3.5.3 eingefiihrte Einschrinkung Gy (r) = (Vi, Ej) des r-
Graphen G = G(X,r) auf das Quadrat By, = [-Vk/2,Vk/2]>.

e Anstelle der in Abschnitt 3.5.3 diskutierten a—Konnektivitit von Gy (r) fiir einen vorgege-
benen Konnektivititsradius untersuchen wir nun den folgenden Begriff der (vollstéindigen)
Konnektivitat von G (ry) fiir eine Folge {r;} von Konnektivitdtsradien mit limy_ o 7 = 00.
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Definition Der Graph Gi(ry) heillt asymptotisch fast sicher (a.a.s.) zusammenhéingend, wenn

lim P(Gg(ry) ist zusammenhdngend) =1, (57)

k—o0

bzw. a.a.s. nicht zusammenhdngend, wenn

lim P(Gj(ry) ist nicht zusammenhéngend) = 1. (58)

k—o0

Theorem 3.18 Sei a € (0,00) und fiir jedes k = 1,2, ... sei der Konnektivitatsradius ry gegeben

durch
rr =+v/r lalogk. (59)

o Wenn o > 5m, dann ist Gy(ry) a.a.s. zusammenhdngend.

o Wenn o < 1/3, dann ist Gi(ry) a.a.s. nicht zusammenhdingend.

Bewels

e Wir zeigen zunichst die zweite Teilaussage.

— Sei also o < 1/3 und fiir jedes z € R? sei
Ap(z) ={#{n: o = Su| <m} =130 {#{n: me < |z — Sp| < 2rp} =0} . (60)

— Dann ergibt sich aus (59) und aus den Unabhéngigkeits— bzw. Verteilungseigenschaf-
ten des homogenen Poisson—Prozesses {S,,}, dass fiir jedes z € R?

P(A() = (1—exp(—mrd)) exp(-3mrd) 2 (1) (1= (2)7). (o)

e Auferdem kann man leicht zeigen, dass man fiir jedes k& > 1

— mindestens Sk/logk sich nicht iiberlappende Kreise B(zy 1, 7%), B(xk2, %), - - . mit
den Mittelpunkten zj 1,7k2,... € R? und dem Radius 2r; > 0 in das Quadrat
B = [—\/E/2, \/E/Q]2 »backen” kann, wobei 8 > 0 eine Konstante ist (die nicht von
k abhéngt).

— Wenn das in (60) eingefiihrte Ereignis Ag(z) fiir mindestens einen dieser Kreise
eintritt, dann ist Gy (ry) nicht zusammenhangend.

— Hieraus und aus (61) ergibt sich mit Hilfe der elementaren Ungleichung

1—t <exp(-t) fiir jedes t € [0, 1], (62)
dass

P(Gp(ry) ist nicht zusammenhéngend) > 1-—(1-— P(Ak(o)))ﬂk/ o ¥
(62)

G C)

< ol (- ()
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— Weil a < 1/3 und somit der Exponent des letzten Ausdruckes gegen Null konvergiert,
ergibt sich insgesamt, dass limy_ o, P(Gk(ry) ist nicht zusammenhéngend) = 1.

e Sei nun « > 57, und fiir jedes k > 1 sei g > 0 die kleinste positive Zahl, so dass

— der Ausdruck k/(logk — €,) ganzzahlig ist und
— sich das Quadrat By, = [—Vk/2,vVk/2]? in k/(logk — €},) gleichgroke Teilquadrate
By 1, B2, ... mit Flacheninhalt log k — ¢j, zerlegen lasst.

— Dabei nennen wir ein solches Teilquadrat By, ; ,,gefiillt”, wenn By, ; mindestens einen
Punkt des Poisson—Prozesse {5, } enthélt, und ,leer”, wenn By ; keinen Punkt des
Poisson—Prozesse {5, } enthilt.

e Dann gilt P(By; ist leer) = exp(—log k + ¢;,) fiir jedes & > 1 und somit fiir k¥ — oo

k/(—log k+ex)
P( ﬂ By, ; ist gefﬁllt) = (1 —exp(logk — &)

i=1

k/ (log k—<1)
) .1, (63)

weil man sich leicht tiberlegen kann, dass e, = o(1) fiir k& — oo.

e Es ist klar, dass Maximalabstand zwischen zwei Punkten in benachbarten Quadraten
By, i, Br,; mit der Lange der grofieren Diagonalen des Rechteckes By ; U By ; iiberein-

stimmt, also gleich \/5logk — 5ey, ist.
— Wenn r; > v/5logk — bey, bzw. (dquivalent hierzu)

7re > 51 (logk — &), (64)

dann ist also jeder Poisson—Punkt in B} ; mit simtlichen Poisson-Punkten in By ;
und dariiber hinaus mit sdmtlichen Poisson—Punkten in den benachbarten Quadra-
ten von By ; verbunden.

— Weil wir vorausgesetzt hatten, dass 777 = alogk und o > 57/4, ist die Bedingung
(64) fiir jedes hinreichend grofie k erfiillt.

e Hieraus und aus (63) ergibt sich, dass limy_, oo P(Gg(r) ist zusammenhéngend) = 1. O

Beachte

e Die in Theorem 3.18 hergeleiteten Wachstumsraten von a > 57/4 bzw. o < 1/8 des
Konnektivitdtsradius ri, die fiir grofe & > 1 vollstindige Konnektivitit bzw. das Nicht-
vorhandensein vollstdndiger Konnektivitit mit hoher Wahrscheinlichkeit gewihrleisten,
liegen relativ weit auseinander.

e In Abschnitt 3.5.6 zeigen wir, dass a = 1/4 die kritische Wachstumsrate des Konnekti-
vitatsradius ist, bei der fiir grofle k£ > 1 vollstidndige Konnektivitéit in das Nichtvorhan-
densein vollstandiger Konnektivitét (jeweils mit hoher Wahrscheinlichkeit) umschligt.

e Dabei benottigen wir eine so genannte Chen—Stein—-Schranke zur Approximation der Ver-
teilung von Zufallsvariablen mit nichnegativen ganzzahligen Werten durch geeignet ge-
wéhlte Poisson—Verteilungen, die wir zunichst in Abschnitt 3.5.5 herleiten.
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3.5.5 Chen—Stein—Schranke

e In diesem Abschnitt betrachten wir Familien von Zufallsvariablen X : Q@ — Z_ mit Werten in
Z+ ={0,1,2,...} und diskutieren eine Methode zur Approximation ihrer Verteilung Px durch
eine geeignet gewéhlte Poisson—Verteilung Poiy (mit dem gleichen Erwartungswert A = E X).

e Dabei leiten wir eine obere Schranke fiir den Variationsabstand drv(Px,Poiy) der beiden
Verteilungen her, die vom Chen—Stein—Typ ist.

Zunichst fithren wir den Begriff des Variationsabstandes fiir Z-wertige Zufallsvariablen ein und
leiten eine dquivalente Darstellungsformel her.

Definition Seien X,Y : Q) — Z, zwei beliebige Zufallsvariablen. Dann heifst

drv(Px,Py)= sup |P(X € B) — P(Y € B)| (65)
BCZy

der Variationsabstand von Px und Py .

Wir zeigen, dass sich der Variationsabstand drv (Px, Py) fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y : Q —
Z4+ durch Erwartungswerte ausdriicken lasst.

Lemma 3.2

o Seien XY : Q — Z, beliebige Zufallsvariablen, und sei h : Z, — R eine beliebige Funktion

mit
[h]l = sup [h(k)| < oco.
kEZ
e Dann gilt
1
drv(Px, Py) = 3  Sup [EA(X) —Eh(Y)]. (66)
B[] =1
Beweis

e Fiir jedes B C Z; gilt

P(XeB)-P(Y€B) < |P(XeB)-P(Y cB)
< max{P(X € B) - P(Y € B), P(X € B®) — P(Y € B%)},

wobeil B¢ = Z4 \ B das Komplement von B bezeichnet.

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (65) des Variationsabstandes drv(Px, Py) er-
gibt sich, dass

drv(Px, Py) = sup (P(X € B) - P(Y € B)). (67)
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e Auflerdem gilt offenbar fiir jedes B C Z, dass
P(XeB)-P(YeB)<P(XeBs)—PY €B>), (68)

wobel B> ={k€Zy: P(X=k)>PY =k)}.
e Somit ergibt sich, dass fiir jedes B C Z4

Y IP(X =k)— P(Y = k)

keZ
= Y (PX=k)-PY=k)+ > (PY=k-PX=k)
kEBs k€Z4\B>
= P(XeBs)—P(Y €Bs)+P(Y &Bs)—P(X ¢ B>)
(P X €B> P(YGBz))
@ 2(P(X € B)— P(Y € B)).
(

e Hieraus und aus (67) ergibt sich, dass

dry(Px, Pr) < 3 3 1P =) = P =B, (69)

e Andererseits gilt fiir jede Funktion h : Z; — R mit ||k| = 1, dass

Eh(X) —Eh(Y)| = ‘ S AP = k)~ 3 h(k)P(Y = k)}
keZ, kEZy
< 3 hR)I[POX = k) = P(Y = k)|
kEZy
< Y |P(X=k)-P(Y =k).
kEZy

e Dabei gilt insbesondere [Eh(X) — EA(Y)| = Y0y |[P(X = k) — P(Y = k)|, wenn
h(k) =1 fiir jedes k € B> und h(k) = —1 fiir jedes k € Z; \ B>.
e Hieraus und aus (69) ergibt sich die Behauptung. O

Der Ausgangspunkt bei der Herleitung von Chen—Stein—Schranken zur Approximation der Vertei-
lung Px von X : Q — Z, durch eine geeignet gewihlte Poisson—Verteilung Poiy ist das folgende
Resultat.

Theorem 3.19 Die Zufallsvariable X : Q — Z, mit Werten in Z ist genau dann Poiy—verteilt
fir ein X € (0,00), wenn

AEg(X +1)-E(X g(X))=0 fiir jede beschrinkte Funktion g : Z, — R. (70)
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Beweis

Beachte

Sei X : Q — Z, eine Poiy—verteilte Zufallsvariable.

Fiir jede beschriankte Funktion g : Z; — R gilt dann

E(Ag(X +1)) ZAng
7=>0

und

Zgg )\—'e_ Z)\gj—i—l e .

Jj=>1 >0
Damit ist die Giiltigkeit von (70) bewiesen.
Es gelte nun (70) fiir jede beschrinkte Funktion g : Z4 — R.
Damit gilt (70) insbesondere auch fiir die Funktion g, : Z; — R, wobei g5(n) = s™ fiir
ein beliebiges s € [—1,1], d.h., es gilt

0=AEs*T — E(Xs¥) = \sf(s) — sf'(s)

fiir jedes s € [—1,1], wobei f(s) = Y ,5, P(X = k) s* die monenterzeugende Funktion
von X und f/(s) ihre Ableitung bezeichnet.

Die Funktion f(s) ist also Losung der Differenzialgleichung f/(s) = Af(s) mit Randwert
f(l) = 1, dh, f(s) = exp()\(s — 1))

Dies gilt genau dann, wenn Px = Poiy. O

Die Chen-Stein—-Methode zur Poisson—Approximation basiert auf der Idee, dass fiir jede
ndherungsweise Poiy—verteilte Zufallsvariable X : Q@ — Z; mit Werten in Z, und fiir
jede beschrinkte Funktion ¢ : Z; — R die Differenz A\E g(X + 1) — E (X ¢g(X)) in (70)
einen Wert nahe bei Null haben sollte.

Um diese Idee zu prazisieren, nutzen wir die Tatsache, dass sich jede beschrinkte Funk-
tion f : Zy — Rin der Form Agy s(j + 1) — jgx,f(j) fiir 7 > 0 darstellen ldsst, wobei
gx,7(0) =0 und

(i +1) = )\J+1 ZPOI,\ {k})e* f(k)  fiir j > 0.

Denn hieraus ergibt sich, dass

ors0) = 10 IO opoi o)) b 7(0) = 20(1) - 09(0)
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und durch wiederholtes Einsetzen

Agxr(J + 1) —jg,\ £(J)
= )\j+1 ZPOI,\ {kY) e f(k)

= 3 POlA({J} Y FG)
= f (J')-
e Fir B C Z, betrachten wir insbesondere die Funktion fp : Z; — R mit fp(j) =
I5(j) — Poix(B), wobei Poix(B) = Y_,c 5 (e X /il).
e Dann untersuchen wir die Losung gy, r, der so genannten Stein—Gleichung

Ax 5 (G + 1) = jgx rs (i) = Ip(j) — Poixn(B) fiir jedes j > 0,

die gegeben ist durch gy, f,(0) = 0 und

Poix({k}) e* f (k)

k=

. e . . .
G+l = ij & (Poix(B NU;) — Poix(B)Poix(U;))

‘!GA . . c . c 3
- i\j+1 (Poix (B N U;)Poi (U$) — Poix(B N US)Poi(U;)) ,

wobei U; ={0,1,...,j}.
e Hieraus ergibt sich, dass

P(X € B) —Poix(B) = E(Agx, 15 (X +1) — Xga 15 (X)) . (71)

e Um die gleichméfRige Kleinheit der linken Seite der Gleichung (71) in B C Z; zu zei-
gen, schitzen wir die rechte Seite von (71) gleichméfig in B ab. Dabei ist die folgende
Ungleichung niitzlich.

Lemma 3.3

e Sei A >0 und B C Zy. Die Funktion g = g p : Z+ — R sei gegeben durch g(0) =0 und

Ag(7+1)—jg(j) = Ip(j) — Poirn(B) fiir jedes j > 0. (72)
e Dann gilt R
Ag<T=m < 1L wobei Ag =sup,ez, loGi+ 1) -~ 9(j)] (73)
Beweis

o Fiir jedes j > 0sei U; = {0,1,...,5}. Dann kann man leicht iiberpriifen, dass die Losung
der Rekursionsgleichung (72) gegeben ist durch

A

g(] +1) = f]il (POi,\(B N UJ) — POi,\(B)POi,\(Uj))

N
_ i’jil (Poix (B N U;)Poix (US) — Poix (B N U$)Poiy(U;)) -
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e Im Fall B = {j} priift man nun leicht nach, dass die Folge ¢(1),...,¢(j) negativ und
absteigend, wihrend die Folge ¢g(j + 1),9(j + 2), ... positiv und absteigend ist.

— Insbesondere nimmt im Fall j > 0 der Ausdruck g(i + 1) — g(¢) nur fiir ¢ = j einen
positiven Wert an und fiir diesen Wert gilt

s+ -gi) =t [ 3 X Zi]

—]+1
<min{j LA 1 —e M)}, (74)
— wahrend fiir j = 0 die Differenzen ¢(i + 1) — g(i) fiir alle ¢ > 0 negativ sind.
— Wegen gx 5 =3_;cp 9x {j} 8ilt dann die Abschéitzung

sgg(g(z +1) - g(l)) <A M1-e)

sogar fiir beliebiges B C Z..
e Die Relation g\ p = —gx pe zeigt nun, dass Ag < A71(1 — e ). O

Theorem 3.20

o Sei I eine beliebige Indexmenge, die nichtleer und abzdihlbar ist, und seien {X;, i € I}, {V;, i €
I} beliebige Familien von Zufallsvariablen X;,V; : Q — Z, ist, so dass

— P(X; €{0,1}) =1 fir jedes i € I

—und ), pi <00, wobei p; =EX; = P(X; =1).

— die Verteilung von V; ist gerade die bedingte Verteilung von Zjel X;—1 gegeben X; = 1.
o Fir X =3 . ;X gilt dann

dTV (Px,POI,\ (75)

i€l

wobei A\ =3 . pi-
Beweis
e Fiir B C Z* sei g = gy p die in (72) gegebene Funktion. Dann ergibt sich aus (72), dass
P(X € B) — Poiy(B) = E(Ag(X + 1) — Xg(X)).

e Zusammen mit den Identitdten A = >, ; p; und X = ., X; erhalten wir hieraus die

Beziehung

P(X € B) - Poix(B) = Y piEg(X +1) =Y E(g(X)I{x,-1})
icl el

icl

> i (Bg(X +1) —E(9(X) | Xi = 1))

icl
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e Fiir beliebige a,b € Z; mit a < b gilt

b—1
l9(0) — g@)] = |3 (i + 1) ~ (i)
< (b—a)Ayg
e Nach Lemma 3.3 gilt somit
IP(X € B) — Poir (B)] =[S pi (Bg(X +1) —E(9(X) | X; = 1))

i€l
= > pi ®g(x + 1)~ E(o(vi + 1))

el
<AgY piEIX +1—(Vi+ 1))

el
<A1 -e™) pEIX -V
el
e Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Definition
e Man sagt, dass die Menge I; C I eine Korrelationsumgebung von ¢ € [ ist, wenn die
Zufallsvariablen X; und {Xj, j € I'\ I;} unabhéngig sind.

e Auferdem betrachten wir die folgenden beiden Summen b; und by von Momenten erster
bzw. zweiter Ordnung, wobei

bi=>Y > EXEX; und b=)» Y E(XX). (76)

i€l jeI; i€l jel;\{i}
Korollar 3.4 Fir die Verteilung Px der Summe X =3, ; X; gilt
drv(Px,Poiy) < A1 — e ) (by + by), wobei N\ =) . pi- (77)

Bewelis

e Sei (V/)ier eine Familie von unabhingigen Zufallsvariablen, die von (X;);cs unabhingig
ist.

o Fiir jedes i € I sei die Verteilung von V gleich der bedingten Verteilung von > Jer\{i} X;
gegeben X; = 1.

e Eine Anwendung von Theorem 3.20 mit V; = V' + >, ;, X liefert zunéichst

drv(Px,Poiy) <A (1—e )Y piE X -V

el
Al —e”\)Zpi]E‘Xi /Y Xj‘
icl JELN\{i}

<A (1€ Z(pﬁr Y OpEXG | Xi=1)+ ) pin)-

il JEL\{i} JEL\{i}
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e Mit Hilfe der Identitét

folgt nun die Behauptung. O

3.5.6 Kritische Wachstumsrate des Konnektivititsradius

e Wir betrachten erneut die in Abschnitt 3.5.3 eingefiihrte Einschrinkung Gy (r) = (Vi, E)) des
r-Graphen G = G(X,r) auf das Quadrat By, = [-Vk/2,Vk/2]2.

e So wie in Abschnitt 3.5.4 sei {ry} eine Folge von Konnektivititsradien mit limg_, oo rp = 00

ist, wobei
e = /7 lalogk fiir jedes k =1,2,...

und a € (0,00) eine gewisse Wachstumsrate ist.

e Wir zeigen nun, in welchem Sinne durch oo = 1 eine kritische Wachstumsrate gegeben ist.

Theorem 3.21

e Sei B > 0 und fiir jedes k > 1 sei der Konnektivititsradius r, > 0 gegeben durch mri =
logk + 5.

o Fiir k — oo konvergiert dann die Anzahl der isolierten Knoten in Gy (ry) in Verteilung gegen
eine Poisson—Verteilung Poiy mit Parameter A = e .

Beweis

e Zur Vereinfachung nehmen wir im folgenden an, dass By, der Torus sei, der durch Identifi-
kation der Rinder des Quadrates [—v/k/2, vk/2] entsteht. Dadurch werden Randeffekte
eliminiert.

— Zunichst fithren wir die folgende Diskretisierung ein, wobei wir By, in m? Quadrate
By, .., Bpm2 der Seitenlinge vk/m und mit Zentren s; € R?, i € {1,...,m?}
zerlegen.

— Sei Af’m das Ereignis, dass Bj,; genau einen Punkt des Poisson-Prozesses {S,}
enthilt.

— Fiir jedes feste £ > 1 und jede Folge i1, s, ... mit i,, < m? gilt dann

S
mgnoo k/m? ’
— Beachte aufterdem, dass fiir feste k, m > 1 die Ereignisse Alf’m, ce AZT unabhiingig
sind.

e Sei D; eine Kreisscheibe mit Radius 2r; und Mittelpunkt s;.
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— Mit C’f’m bezeichnen wir das Ereignis, dass fiir jedes Quadrat By, ;, das einen nicht-
leeren Schnitt mit D; \ By; hat, gilt, dass By ; keinen Punkt des Poisson-Prozesses
{S,} enthilt.

— Fiir jedes feste £ > 1 und jede Folge i1, 49, ... mit i,, < m? gilt dann

P(Ck,m)

. i
lim m - =1.
m—oo e T

— Beachte, dass die Ereignisse C’f’m und Cf’m unabhéngig sind, wenn |s; — s;| > 3.

e Fiir jedes i € {1,...,m?} definieren wir nun die Zufallsvariablen
m2
k,m k,m :
X" =1 kom olem Wit = E X" und Wi = lim W;".
i APmacE™ o k _11 k= 5k
1=

— Beachte, dass W}, die (zuféllige) Anzahl der isolierten Knoten in By, ist.
— AuRerdem definieren wir fiir jedes i € I = {1,...,m?} die Korrelationsumgebung

L={jel:|s;—sj| <3rg}.
— Beachte, dass dann Xik’m unabhéngig von X]k’m ist fiir jedes j € I'\ I;.
e Mit der abkiirzenden Schreibweise X; = Xik "™ definieren wir sodann
m2 m2
by=)Y > EXEX; und by=)» > E(XX,).
i=1 jel; =1 jel;\{i}
e Nach Korollar 3.4 gilt also
dTV (PW%" y POi,\) S 2(b1 + b2) .
— Hierbei ist A = EW}* und fiir alle k > 1 gilt, dass

lim EW" = ke ™%

m—00
— ploghk—mr}
=e B,

— Fiir jedes k > 1 gilt aufserdem, dass
EX;

lim

m— 00 k/m2@*7””i ’

und somit

m2 R 2
lim b, = %gnoozg (k/er_”W@rk)QmQ/k)

m—0o0

= e 21 (3ry)? k.
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— Insbesondere geht dieser Ausdruck fiir & — oo gegen 0.
e Eine dhnliche Argumentation kann zur Abschéitzung von bs verwendet werden.

— Beachte zunéchst, dass
E(X;X;)=0,
falls s; im Kreis mit Radius r, und Mittelpunkt s; enthalten ist, da in diesem Fall
die Ereignisse A*™ und Cf’m nicht gleichzeitig eintreten konnen.
— Sei nun

§(rg, ) = va(B(—(x/2,0),r:) U B((2/2,0), 7))

der Fldcheninhalt der Vereinigungsmenge der Kreise B(—(z/2,0), ri) baw. B((z/2,0), 7))
mit dem Radius r, und den Mittelpunkten —(x/2,0) bzw. (z/2,0), die den Abstand
x > 0 voneinander haben.

— Da C’f N Cf "™ das Leereignis eines Poissonprozesses in einem Gebiet beschreibt,
dessen Fliche fiir m — oo und r, < |s; —s;| gegen 0(r,|s; — s;|) konvergiert,
erhalten wir, dass

E(X;X;
lim > (X X;) =1.
m— 00 k
(50z) exp(-trualsi = )
e Fiir i € {1,...,m?} definieren wir nun die Ringumgebung A; durch

Ai ={j e <|si — 5] < 3ri}.

e Hiermit erhalten wir somit fiir jedes k£ > 1, dass

2
. R k\?
Jm be = lim > > <W> exp(=0(rk, [si — s51))

=1 JG-A7\{Z}
k 2
:n}gnoomQ > (W) exp(—d(rx, |si — s;1))
jeA\{i}
—k exp(—d(r, |z|))dx
rp<|z|<3rg

3
< kn(3rg)%exp (—5777“,3) ,
wobei dieser Ausdruck gegen 0 geht fiir £ — oo.

e Insgesamt ergibt sich also, das

lim lim dTv(PWm,POi)\) =0
k— 00 m—00 k

und, da W}" fiir m — oo f.s. gegen W, konvergiert, folgt die Behauptung. O
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Schliefslich verallgemeinern wir noch das in Theorem 3.21 betrachtete Modell fiir das Anwachsen
des Konnektivitatsradius r; und setzen

r = /7 1 (logk + Br) fiir jedes k=1,2,..., (78)

wobei der additive Term (5 > 0 nun von k£ abhingen kann.

Zunichst erwdhnen wir das folgende Resultat, das sich mit den gleichen Argumenten wie im Beweis
von Theorem 3.21 herleiten lésst.

Korollar 3.5

o Fir jedes k > 1 sei ry durch (78) gegeben und Ay bezeichne das Ereignis, dass der Graph
Gr(rk) keine isolierten Punkte besitzt.

o s gilt limy_, oo P(Ar) =1 genau dann, wenn limy_, o B = 00.

Aufserdem benétigen wir zwei Hilfsergebnisse, die im Zusammenhang mit dem so genannten Minimum—
Spanning—Tree (MST) stehen, der durch die Einschrinkung

Vi = {Su: Su € [-Vk/2,VE/2]P)
des Poisson-Prozesses {S,,} auf das Quadrat By, = [-vk/2,Vk/2]? induziert wird.
e Dabei ist MST(V},) derjenige zusammenhingende Graph mit dem Eckpunktsystem V}, dessen

Gesamtkantenléinge minimal ist.

e AuRerdem betrachten wir den Néchster—Nachbar-Graph NNG(V}), bei dem jeder Eckpunkt
v € V4 mit seinem néchsten Nachbarn in Vi (im Sinne der euklidischen Metrik) verbunden
ist.

Lemma 3.4 Seien My, und Ny, die Lingen der lingsten Kanten in MST(V}) bzw. NNG(Vy). Dann
qilt
lim P(MkZNk)Zl. (79)

k—o0

Der Beweis von Lemma 3.5 ist tiefliegend und geht {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. Er
kann in dem Zeitschriftenartikel von M. Penrose: The longest edge of the random minimal spanning
tree. Annals of Applied Probability 7 (1997), 340-361, nachgelesen werden.

Dariiber hinaus ist die folgende elementare Eigenschaft von r-Graphen niitzlich.

Lemma 3.5

o Wenn ri, > My, dann ist Gy () zusammenhdngend.

o Wenn ri, < My, dann ist Gy (ry) nicht zusammenhdngend.
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Beweis

e Die Entfernung |v — v’| zwischen zwei beliebigen Eckpunkten v, v’ € V4, die in MST(V},)
miteinander verbunden sind, ist nicht grofer als Mj.

e Aus r, > My, ergibt sich also, dass MST (Vi) C Gi(r) und somit dass Gy (ry) zusim-
menhéngend ist.

e Sei nun umgekehrt r, < Mj und seien V/, V! C V; die beiden (nicht miteinander
verbundenen) Teilmengen von Eckpunkten in Vj, die entstehen, wenn die lingste Kante
in MST(V%,) (mit der Lange My,) entfernt wird.

o Dabei gilt [/ —v"| > M}, > 1y fiir beliebige ' € V) und v € V.
o Hieraus ergibt sich, dass G (rx) kein Kante (v/,v”) mit v' € V)] und v” € V)" enthilt.

D.h., Gi(rg) ist nicht zusammenhingend.

Insgesamt konnen wir nun das folgende Resultat formulieren.

Theorem 3.22

o Seiry = /m1(logk + Bi) fir jedes k=1,2,....

e Der Graph Gi(ry) ist genau dann a.a.s. zusammenhdngend, wenn limg_,o S = 00.

Bewelis
e Wenn limy_, fr = oo gilt, dann ergibt sich aus Korollar 3.5, dass limy_,~, P(A4x) = 1,
wobei Ay, das Ereignis bezeichnet, dass der Graph Gy (rx) keine isolierten Punkte besitzt.
e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Lemma 3.5, dass

1 = lim P(Ny <) ‘2 lim P(Mj, < rp).
k—o0

k—o0

e Wegen Lemma 3.5 bedeutet dies, dass G (ry) a.a.s. zusammenhingend ist.
e Sei nun Gy (ry) a.a.s. zusammenhingend. Dann gilt insbesondere limy_, o P(A4x) = 1.
e Wegen Korollar 3.5 ergibt sich hieraus, dass limy_, . 8 = 00. O

4 Zufallige Mosaike

In diesem Kapitel betrachten wir weitere Klassen von zufélligen geometrischen Graphen in der
euklidischen Ebene, die durch Poissonsche Punktprozesse generiert werden.

e Dabei fithren wir zunfchst in Abschnitt 4.1 die Begriffe ,,Delaunay—Mosaik” und ,Voronoi—
Mosaik” ein, die spezielle Beispiele fiir zusammenhingende geometrische Graphen sind.

e Anschliefend zeigen wir in Abschnitt ??, wie man Poison—Delaunay—Mosaike und Poisson—
Voronoi-Mosaike als stationdre Punktprozesse darstellen kann und diskutieren deren Eigen-
schaften.

e In Abschnitt ?? untersuchen wir dann Bernoulli-Bondperkolationen dieser Graphen.
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4.1 Delaunay—Mosaike und Voronoi—Mosaike

Definitionen Sei ¢ = {s,,} C R? eine lokal endliche Teilmenge der euklidischen Ebene R?.
e Das Delaunay-Mosaik auf ¢ ist ein geometrischer Graph (bezeichnet mit Del(y)) mit
der Eckpunktmenge ¢ und der Eigenschaft, dass

— z,y € ¢ genau dann durch eine Kante verbunden sind, falls es eine abgeschlossene
Kreisscheibe B = {2’ € R? : |2/ — 2| < r} gibt (fiir gewisse z € R und r > 0 als
Mittelpunkt bzw. Radius), so dass

x,y € 0B und int(B)Ne =0,
— wobei OB = {2’ € R?: |2/ —z| =r} und int (B) = {2’ € R?: |2/ — z| < r} den Rand
bzw. das Innere von B bezeichnen.

e Ist X = {S,} ein homogener Poissonprozess in R?, so wird der zufillige geometrische
Graph Del(X) ein Poisson-Delaunay-Mosaik (PDM) genannt.

e Das Voronoi-Mosaik auf ¢ = {s,} ist ein geometrischer Graph (bezeichnet mit Vor(yp)),
fiir den die Vereinungsmenge E, seiner Kanten gegeben ist durch

E,={zcR?*: |z—si|=|z—sj|=ir61f|z—s|fﬁreinPaarsi,sjEgomit Si # 85}
s€@

e Ist X = {S,} ein homogener Poissonprozess in R?, so wird der zufillige geometrische
Graph Vor(X) ein Poisson—Voronoi-Mosaik (PVM) genannt.

SchlieRlich bendtigen wir noch den Begriff der Zellen von geometrischen Graphen in R2.

Definition

e Sei G = (V, E) ein geometrischer Graph in R? mit der (lokal endlichen) Eckpunktmenge
V C R? und der Kantenmenge F C V x V.

e Man sagt, dass die offene und zusammenhingende Menge B C R? eine Zelle von G ist,
wenn
aB:Ue und BNE,=190,
ecE’
— wobei B = cl(B) \ B der Rand bzw. cl (B) die Abschliefung von B sind

— und E’ C E eine gewisse (nichtleere) Teilmenge von Kanten des Graphen G = (V, E)
bzw. Ey = |J.cp € die Vereinigungsmenge aller Kanten bezeichnen.

Theorem 4.1 Sei X ein homogener Poissonprozess in R? mit Intensitit A € (0,00).

o Jede beschrinkte Borel-Menge B C R? wird mit Wahrscheinlichkeit 1 jeweils nur von endlich
vielen Kanten bzw. Zellen der Graphen Del(X) bzw. Vor(X) geschnitten.

e Die Zellen von Del(X) und Vor(X) sind mit Wahrscheinlichkeit 1 beschrinkte konveze Poly-
gone.
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Beweis
e Zunichst zeigen wir, dass fiir jedes n > 1 das Quadrat Q,, = [-n/2,n/2]? mit Wahr-
scheinlichkeit 1 nur von endlich vielen Kanten des Delaunay—Graphen Del(X) geschnitten
wird.

e Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass es mit Wahrscheinlichkeit 1 ein £ > 1 gibt, so dass fiir
alle n > k die Endpunkte aller Kanten, die @),, schneiden, in ()2, enthalten sind.

— Man kann sich leicht iiberlegen (Ubung!), dass es eine Konstante ¢ > 0 und fiir

jedes n > 1 eine natiirliche Zahl m = m(n) < cn? sowie Kreisscheiben By, ..., B,
mit Radius /n gibt, so dass alle Kreisscheiben B, die @, schneiden und deren
Durchmesser nicht kleiner als n/2 ist, einen der Kreise By, ..., B, enthalten.

— Wuir nehmen nun an, dass Del(X) eine Kante besitzt, die @, schneidet, jedoch nicht
in @2, enthalten ist.

— Dann ist der Abstand zwischen den Eckpunkten dieser Kante nicht kleiner als n/2.

— Folglich gibt es ein i € {1,...,m} mit X N B; = 0.

— Insbesondere ist also die Wahrscheinlichkeit, dass Del(X) eine Kante besitzt, die @y,
schneidet, jedoch nicht in (2,, enthalten ist, beschrinkt durch ZZ(I" ) P(XNB; =0),

wobei
m(n)
Z P(X N B; =0) < cn? exp(—Amn).
i=1
— Weil
i 76712 < 00
“— exp(Amn) ’

ergibt sich aus dem Lemma von Borel-Cantelli, dass es es mit Wahrscheinlichkeit 1
ein k > 1 gibt, so dass fiir alle n > k die Endpunkte aller Kanten, die @),, schneiden,
in @2, enthalten sind.
e Hieraus folgt unmittelbar, dass @),, mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir jedes hinreichend grofie
n nur von endlich vielen Zellen von Del(X) geschnitten wird.

e Sei nun (S;,, S;,) eine beliebige Kante in Del(X) die Q,, schneidet.

— Dann iiberlegt man sich leicht (Ubung!), dass jede der beiden Halbebenen, die von
(Si1,Si,) erzeugt werden, genau einen weiteren Punkt S; enthilt, so dass alle Kanten
im Dreieck (S;,,S;i,,S;) Kanten von Del(X) sind.
— Zusammen mit obigem Ergebnis liefert dies die Behauptung fiir Del(X).
e Ahnlich wie im ersten Teil des Beweises kann man zeigen, dass fiir jedes n > 1 das
Quadrat Q,, = [-n/2,n/2]?> mit Wahrscheinlichkeit 1 nur von endlich vielen Kanten des
Voronoi-Graphen Vor(X) geschnitten wird.

e Hierfiir zeigt man zunfichst mit Hilfe des Lemmas von Borel-Cantelli, dass mit Wahr-
scheinlichkeit 1 fiir jedes hinreichend grofie n das Zentrum S; jeder Voronoi—Zelle, die
@, schneidet, in @2, enthalten ist.

e Wir zeigen nun, dass die Zellen von Vor(X) beschriankt und konvex sind.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 jede Zelle Vor(X)
einen rationalen Punkt enthélt.
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— Aufgrund der Stationaritit von X bzw. Vor(X) geniigt es also, die Behauptung fiir
die so genannte Nullpunkt—Zelle (die den Nullpunkt enthélt) zu zeigen.

— Fiir jedes n > 0 zerlegen wir das Quadrat @5, in kongruente Quadrate K1, ..., Kos
mit der Seitenldnge n und bezeichnen mit A,, das Ereignis, dass X (K;) > 1 fiir jedes
i=1,...,25 gilt.

— man kann sich leicht {iberlegen (Ubung!), dass das Ereignis A,, impliziert, dass die
Voronoi-Zelle, die o enthilt, in (J5,, enthalten ist.

— Auferdem gilt

> P4 < o0,

n>1
so dass sich die f.s. Beschrénktheit der Nullpunkt—Zelle aus dem Lemma von Borel—-
Cantelli ergibt.

— Die Konvexitit der Nullpunkt—Zelle ergibt sich nun aus der Tatsache, dass die
Nullpunkt—Zelle von Vor(X) als Schnitt von (endlich vielen) Halbebenen dargestellt
werden kann. O

Korollar 4.1 Sei X ein homogener Poissonprozess im R? mit Intensitit A € (0,00). Dann sind
Del(X) und Vor(X) mit Wahrscheinlichkeit 1 zusammenhingend.

Beweis
e In Theorem 4.1 hatten wir gezeigt, dass Del(X) und Vor(X) lokal endliche Zerlegungen
der euklidischen Ebene R? in beschrinkte und konvexe Polygone generieren.
e Seien v; und vy zwei beliebige Eckpunkte einer Realisierung von Del(X) bzw. Vor(X).

— Dann liegen diese Eckpunkte auf dem Réndern der in Theorem 4.1 betrachteten
Polygone.

— Wegen der lokalen Endlichkeit dieser Polygone gibt einen Pfad von v; nach vs entlang
dieser Polygon-Rénder, der aus endlich vielen Segmenten besteht.

e Hieraus ergibt sich die Behauptung. O



