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1 EINLEITUNG 51 EinleitungDieses Vorlesungskipt gibt eine Einführung in einige grundlegende Modellierungsansätze für räum-lihe stohastishe Netzwerke. Dabei werden insbesondere zufällige geometrishe Graphen sowiezufällige Mosaike betrahtet, die zu den wihtigsten Grundmodellen der stohastishen Geometriegehören. Es werden Eigenshaften dieser Modelle, Algorithmen zu ihrer Simulation sowie hieraufaufbauende statistishe Methoden diskutiert.Shwerpunkte des Skriptes sind die folgenden Modelle:
• Zufällige Graphen mit vorgegebenen (deterministishen) Ekpunkten und zufälligem Kanten-system
• Zufällige Graphen, deren Ekpunkte einen Poissonshen Punktprozess bilden
• Zufällige Mosaike, die durh Poissonshe Punktprozesse generiert werdenTypishe Realisierungen dieser Modelle sind in den Abbildungen 1 � 3 dargestellt.Das Skript ist im Zusammenhang mit einer Vorlesungsreihe erarbeitet worden, die im Winter-semester 2011/12 für Studenten und Doktoranden der Universität Ulm gehalten wurde und dieanshlieÿend im Sommersemester 2012 fortgesetzt werden soll. Besonderer Dank gebührt HerrnDipl.-Math. Christian Hirsh für seine tatkräftige Unterstützung, die ganz wesentlih zur Verbes-serung des Skriptes beigetragen hat.

Abbildung 1: Zufällige Graphen auf regelmäÿigen Gittern2 Zufällige Graphen mit deterministishen EkpunktenIn diesem Kapitel setzen wir stets vor, dass die Menge V der Ekpunkte eine abzählbar unendliheTeilmenge des d-dimensionalen euklidishen Raumes Rd ist, die lokal endlih ist (also keine endlihenHäufungspunkte besitzt). Dabei ist d ≥ 1 eine beliebige, jedoh fest vorgegebene Zahl.
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Abbildung 2: Zufälliger Graph, dessen Ekpunkte einen Poissonshen Punktprozess bilden

Abbildung 3: Poissonshes Voronoi�Mosaik2.1 Grundbegri�e und elementare Eigenshaften2.1.1 Konstruktion von geeigneten Wahrsheinlihkeitsräumen; Kopplungstheorem
• Sei V ⊂ R

d eine beliebige lokal endlihe Menge und sei E ⊂ {(v, v′) ∈ V × V : v 6= v′} eineMenge von (ungerihteten) Kanten, die jeweils zwei Ekpunkte miteinander verbinden.� Für beliebige v, v′ ∈ V mit v 6= v′ shreiben wir v ∼ v′, wenn es ein n ≥ 1 und eine(endlihe) Folge von Ekpunkten v0, . . . , vn ∈ V gibt, so dass v0 = v, vn = v′ und
(v, v1), . . . , (vn−1, v

′) ∈ E.� Ansonsten shreiben wir v 6∼ v′

• Wir setzen stets voraus, dass der Graph G = (V,E) zusammenhängend und lokal endlih ist,d.h.,



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 7� für beliebige v, v′ ∈ V mit v 6= v′ gilt v ∼ v′ und� die Anzahl γ(v) = #{v′ ∈ V : (v, v′) ∈ E} der Kanten, die von einem Knoten v ∈ Vausgehen, ist stets endlih.Beahte
• Die Bezeihnungen V und E gehen auf die englishen Worte �vertex� = Ekpunkt bzw.�edge� = Kante zurük.
• Anstelle von Ekpunkten und Kanten zu sprehen, werden wir auh �site� = Ekpunktbzw. �bond� = Kante sagen.
• Die Zahl γ(v) = #{v′ ∈ V : (v, v′) ∈ E} wird der Grad (bzw. in der natur- undingenieurwissenshaftlihen Literatur auh die Koordinationszahl) des Ekpunktes v ∈ Vgenannt.
• Eine Folge von (paarweise voneinander vershiedenen) Ekpunkten v0, . . . , vn ∈ V , sodass v0 = v, vn = v′ und (v, v1), . . . , (vn−1, v

′) ∈ E heiÿt (self�avoiding) Pfad von v nah
v′.

• Ein Pfad v0, . . . , vn ∈ V lässt sih zu einem Zyklus ergänzen, wenn v0 ∼ vn gilt.Im folgenden betrahten wir Teilmengen von V (site on�guration) bzw. E (bond on�guration),die nah einem gewissen Zufallsprinzip ausgewählt werden.Dies führt zu einem Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,A,P) über der Familie aller Site� bzw. Bond�Kon�gurationen, wobei wir uns zunähst auf die Betrahtung von Bond�Kon�gurationen beshrän-ken.
• Eine Funktion ω : E → {0, 1} heiÿt Bond�Kon�guration, wobei wir die Shreibweise e 7→ ωeverwenden, d.h. ωe = ω(e) für jedes e ∈ E.
• Sei Ω = {0, 1}E die Familie aller Bond�Kon�gurationen. Dabei heiÿt eine Kante e ∈ Eaktiviert in der Kon�guration ω ∈ Ω genau dann, wenn ωe = 1. Ein Pfad von v nah v′ heiÿtaktiviert, wenn sämtlihe Kanten des Pfades aktiviert sind.
• Sei A die kleinste σ�Algebra über Ω, die die so genannten Zylindermengen

C(F, z) = {ω ∈ Ω : ωf = zf for all f ∈ F}enthält, wobei F eine endlihe Teilmenge von E ist und z ∈ {0, 1}F .
• Sei p = {pe : e ∈ E} eine beliebige Wahrsheinlihkeitsfunktion über E, d.h., es gelte
0 ≤ pe ≤ 1 für jedes e ∈ E. Auÿerdem sei P : A → [0, 1] das (eindeutig bestimmte) Wahr-sheinlihkeitsmaÿ, so das

P
(
C(F, z)

)
=

∏

{f∈F : zf=1}
pf

∏

{f∈F : zf=0}
(1− pf ) (1)für jede endlihe Teilmenge F ⊂ E und für jedes z ∈ {0, 1}F .
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• Weil V ⊂ R

d vorausgesetzt wird, können wir jede Kante e = (v, v′) ∈ E als abgeshlos-senes Intervall e = [v, v′] ⊂ R
d au�assen.

• Auÿerdem sei F die Familie der abgeshlossenen Teilmengen in R
d, und σF sei die kleinste

σ�Algebra über F , die die so genannten Shnittmengen {B ∈ F : B ∩K 6= ∅} für jedekompakte Teilmenge K ⊂ R
d enthält.

• Die (A, σF )�messbare Zufallsvariable Ξp : Ω → F , wobei Ξp(ω) =
⋃

e∈E:ωe=1 e dieVereinigungsmenge der aktivierten Kanten ist, kann dann als zufälliger geometrisherGraph aufgefasst werden, der über dem Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,A,P) gegeben ist.
• Dabei hat Ξp eine vorgegebene (deterministishe) Menge von Ekpunkten und ein zufäl-liges Kantensystem.
• Wenn es ein p ∈ [0, 1] gibt, so dass pe = p für alle e ∈ E, dann shreiben wir Ξp anstellevon Ξp.Es gilt das folgende elementare Kopplungstheorem für die Familie von zufälligen Graphen {Ξp, p ∈

[0, 1]}.Theorem 2.1 Es gibt einen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃) und einen stohastishen Prozess
{Ξ̃p, p ∈ [0, 1]} über (Ω̃, Ã, P̃) mit Werten in (F , σF ), so dass Ξ̃p

D
= Ξp für jedes p ∈ [0, 1] und

P̃
(
Ξ̃p ⊂ Ξ̃p′

)
= 1 für beliebige p, p′ ∈ [0, 1] mit p ≤ p′. (2)Beweis

• Sei {Xe, e ∈ E} eine Familie von unabhängigen und in [0, 1]�gleihverteilten Zufalls-variablen, die über dem (kanonishen) Wahrsheinlihkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃) gegeben sindmit
Ω̃ = [0, 1]E , Ã = (B ∩ [0, 1])E und P̃ = U[0, 1]E ,wobei B die Borel�σ�Algebra über R bezeihnet.

• Auÿerdem sei Ξ̃p(ω̃) =
⋃

e∈E:Xe(ω̃)≤p e für jedes ω̃ ∈ Ω̃.
• Für den so de�nierten stohastishen Prozess {Ξ̃p, p ∈ [0, 1]} gilt o�enbar, dass Ξ̃p

D
= Ξpfür jedes p ∈ [0, 1], und (2) ist ebenfalls erfüllt.2.1.2 Monotone Klassen; 0�1�Gesetz von KolmogorowWir benötigen zwei Hilfssätze über σ�Algebren bzw. monotone Klassen sowie das so genannte0-1�Gesetz von Kolmogorow.De�nition Sei Ω eine beliebige nihtleere Menge.

• Sei A1, A2, . . . ⊂ Ω eine monoton wahsende Folge von Mengen, d.h., An ⊂ An+1 geltefür jedes n ≥ 1. Dann shreiben wir An ↑ A, wobei A =
⋃∞

n=1 An.
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• Sei A1, A2, . . . ⊂ Ω eine monoton fallende Folge von Mengen, d.h., An ⊃ An+1 gelte fürjedes n ≥ 1. Dann shreiben wir An ↓ A, wobei A =

⋂∞
n=1 An.

• Eine FamilieM von Teilmengen von Ω heiÿtmonotone Klasse, für jede FolgeA1, A2, . . . ∈
M aus An ↑ A bzw. An ↓ A stets die Gültigkeit von A ∈ M folgt.Lemma 2.1 Sei A eine Algebra über Ω. Es gilt: A ist eine σ�Algebra genau dann, wenn A einemonotone Klasse ist.Beweis

• Jede σ�Algebra ist o�enbar eine monotone Klasse.
• Sei nun A eine monotone Klasse und A1, A2, . . . ∈ A.� Für jedes n ≥ 1 sei Bn =

⋃n
i=1 Ai. Dann gilt Bn ⊂ Bn+1 und Bn ∈ A für jedes

n ≥ 1 (weil A eine Algebra ist).� Aus der De�nition von monotonen Klassen ergibt sih somit, dass Bn ↑ ⋃∞
i=1 Ai ∈ A.� Analog zeigt man, dass ⋂∞

i=1 Ai ∈ A.Lemma 2.2 Sei A eine Algebra über Ω und µ(A) die kleinste monotone Klassse, die A enthält.Dann gilt
µ(A) = σ(A) . (3)Beweis

• Aus Lemma 2.1 ergibt sih, dass µ(A) ⊂ σ(A).
• Es genügt also zu zeigen, dass µ(A) eine σ�Algebra ist.
• Weil M = µ(A) eine monotone Klasse ist, genügt es wegen Lemma 2.1 sogar zu zeigen,dass µ(A) eine Algebra ist.
• Sei A ∈ M. Wir zeigen zunähst, dass dann auh das Komplement Ac = Ω \ A zu Mgehört, d.h., Ac ∈ M.� Hierfür betrahten wir das sogenannte Prinzip der geeigneten Mengen.� Sei M′ = {B ⊂ Ω : B ∈ M, Bc ∈ M} die Familie aller dejenigen Mengen aus M,die die uns interessierende Eigenshaft besitzen.� O�enbar gilt A ⊂ M′ ⊂ M. Somit ergibt sih die Gültigkeit von M′ = M, wennwir zeigen, dass M′ eine monotone Klasse ist.� Für jedes n ≥ 1 gelte Bn ∈ M′ und Bn ⊂ Bn+1, d.h., es gilt Bn, B

c
n ∈ M und (weil

M eine monotone Klasse ist) lim ↑ Bn ∈ M sowie lim ↓ Bc
n ∈ M.� Hieraus ergibt sih auÿerdem, dass (lim ↑ Bn)

c = lim ↓ Bc
n ∈ M.� Analog ergibt sih aus Bn ∈ M′ und Bn ⊃ Bn+1 für jedes n ≥ 1, dass lim ↓ Bn ∈ Msowie lim ↑ Bc

n ∈ M bzw. (lim ↓ Bn)
c = lim ↑ Bc

n ∈ M.
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• Nun genügt es noh zu zeigen, dass M abgeshlossen bezüglih der Bildung von Durh-shnitten ist, wobei wir erneut das Prinzip der interessierenden Mengen betrahten.
• Beahte, dass

lim ↓ (A ∩Bn) = A ∩ lim ↓ Bn für A,B1, B2, . . . ⊂ Ω mit Bn ⊃ Bn+1 (4)bzw.
lim ↑ (A ∩Bn) = A ∩ lim ↑ Bn für A,B1, B2, . . . ⊂ Ω mit Bn ⊂ Bn+1. (5)

• Sei nun A ∈ A und MA = {B ⊂ Ω : B ∈ M, A ∩B ∈ M}.� Wegen (4) und (5) ist klar, dass MA eine monotone Klasse ist.� Auÿerdem sieht man leiht, dass für beliebige A,B ∈ A

A ∈ MB genau dann, wenn B ∈ MA . (6)� Weil o�enbar A ⊂ MA ⊂ M und weil MA eine monotone Klasse ist, gilt MA = M.� Somit ergibt sih aus (6), dass für beliebige A ∈ A und B ∈ M

A ∈ MB genau dann, wenn B ∈ MA = M .� Somit gilt für beliebige A ∈ A und B ∈ M, dass A ∈ MB.� Weil die Menge A ∈ A beliebig ist, ergibt sih hieraus, dass A ⊂ MB ⊂ M bzw.
MB = M für jedes B ∈ M.� Für beliebige B,C ∈ M gilt somit auh B ∪ C ∈ M.

• Die monotone Klasse M ist also abgeshlossen bezüglih Komplement� und Durh-shnittsbildung (und folglih auh bezüglih der Bildung von Vereinigungen).Lemma 2.3
• Sei X1, X2, . . . : Ω → R eine Folge von unabhängigen und identish verteilten Zufallsvariablen,die über einem beliebigen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,A,P) gegeben sind.
• Für jedes n ≥ 1 sei An = σ(X1, . . . , Xn) ⊂ A die kleinste Teil�σ�Algebra von A, die sämtliheUrbilder der Abbildungen X1, . . . , Xn : Ω → R enthält. Auÿerdem sei A∞ = σ(X1, X2, . . .) ⊂
A die kleinste Teil�σ�Algebra von A, die die Urbilder aller Abbildungen X1, X2, . . . : Ω → Renthält.

• Wenn das Ereignis A ∈ A∞ für jedes n ≥ 1 unabhängig von An ist, d.h., wenn
P(A ∩ A′) = P(A)P(A′) für beliebige n ≥ 1 und A′ ∈ An, (7)dann gilt P(A) = 0 oder P(A) = 1.
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• Zunähst zeigen wir, dass es für jedes A ∈ A∞ eine Folge A1, A2, . . . von Ereignissengibt, so dass An ∈ An für jedes n ≥ 1 und

lim
n→∞

P(An) = P(A) , lim
n→∞

P(An ∩ A) = P(A) . (8)� Sei
M = {A ∈ A∞ : lim

n→∞
P(An) = P(A) und lim

n→∞
P(An ∩A) = P(A)}die Familie derjenigen Ereignisse aus A∞, für die die Bedingung (8) erfüllt ist.� Man kann sih leiht überlegen, dass M eine monotone Klasse ist, die die Algebra

A1 ∪ A2 ∪ . . . enthält.� Aus Lemma 2.2 ergibt sih somit, dass M = σ(A1 ∪ A2 ∪ . . .) = A∞.
• Sei nun das Ereignis A ∈ A∞ für jedes n ≥ 1 unabhängig von An.� Dann ergibt sih aus (7) und (8), dass

P(A) = lim
n→∞

P(An ∩A) = P(A) lim
n→∞

P(An) = P
2(A) .� Dies impliziert, dass P(A) = 0 oder P(A) = 1.2.1.3 Existenz unendliher Cluster; Perkolationswahrsheinlihkeiten

• Mit {x → y} ⊂ Ω bezeihnen wir das Ereignis, dass es einen aktivierten Pfad von x ∈ V nah
y ∈ V gibt. Mit P(x → y) bezeihnen wir die Wahrsheinlihkeit dieses Ereignisses.

• Auÿerdem bezeihnet {x → ∞} ⊂ Ω das Ereignis, dass es einen unendlihen aktivierten Pfadgibt, der in x ∈ V beginnt.
• Sei Cx = {y ∈ V : x → y} der (zufällige) aktive Cluster, der den Ekpunkt x ∈ V enthält, d.h.,
Cx ist die (zufällige) Menge aller derjenigen Ekpunkte y ∈ V , zu denen es einen aktiviertenPfad gibt, und sei θx(p) die Wahrsheinlihkeit, dass der Cluster Cx unendlih ist, d.h.,

θx(p) = P(|Cx| = ∞) = Pp(x → ∞) . (9)
• Wenn es ein p ∈ [0, 1] gibt, so dass pe = p für alle e ∈ E, dann shreiben wir θx(p) anstellevon θx(p).
• Aus Theorem 2.1 ergibt sih, dass

θx(p) ≤ θx(p
′) für beliebige p, p′ ∈ [0, 1] mit p ≤ p′. (10)Die (zunähst für jedes einzelne x ∈ V betrahtete) Monotonieeigenshaft (10) der Funktion θx :

[0, 1] → [0, 1] lässt sih folgendermaÿen vershärfen.Theorem 2.2 Es gibt eine (universelle, d.h. niht von x ∈ V abhängende) Auswahlwahrshein-lihkeit pc ∈ [0, 1], so dass für jedes x ∈ V gilt: θx(p) = 0, wenn p < pc, und θx(p) > 0, wenn
p > pc.
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• Seien x, y ∈ V beliebige Ekpunkte mit x 6= y, die durh einen Pfad miteinander ver-bunden sind, der aus n ≥ 1 Kanten besteht.
• Dann gilt θx(p) ≥ pnθy(p) für jedes p ∈ [0, 1].
• Für jedes p ∈ [0, 1] gilt also entweder θx(p) = 0 für jedes x ∈ V oder θx(p) > 0 für jedes
x ∈ V .

• Hieraus und aus der Monotonieeigenshaft (10) ergibt sih die Behauptung.Beahte Den Shwellenwert pc nennt man die kritishe (Auswahl�) Wahrsheinlihkeit.Aus Theorem 2.2 ergibt sih ein weiteres interessantes Resultat bezüglih der Existenz von unend-lihen aktivierten Clustern.Theorem 2.3 Sei A = {|Cx| = ∞ für ein x ∈ V }. Dann gilt
P(A) =





0 , wenn p < pc,
1 , wenn p > pc. (11)Beweis

• Sei X1, X2, . . . : Ω → [0, 1] die Folge von unabhängigen und identish verteilten Zufalls-variablen, die im Beweis von Theorem 2.1 betrahtet wurde.
• Für jedes n ≥ 1 hängt dann das Ereignis A = {|Cx| = ∞ für ein x ∈ V } niht von denWerten der Zufallsvariablen X1, . . . , Xn ab, d.h., die Bedingung (7) ist erfüllt.
• Aus Lemma 2.3 ergibt sih deshalb, dass P(A) = 0 oder P(A) = 1.
• Wenn p < pc, dann ergibt sih aus Theorem 2.2 und aus der Subadditivität von Wahr-sheinlihkeitsmaÿen, dass

P(A) ≤
∑

x∈V

θx(p) = 0 .

• Wenn p > pc, dann ergibt sih Theorem 2.2, dass P(A) ≥ θx(p) > 0 für jedes x ∈ V undsomit P(A) = 1.Beahte
• Die Einshränkung der Funktion θx : [0, 1] → [0, 1] auf das Intervall [pc, 1] hängt natürlihim allgemeinen von x ∈ V ab.
• Es gibt jedoh Graphen G = (V,E), bei denen die so genannten Perkolationswahrshein-lihkeiten {θx(p), p ∈ [0, 1]} insgesamt niht von x ∈ V abhängen. Dann shreiben wir
θ(p) anstelle von θx(p).

• Dies gilt beispielsweise, wenn V die Menge derjenigen Punkte in R
d ist, deren Koordi-naten ganze Zahlen sind, d.h., V = Z

d, und G = (V,E) das zugehörige d�dimensionale(hyper�) kubishe Gitter in R
d ist.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 13Auÿer den Perkolationswahrsheinlihkeiten {θx(p), p ∈ [0, 1]} betrahten wir noh für jedes x ∈ Vdie Erwartungswertfunktion {χx(p), p ∈ [0, 1]}, wobei
χx(p) = E |Cx| . (12)

• Genauso wie (10) ergibt sih aus Theorem 2.1, dass
χx(p) ≤ χx(p

′) für beliebige p, p′ ∈ [0, 1] mit p ≤ p′. (13)
• Darüber hinaus kann man ähnlih wie im Beweis von Theorem 2.2 zeigen, dass es eine (uni-verselle, d.h. niht von x ∈ V abhängende) Auswahlwahrsheinlihkeit pec ∈ [0, 1] gibt, sodass für jedes x ∈ V gilt: χx(p) < ∞, wenn p < pec, und χx(p) = ∞, wenn p > pec.
• Es gilt also

pec = sup{p ∈ [0, 1] : χx(p) < ∞} = inf{p ∈ [0, 1] : χx(p) = ∞} , (14)wobei der Wert des Supremums bzw. In�mums niht von x ∈ V abhängt.
• Aus den De�nitionsgleihungen (9) und (12) ergibt sih auÿerdem, dass stets pec ≤ pc gilt,weil

χx(p) = E |Cx| =
∞∑

n=1

P(|Cx| ≥ n) .2.2 Beispiele2.2.1 k�reguläre BäumeWir betrahten nun eine Klasse von zufälligen geometrishen Graphen, so genannte Bäume, fürdie pec = pc gilt, wobei die kritishen Wahrsheinlihkeiten pc und pec sogar explizit bestimmtwerden können (was eher eine Ausnahme ist). Dabei sagen wir, dass ein zusammenhängender Graph
G = (V,E) ein Baum ist, wenn G keine Zyklen enthält.De�nitionen

• Sei k ≥ 2 eine beliebige natürlihe Zahl und sei G = (V,E) ein Baum, so dass jederEkpunkt den Grad k hat, d.h., γ(v) = #{v′ ∈ V : (v, v′) ∈ E} = k für jedes v ∈ V .Dann sagt man, dass G = (V,E) ein k�regulärer Baum ist, vgl. Abbildung 4.
• Manhmal ist es zwekmäÿiger, (gerihtete) Teilgraphen von k�regulären Bäumen zu be-trahten, und zwar ausgehend von einem beliebigen, jedoh fest vorgegebenen Ekpunkt
v0 ∈ V .

• Jeder Ekpunkt dieses gerihteten Teilgraphen hat dann k− 1 �Nahkommen� (mit Aus-nahme des Anfangsknotens v0), vgl. Abbildung 5.
• Der gerihtete Teilgraph wird dann mit Gk−1 bezeihnet und Verzweigungsbaum derOrdnung k−1 genannt, wobei Gk−1,n den �Teil�Teil�Graph� der ersten n Nahkommen�Generationen von Gk−1 bezeihnet; n ≥ 1.
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Abbildung 4: 3�regulärer Baum
Abbildung 5: Verzweigungsbaum vom Typ G2,3Theorem 2.4 Sei G = (V,E) ein k�regulärer Baum. Dann gilt pc = pec = 1/(k − 1) für jedes

k ≥ 2.Beweis
• Für jedes n ≥ 1 sei πn = πk,n(p) die Wahrsheinlihkeit, dass Gk−1,n einen aktiviertenPfad vom Anfangsknoten v0 zu einem der �Blattknoten� der n-ten Nahkommengenera-tion besitzt.
• Ein solher Pfad existiert genau dann, wenn die Kante (v0, v1) für einen der unmittelbarenNahkommen v1 von v0 aktiviert ist und wenn es einen aktivierten Pfad der Länge n− 1von v1 zu einem der �Blattknoten� gibt.
• Hieraus ergibt sih, dass

πn = 1− (1− p πn−1)
k−1 für jedes n ≥ 1, (15)wobei π0 = 1 gesetzt wird.

• Sei 0 < p < 1 und die Funktion f : [0, 1] → [0, 1] sei gegeben durh
f(x) = 1− (1− px)k−1 für jedes x ∈ [0, 1]. (16)� Die so de�nierte Funktion f : [0, 1] → [0, 1] ist wahsend und konkav im Intervall

[0, 1], wobei f(0) = 0 und f(1) < 1.
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Abbildung 6: Graph der Funktion f� Es gibt also ein x0 ∈ (0, 1) mit f(x0) = x0 genau dann, wenn f ′(0 + 0) = (k −
1)p > 1, wobei in diesem Fall der Fixpunkt x0 ∈ (0, 1) eindeutig bestimmt ist, vgl.Abbildung 6.

• Wenn p > 1/(k − 1) gilt, dann ergibt sih hieraus und aus (15), dass πn−1 ≥ x0 dieUngleihung πn ≥ x0 impliziert.� Wegen π0 = 1 ergibt sih somit, dass πn ≥ x0 für jedes n ≥ 1.� Auÿerdem ergibt sih aus (15), dass limn→∞ πn = x0.� Dies bedeutet, dass θv0(p) = limn→∞ πn = x0 > 0 bzw. pc ≤ 1/(k − 1).
• Wenn andererseits p ≤ 1/(k − 1) gilt, dann ist x0 = 0 der einzige Fixpunkt der in (16)eingeführten Funktion.� Dies impliziert, dass θv0(p) = limn→∞ πn = x0 = 0 bzw. pc ≥ 1/(k − 1).� Insgesamt haben wir also gezeigt, dass pc = 1/(k − 1).
• Es bleibt noh zu zeigen, dass auh pec = 1/(k − 1) für jedes k ≥ 2 gilt.� Hierfür genügt es zu beahten, dass

χv0(p) = E |Cv0 | =
∑

v∈V

P(v ∈ Cv0) =

∞∑

i=0

(k − 1)ipi .� Dies impliziert, dass χv0(p) < ∞, wenn p < 1/(k − 1), und χv0(p) = ∞, wenn
p ≥ 1/(k − 1).2.2.2 Graphen in R

2 mit konvexen polygonalen Zellen; duale GraphenIn diesem Abshnitt betrahten wir planare Graphen G = (V,E) mit V ⊂ R
2, deren Kantensy-stem ⋃

e∈E e die euklidishe Ebene R
2 in konvexe polygonale Zellen zerlegt. Beispiele hierfür sindquadratishe bzw. hexagonale Gitter, vgl. die Abbildungen 7 und 8.Auÿerdem führen wir die Begri�e des dualen Graphen sowie des externen Randes von endlihenzusammenhängenden Teilgraphen ein, die im weiteren Verlauf der Vorlesung nützlih sein werden.
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Abbildung 7: Quadratishes Gitter
Abbildung 8: Hexagonales GitterDe�nitionen

• Sei G = (V,E) das quadratishe (Einheits�) Gitter in R
2, d.h.,

V = Z
2 und E = {(v, v′) ∈ Z

2 × Z
2 : |v − v′| = 1} . (17)

• Für jeden Ekpunkt x = (x1, x2) ∈ Z
2 bildet dann die konvexe Hülle Hx1,x2 der vierEkunkte

(x1, x2), (x1 + 1, x2), (x1, x2 + 1), (x1 + 1, x2 + 1) ∈ Z
2eine so genannte Zelle des Graphen G = (V,E).

• Für jedes x = (x1, x2) ∈ Z
2 sei x∗ = (x∗

1, x
∗
2) ∈ intHx1,x2 ein innerer Punkt der Zelle

Hx1,x2 , beispielsweise (x∗
1, x

∗
2) = (x1 + 1/2, x2 + 1/2).

• Sei V ∗ ∈ R
2 die Menge dieser (inneren) Zellpunkte und E∗ das Kantensystem, dasdie Zellpunkte benahbarter Zellen miteinander verbindet. Dann sagt man, dass G∗ =

(V ∗, E∗) ein dualer Graph von G = (V,E) ist, vgl. Abbildung 9.Beahte Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dass eine Kante e∗ ∈ E∗ des dualen Graphengenau dann aktiviert ist, wenn die zugehörige Kante e ∈ E niht aktiviert ist.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 17

Abbildung 9: Dualer Graph des quadratishen Gitters

Abbildung 10: Externer Rand von GC = (C,EC)De�nitionen (Fortsetzung)
• Sei GC = (C,EC) ein endliher zusammenhängender Teilgraph des in (17) gegebenenquadratishen Gitters G = (V,E), so dass C ⊂ V mit |C| < ∞ und EC = {e = (v, v′) ∈
E : v, v′ ∈ C}.

• Auÿerdem sei G∞
V \C = ((V \ C)∞, E∞

V \C) der (eindeutig bestimmte) unendlihe zusam-menhängende Cluster des Graphen (V \ C,EV \C) mit EV \C = {e = (v, v′) ∈ E : v, v′ ∈
V \C}.

• Derjenige Teil ∂E∗
C des Kantensystems E∗ des dualen Graphen G∗, der Kanten (v, v′) ∈

E von G shneidet, so dass v ∈ C und v′ ∈ (V \ C)∞, wird der externe Rand von
GC = (C,EC) genannt, vgl. Abbildung 10.Das folgende graphentheoretishe Hilfsergebnis wird im Beweis von Theorem 2.5 benötigt.
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• Sei GC = (C,EC) ein endliher zusammenhängender Teilgraph des quadratishen Gitters über
Z
2, d.h.,� es gelte C ⊂ Z

2 mit |C| < ∞� und für beliebige v, v′ ∈ C gebe es einen Pfad von v nah v′.
• Dann ist der externe Rand ∂E∗

C von GC = (C,EC) ein Zyklus in G∗ = (V ∗, E∗), der dieMenge C in seinem Inneren enthält.Beweis
• Sei EC,(V \C)∞ die Menge derjenigen (gerihteten) Kanten in E, die von C nah (V \C)∞zeigen.
• Für jedes e ∈ EC,(V \C)∞ sei e∗ = (x∗, y∗) ∈ ∂E∗

C die zugehörige (um 90◦ gegen denUhrzeigersinn gedrehte, gerihtete) Kante in E∗.� Seien a, b, c, d ∈ V die (in zyklisher Reihenfolge) angeordneten Ekpunkte der zu e∗gehörenden Zelle, so dass e = (a, b).� Dies impliziert, dass a ∈ C und b ∈ C∞, wobei C∞ = (V \ C)∞.
• Auÿerdem sei R = V \ (C ∪ C∞), d.h., R ist die Menge der Ekpunkte der endlihenCluster von (V \ C,EV \C).
• Wir nehmen zunähst an, dass d ∈ C. Dann gilt c ∈ C oder c ∈ C∞, weil c ∼ b ∈ C∞(und somit c niht zu R gehören kann).� Im ersten Fall ist (c, b)∗ die einzige (gerihtete) Kante in ∂E∗

C , die von y∗ ausgeht.� Im zweiten Fall gilt dies für (dc)∗.
• Wenn c ∈ C∞, dann gilt d 6∈ R und folglih d ∈ C oder d ∈ C∞, d.h., die eben hergeleiteteEindeutigkeitsaussage ist erneut rihtig.
• Wir nehmen nun an, dass c 6∈ C∞ und d 6∈ C. Dies impliziert, dass c ∈ C (weil c ∼ b ∈
C∞).

• Wenn d ∈ R, dann ergibt sih erneut die Eindeutigkeitsaussage, so dass nur noh derFall a, c ∈ C und b, d ∈ C∞ untersuht werden muss.� Dies würde aber bedeuten, dass es disjunkte Pfade in GC bzw. G∞
V \C gibt, die a mit

c bzw. b mit d verbinden.� Weil andererseits a, b, c, d ∈ V ein Zyklus in G ist, der keine Ekpunkte in seinemInneren enthält, müssten die beiden Pfade auÿerhalb des Zyklus verlaufen.� Dies impliziert jedoh, dass beide Pfade mindestens einen (gemeinsamen) Shnitt-punkt besitzen müssen, vgl. Abbildung 11.
• Wir haben also gezeigt, dass jede (gerihtete) Kante in ∂E∗

C einen eindeutig bestimmtenNahfolger hat, d.h., ∂E∗
C besitzt mindestens einen Zyklus Z ⊂ E∗ in G∗ = (V ∗, E∗).
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C mit e = (a, b), dann liegt einer der beiden Ekpunkte a, b in C undder andere in C∞.� Der Zyklus Z muss also die Kante e shneiden, d.h., e∗ ∈ Z.� Damit ist gezeigt, dass ∂E∗

C aus genau einem Zyklus besteht, der die Menge C inseinem Inneren enthält.

Abbildung 11: Äuÿere planare Pfade, die mindestens einen Shnittpunkt besitzen2.2.3 Kubishe Gitter in R
dSei nun G = (V,E) das (hyper�) kubishe Gitter in R

d, d.h.,
V = Z

d und E = {(v, v′) ∈ Z
d × Z

d : |v − v′| = 1} . (18)Theorem 2.5 Es gilt 1/(2d− 1) ≤ pec ≤ pc ≤ 2/3.Beweis
• Sei p < 1/(2d − 1) und Co bezeihne den aktivierten Cluster des Nullpunktes o ∈ Z

d,wobei Co = ∅ gesetzt wird, wenn der Ekpunkt o ∈ Z
d niht aktiviert ist.� Wenn Co \ {o} 6= ∅, dann gibt es für jedes x ∈ Co \ {o} mindestens einen aktiviertenPfad von o nah x. Für die (zufällige) Anzahl X : Ω → 0, 1, . . . der aktivierten Pfade,die vom Nullpunkt ausgehen, gilt also

|Co| ≤ X . (19)� Für jedes n ≥ 1 bezeihne µn die (Gesamt�) Anzahl der vom Nullpunkt ausgehendenPfade der Länge n. Dann kann man sih leiht überlegen, dass
µn ≤ 2d · (2d− 1)n−1 , (20)



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 20� und die Wahrsheinlihkeit, dass ein solher Pfad aktiviert ist, ist gleih pn.� Hieraus und aus (19) � (20) ergibt sih, dass
χo(p) = E |Co| ≤ EX =

∞∑

n=0

µn p
n ≤ 1 +

2d

2d− 1

∞∑

n=1

(
(2d− 1)p

)n
< ∞ . (21)� Weil p < 1/(2d− 1) beliebig gewählt war, impliziert dies, dass pes ≥ 1/(2d− 1).

• Am Ende von Abshnitt 2.1.3 hatten wir uns überlegt, dass stets pes ≤ pc gilt. Esgenügt also noh zu zeigen, dass pc ≤ 2/3, wobei wir hier der Einfahheit wegen nur denSpezialfall d = 2 betrahten.� Sei p > 2/3 und sei k ≥ 1 eine beliebige natürlihe Zahl.� Mit Lk bezeihnen wir das Segment, das den Nullpunkt mit dem Punkt (k, 0) ∈ Z
2verbindet.� Auÿerdem sei Zℓ ein Zyklus des dualen Graphen G∗ = (V ∗, E∗), der das Segment

Lk in seinem Inneren enthält und die Länge 2ℓ besitzt (für ein ℓ ≥ 1).� Dann shneidet ein Segment e∗ ⊂ Zℓ die (positive) x�Ahse in einem Punkt zwishen
k + 1/2 und (2ℓ− 3)/2, wofür es weniger als ℓ Möglihkeiten gibt.� Weil der restlihe Pfad Zℓ \ {e∗} die Länge 2ℓ − 1 hat, gibt es insgesamt höhstens
ℓµ2ℓ−1 Möglihkeiten für den Zyklus Zℓ, wobei

µ2ℓ−1 ≤ 4 · 32ℓ−2 .

• Sei Yk : Ω → {0, 1, . . .} die (zufällige) Anzahl der aktivierten dualen Zyklen, die dasSegment Lk in ihrem Inneren enthalten.� Dann gilt
E Yk ≤

∞∑

ℓ=k+2

ℓµ2ℓ−1(1− p)2ℓ ≤
∞∑

ℓ=k+2

4ℓ

9
(3(1− p))2ℓ ,� wobei die letzte Summe konvergiert, weil wir vorausgesetzt hatten, das 3(1−p) < 1.� Dies impliziert auÿerdem, dass limk→∞ EYk = 0, und somit gibt es ein k0 ≥ 1, sodass EYk < 1 für jedes k ≥ k0.� Hieraus ergibt für Ak = {Yk = 0}, dass

P(Ak) > 0 für jedes k ≥ k0. (22)
• Sei nun Bk ⊂ Ω das Ereignis, dass sämtlihe k Teilsegmente von Lk aktiviert sind, und(so wie bisher) bezeihne Co : Ω → F den aktivierten Cluster des Nullpunktes.� Dann ergibt sih aus Lemma 2.4, dass

{|Co| < ∞}∩Bk ⊂ {Yk > 0}∩Bk bzw. {|Co| = ∞}∩Bk ⊃ {Yk = 0}∩Bk .� Weil Ak und Bk unabhängig sind, ergibt sih hieraus und aus (22), dass für jedes
k ≥ k0

P({|Co| = ∞} ∩Bk) ≥ P(Ak ∩Bk) = P(Ak)P(Bk) = P(Ak)p
k > 0 .� Somit gilt also θo(p) = P(|Co| = ∞) > 0 für jedes p > 2/3, was gleihbedeutend mit

pc ≤ 2/3 ist.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 212.3 Bond�Perkolation vs. Site�PerkolationWir kehren nun wieder zu dem allgemeinen Fall zurük und nehmen an, dass G = (V,E) einbeliebiger zusammenhängender und lokal endliher Graph ist.Um den Begri� der Site�Perkolation einzuführen, gehen wir ähnlih wie in Abshnitt 2.1.1 bei derBetrahtung von Bond�Perkolationen vor.
• Dabei bezeihnen wir jetzt den in Abshnitt 2.1.1 eingeführten Wahrsheinlihkeitsraum der(zufälligen) Bond�Kon�gurationen mit (Ωb,Ab,Pb).
• Auÿerdem shreiben wir� x

b→ y anstelle von x → y und x
b→ ∞ anstelle von x → ∞,� Cb

x anstelle von Cx,� θbx(p) bzw. θbx(p) anstelle von θx(p) bzw. θx(p),� und pbc bzw. pbec anstelle von pc bzw. pec.
• Analog hierzu verwenden wir in diesem Abshnitt die Shreibweise

pbc = sup{p ∈ [0, 1] : θbx(p) = 0} = inf{p ∈ [0, 1] : θbx(p) > 0}bzw.
pbec = sup{p ∈ [0, 1] : χb

x(p) < ∞} = inf{p ∈ [0, 1] : χb
x(p) = ∞} ,wobei χb

x(p) = E |Cb
x|.De�nition

• Eine Funktion ω : V → {0, 1} heiÿt Site�Kon�guration, wobei wir die Shreibweise
v 7→ ωv verwenden, d.h. ωv = ω(v) für jedes v ∈ V .

• Sei Ωs = {0, 1}V die Familie aller Site�Kon�gurationen. Dabei heiÿt ein Ekpunkt v ∈ Vaktiviert in der Kon�guration ω ∈ Ωs genau dann, wenn ωv = 1. Ein Pfad von v nah v′heiÿt aktiviert, wenn sämtlihe Ekpunkte des Pfades aktiviert sind.
• Sei As die kleinste σ�Algebra über Ωs, die die so genannten Zylindermengen

C(F, z) = {ω ∈ Ωs : ωf = zf for all f ∈ F}enthält, wobei F eine endlihe Teilmenge von V ist und z ∈ {0, 1}F .
• Sei p = {pv : v ∈ V } eine beliebige Wahrsheinlihkeitsfunktion über V , d.h., es gelte
0 ≤ pv ≤ 1 für jedes v ∈ V . Auÿerdem sei Ps : As → [0, 1] das (eindeutig bestimmte)Wahrsheinlihkeitsmaÿ, so dass

P
s
(
C(F, z)

)
=

∏

{f∈F : zf=1}
pf

∏

{f∈F : zf=0}
(1− pf ) (23)für jede endlihe Teilmenge F ⊂ V und für jedes z ∈ {0, 1}F .
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• Die (As, σF)�messbare Zufallsvariable Ξs

p : Ωs → F , wobei Ξs
p(ω) =

⋃
v∈V :ωv=1 v dieVereinigungsmenge der aktivierten Ekpunkte ist, kann dann als zufälliges Punktmusteraufgefasst werden, das über dem Wahrsheinlihkeitsraum (Ωs,As,Ps) gegeben ist.

• Wenn es ein p ∈ [0, 1] gibt, so dass pv = p für alle v ∈ V , dann shreiben wir Ξs
p anstellevon Ξs

p.Auf die gleihe Weise wie Theorem 2.1 lässt sih das folgende Kopplungstheorem herleiten.Theorem 2.6 Es gibt einen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω̃s, Ãs, P̃s) und einen stohastishen Pro-zess {Ξ̃s
p, p ∈ [0, 1]} über (Ω̃s, Ãs, P̃s) mit Werten in (F , σF ), so dass Ξ̃s

p
D
= Ξs

p für jedes p ∈ [0, 1]und
P̃
s
(
Ξ̃s
p ⊂ Ξ̃s

p′

)
= 1 für beliebige p, p′ ∈ [0, 1] mit p ≤ p′. (24)Beahte

• Mit {x s→ y} ⊂ Ωs bezeihnen wir nun das Ereignis, dass es einen aktivierten Pfad von
x ∈ V nah y ∈ V gibt, so dass sämtlihe Ekpunkte dieses Pfades aktiviert sind. Mit
P
s(x

s→ y) bezeihnen wir die Wahrsheinlihkeit dieses Ereignisses.
• Auÿerdem bezeihnet {x s→ ∞} ⊂ Ωs das Ereignis, das es einen unendlihen aktiviertenPfad gibt, der in x ∈ V beginnt.
• Sei Cs

x = {y ∈ V : x
s→ y} der (zufällige) aktive Cluster, der den Ekpunkt x ∈ V enthält,d.h., Cs

x ist die (zufällige) Menge aller derjenigen Ekpunkte y ∈ V , zu denen es einenPfad bestehend aus aktivierten Ekpunkten gibt, und sei θsx(p) die Wahrsheinlihkeit,dass der Cluster Cs
x unendlih ist, d.h.,

θsx(p) = P
s(|Cs

x| = ∞) = P
s
p(x

s→ ∞) . (25)
• Wenn es ein p ∈ [0, 1] gibt, so dass pv = p für alle v ∈ V , dann shreiben wir wiederum
θsx(p) anstelle von θsx(p).

• Aus Theorem 2.6 ergibt sih, dass
θsx(p) ≤ θsx(p

′) für beliebige p, p′ ∈ [0, 1] mit p ≤ p′. (26)Wir vergleihen nun die (Bond�) kritishen Auswahlwahrsheinlihkeiten pbc und pbec mit den ent-sprehenden (Site�) kritishen Auswahlwahrsheinlihkeiten
psc = sup{p ∈ [0, 1] : θsx(p) = 0} = inf{p ∈ [0, 1] : θsx(p) > 0}und

psec = sup{p ∈ [0, 1] : χs
x(p) < ∞} = inf{p ∈ [0, 1] : χs

x(p) = ∞} ,wobei χs
x(p) = E |Cs

x|.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 23Theorem 2.7 Es gilt psc ≥ pbc und psec ≥ pbec.Beweis
• Um die Behauptung zu beweisen, ist die folgende Ungleihung nützlih: Für beliebige
x ∈ V , n ≥ 1 und p ∈ (0, 1) gilt

P
s(|Cs

x| ≥ n) ≤ p P
b(|Cb

x| ≥ n) . (27)� Hieraus ergibt sih, dass
θsx(p) = lim

n→∞
P
s(|Cs

x| ≥ n) ≤ p lim
n→∞

P
b(|Cb

x| ≥ n) = p θbx(p) .� Aus θbx(p) = 0 folgt somit, dass θsx(p) = 0. Dies impliziert, dass psc ≥ pbc.� Auÿerdem ergibt sih aus (27), dass
χs
x(p) =

∞∑

n=1

P
s(|Cs

x| ≥ n) ≤ p

∞∑

n=1

P
b(|Cb

x| ≥ n) = p χb
x(p) .� Aus χb

x(p) < ∞ folgt somit, dass χs
x(p) < ∞. Dies impliziert, dass psec ≥ pbec.

• Um die Gültigkeit von (27) zu zeigen, ist es hinreihend die folgende (äquvalente) Un-gleihung zu beweisen: Für beliebige x ∈ V , n ≥ 1 und p ∈ (0, 1) gilt
P
s(|Cs

x| ≥ n | x ist aktiviert) ≤ P
b(|Cb

x| ≥ n) . (28)
• Hierfür betrahten wir den endlihen Graph Gx,n = (Vx,n, Ex,n) von G = (V,E), wobei� Vx,n die Menge derjenigen Ekpunkte in V bezeihnet, die durh einen Pfad mit xverbunden sind, dessen Länge niht gröÿer als n ist,� und Ex,n = E ∩ V 2

x,n.
• Beahte. Das Ereignis {|Cs

x| ≥ n} hängt nur von den Zuständen der Ekpunkte desendlihen Graphen Gx,n = (Vx,n, Ex,n) ab.
• Unter der Annahme, dass der Ekpunkt x aktiviert ist, lässt sih der (zufällige) aktiveCluster Cs

x = {y ∈ Vx,n : x
s→ y}, der den Ekpunkt x ∈ V enthält, wie folgt darstellen.

• Dabei konstruieren wir rekursiv eine zufällige Folge T = (Ri, Di, Ui)
ℓ
i=1 von Zerlegungender Ekpunkt-Menge Vx,n in jeweils drei Teilmengen, so dass Rℓ = Cs
x.� Sei R1 = {x}, U1 = Vx,n \ {x} und D1 = ∅.� Sei (Ri, Di, Ui) für ein i ≥ 1 gegeben. Wenn es keine Ri − Ui � Kante gibt, dannsetzen wir ℓ = i und die Konstruktion ist beendet.� Ansonsten wählen wir zufällig eine Kante ei = (yi, zi), so dass yi ∈ Ri und zi ∈ Ui.Dabei setzen wir Ui+1 = Ui \ {zi}.� Auÿerdem prüfen wir, ob zi aktiviert ist. Wenn dies so ist, dann setzen wir, Ri+1 =

Ri ∪ {zi}. Ansonsten setzen wir Di+1 = Di ∪ {zi} und Ri+1 = Ri.
• Beahte. Die rekursive Konstruktion terminiert nah endlih vielen Shritten, weil Vx,neine endlihe Menge ist.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 24� Für jedes i = 1, . . . , ℓ ist Ri eine zusammenhängende Menge von aktivierten Ek-punkten, und keiner der Ekpunkte in Di ist aktiviert.� Weil auÿerdem keiner der Ekpunkte in Rℓ einen Nahbarn in Uℓ = Vx,n \ (Rℓ ∪Dℓ)hat, gilt Rℓ = Cs
x.

• Auf analoge Weise konstruieren wir rekursiv eine zufällige Folge T ′ = (R′
i, D

′
i, U

′
i)

ℓ′

i=1 vonZerlegungen der Ekpunkt-Menge Vx,n in jeweils drei Teilmengen, so dass R′
ℓ′ ⊂ Cb

x.� Der einzige Untershied zwishen T und T ′ besteht darin, dass für eine zufälligausgewählte Kante ei = (yi, zi) mit yi ∈ Ri und zi ∈ Ui geprüft wird, ob die Kante
ei aktiviert ist.� Weil beide Arten von Prüfereignissen jeweils mit der gleihen Wahrsheinlihkeit peintreten, sind die zufälligen Folgen T und T ′ identish verteilt.� Insbesondere besitzen somit die Zufallsvariablen |Cs

x| = |Rℓ| und |R′
ℓ′ | die gleiheVerteilung.� Weil auÿerdem o�enbar |R′

ℓ′ | ≤ |Cb
x| gilt, ergibt sih hieraus die Gültigkeit von (28).Beahte

• Es ist niht shwierig, Graphen zu �nden, so dass psc > pbc bzw. psec > pbec gilt. Eineinfahes Beispiel G = (V,E) hierfür lässt sih wie folgt konstruieren.� Wir betrahten einen unendlihen (sih niht selbst shneidenden) Pfad. Die Menge
V der Ekpunkte von G bzw. das Kantensystem E ergeben sih, indem für jedes
k ≥ 1 die k-te Kante des Pfades durh einen vollständigen Graph ersetzt wird, deraus 2k Ekpunkten besteht.� Dann kann man zeigen, das sogar psc = 1 und pbc = 0 gilt.

• In manhen Fällen kann man auh obere Shranken für die (Site�) kritishen Auswahl-wahrsheinlihkeiten psc und psec angeben, und zwar durh geeignet gewählte Funktionenvon pbc bzw. pbec.Die folgende obere Shranke für psc lässt sih auf einfahe Weise herleiten.Theorem 2.8 Sei G = (V,E) ein unendliher zusammenhängender Graph mit beshränktem Kno-tengrad, d.h. ∆ = supv∈V γ(v) < ∞. Dann gilt
psc ≤ 1−

(
1−

√
pbc

)∆

. (29)Beweis
• Sei r ∈ (0, 1) eine beliebige Zahl, und sei {Xxy, Xyx : (x, y) ∈ E} eine Familie vonunabhängigen und identish verteilten Zufallsvariblen mit

P(Xxy = 1) = P(Xyx = 1) = r und P(Xxy = 0) = P(Xyx = 0) = 1− r .
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• Wir sagen, dass der Ekpunkt x ∈ V aktiviert ist, wenn es einen Ekpunkt y ∈ V gibt,so dass (x, y) ∈ E und Xxy = 1.
• Dabei lässt sih die Aktivierungswahrsheinlihkeit 1− (1− r)γ(x) des Ekpunktes x ∈ Vwie folgt nah oben abshätzen:

1− (1− r)γ(x) ≤ 1− (1− r)∆ . (30)
• Auÿerdem sagen wir, dass die Kante (x, y) ∈ E aktiviert ist, wenn Xxy = Xyx = 1, d.h.,die Aktivierungswahrsheinlihkeit einer Kante ist gegeben durh r2.
• Es ist klar, dass jeder aktive Cluster bezüglih der Bond�Perkolation in einem aktivenCluster bezüglih der Site�Perkolation enthalten ist.
• Wenn nun r ∈ (0, 1) so gewählt wird, dass r2 > pbc, dann impliziert dies und (30), dass
psc ≤ 1− (1− r)∆ und somit

psc ≤ 1−
(
1−

√
pbc

)∆

.Beahte
• Die obere Shranke in (29) kann verbessert werden, denn unter den Bedingungen vonTheorem 2.8 gilt sogar

psc ≤ 1−
(
1− pbc

)∆−1 und psec ≤ 1−
(
1− pbec

)∆−1
. (31)

• Zur Herleitung von (31) können ähnlihe Tehniken wie im Beweis von Theorem 2.7verwendet werden, vgl. Bollobás und Riordan (2009), S. 22�24.2.4 Bond�Perkolation in Z
2

• In diesem Abshnitt betrahten wir das quadratishe Gitter G = (V,E) in R
2, d.h.,

V = Z
2 und E = {(v, v′) ∈ Z

2 × Z
2 : |v − v′| = 1} . (32)

• Für diesen Fall werden wir die Aussage von Theorem 2.5 vershärfen und zeigen, dass die(Bond�) kritishe Auswahlwahrsheinlihkeit pc gegeben ist durh pc = 1/2.
• Hierfür benötigen wir eine Reihe von mathematishen Hilfsmitteln, mit deren Herleitung wirbeginnen.2.4.1 Korrelationsungleihung
• Wir betrahten den folgenden (endlihen) Wahrsheinlihkeitsraum (Ωn,An,Pn), wobei n ≥ 1eine beliebige natürlihe Zahl ist.� Sei Ωn = {0, 1}n die Menge aller 0-1�Folgen der Länge n.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 26� Auÿerdem sei An = P(Ωn) die Familie aller Teilmengen von Ωn.� Für beliebige p = (p1, . . . , pn) mit 0 ≤ p1, . . . , pn ≤ 1 betrahten wir das Wahrshein-lihkeitsmaÿ Pn : An → [0, 1], das für jedes A ∈ An gegeben ist durh
Pn(A) =

∑

a=(a1,...,an)∈A

∏

i:ai=1

pi
∏

i:ai=0

(1− pi) . (33)� Wenn keine Verwehslungen möglih sind, dann shreiben wir kurz (Ω,A,P) anstelle von
(Ωn,An,Pn).

• Beahte. In Ω lässt sih eine Halbordnung einführen: Für a, b ∈ Ω mit a = (a1, . . . , an) und
b = (b1, . . . , bn) shreiben wir a ≤ b, wenn ai ≤ bi für jedes i = 1, . . . , n.� Eine Teilmenge A ⊂ Ω heiÿt (monoton) wahsend (bzw. ein up�set), wenn aus a, b ∈ Ω,

a ∈ A und a ≤ b folgt, dass b ∈ A.� Analog heiÿt eine Teilmenge A ⊂ Ω heiÿt (monoton) fallend (bzw. ein down�set), wennaus a, b ∈ Ω, a ∈ A und a ≥ b folgt, dass b ∈ A.� Für jedes A ∈ A und j = 0, 1 sei Aj = {(a1, . . . , an−1) : (a1, . . . , an−1, j) ∈ A} ⊂ Ωn−1.� Es ist klar, dass A0 ⊂ A1, wenn A ein up�set ist, bzw. A1 ⊂ A0, wenn A ein down�setist.� Man kann sih leiht überlegen, dass
Pn(A) = (1− pn)Pn−1(A0) + pnPn−1(A1) für jedes A ∈ An. (34)Die folgende Korrelationsungleihung wird in der Literatur das Lemma von Harris genannt.Lemma 2.5 Seien A,B ∈ A beliebige Teilmengen von Ω.

• Wenn beide Teilmengen A und B up�sets bzw. down�sets sind, dann gilt
P(A ∩B) ≥ P(A)P(B) . (35)

• Wenn A ein up�set und B ein down�set ist, dann gilt
P(A ∩B) ≤ P(A)P(B) . (36)Beweis

• Wir zeigen zunähst die Gültigkeit von (35) mit vollständiger Induktion bezüglih n.� Für n = 0 und n = 1 gilt die Ungleihung (35) o�ensihtlih.� Wir nehmen nun an, dass n ≥ 2 und dass (35) für n− 1 gilt.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 27� Seien A und B entweder beide up�sets oder beide down�sets. Dann gilt entweder
A0 ⊂ A1 und B0 ⊂ B1, oder A0 ⊃ A1 und B0 ⊃ B1.� Wegen der Monotonie von Wahrsheinlihkeitsmaÿen gilt also in beiden Fällen, dass

(
P(A0)− P(A1)

) (
P(B0)− P(B1)

)
≥ 0 . (37)� Wegen (34) ergibt sih hieraus und aus der Induktionsannahme, dass

P(A ∩B)
(34)
= (1 − pn)P(A0 ∩B0) + pn P(A1 ∩B1)

Ind.−annahme
≥ (1 − pn)P(A0)P(B0) + pn P(A1)P(B1)

(37)

≥ (1 − pn)P(A0)P(B0) + pn P(A1)P(B1)

−
(
P(A0)− P(A1)

) (
P(B0)− P(B1)

)
pn(1− pn)

=
(
(1 − pn)P(A0) + pnP(A1)

)(
(1− pn)P(B0) + pnP(B1)

)

(34)
= P(A)P(B) .

• Sei nun A ein up�set und B ein down�set. Dann wenden wir die Ungleihung (35) aufdie up�sets A und Bc = Ω \B an und erhalten, dass
P(A ∩B) = P(A)− P(A ∩Bc)

(35)

≤ P(A)− P(A)P(Bc)

= P(A)− P(A)
(
1− P(B)

)

= P(A)P(B) .Korollar 2.1 Sei ℓ ≥ 2 eine beliebige natürlihe Zahl, und seien A1, . . . , Aℓ ∈ A beliebige Teilmen-gen von Ω.
• Wenn sämtlihe Teilmengen A1, . . . , Aℓ up�sets bzw. down�sets sind, dann gilt

P(A1 ∩ . . . ∩ Aℓ) ≥ P(A1) . . .P(Aℓ) . (38)
• Wenn sämtlihe Teilmengen A1, . . . , Aℓ up�sets sind, dann gilt auÿerdem

P(Ai) ≥ 1−
(
1− P(A1 ∪ . . . ∪ Aℓ)

)1/ℓ für ein i ∈ {1, . . . , ℓ}. (39)Beweis
• Weil der Durhshnitt zweier up�sets bzw. down�sets erneut ein up�set bzw. down�setist, ergibt sih die Gültigkeit von (38) unmittelbar aus Lemma 2.5.
• Wenn A1, . . . , Aℓ up�sets sind, dann sind die Komplemente Ac

1, . . . , A
c
ℓ down�sets undwegen (38) gilt somit

ℓ∏

i=1

P(Ac
i ) ≤ P(Ac

1 ∩ . . . ∩ Ac
ℓ) = P(Ac) ,wobei A = A1 ∪ . . . ∪ Aℓ.
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• Hieraus ergibt sih, dass

P(Ac
i ) ≤

(
P(Ac)

)1/ℓ für ein i ∈ {1, . . . , ℓ}bzw.
P(Ai) ≥ 1−

(
1− P(A1 ∪ . . . ∪ Aℓ)

)1/ℓ für ein i ∈ {1, . . . , ℓ}.Beahte Aus (39) ergibt sih, dass für up�setsA1, . . . , Aℓ, deren VereinigungA1∪. . .∪Aℓ eine hoheWahrsheinlihkeit hat, auh eines der (Einzel�) Ereignisse Ai eine hohe Wahrsheinlihkeitbesitzen muss.2.4.2 Abshätzung von Perkolationswahrsheinlihkeiten in Rehteken
• Seien m,n ≥ 2 beliebige natürlihe Zahlen. Mit R = [m]× [n] bezeihnen wir den Teilgraph
GR = (VR, ER) des quadratishen Gitters G = (V,E),� der gegeben ist durh

VR = Z
2 ∩ [1,m]× [1, n] und ER = {(v, v′) ∈ VR × VR : |v − v′| = 1}� und der m × n�Rehtek genannt wird und mn Ekpunkte bzw. 2mn − m − n Kantenhat.

Abbildung 12: Horizontales duales Rehtek
• Mit Rh = [1 + 1/2,m − 1/2] × [1 − 1/2, n + 1/2] bezeihnen wir den folgenden Teilgraph
G∗

Rh = (V ∗
Rh , E

∗
Rh) des dualen quadratishen Gitters G∗ = (V ∗, E∗), genannt horizontalesduales Rektek, vgl. Abbildung 12,� wobei V ∗

Rh = (Z + 1/2)2 ∩ [1 + 1/2,m− 1/2]× [1− 1/2, n+ 1/2] bzw.
E∗

Rh = {(v, v′) ∈ V ∗
Rh × V ∗

Rh : |v − v′| = 1}� und jeder horizontalen Kante e ∈ ER von R eine vertikale Kante e∗ ∈ V ∗
Rh in Rhentspriht.
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• Beahte. Wenn R ein m× n�Rehtek ist, dann ist Rh ein (m− 1)× (n+ 1)�Rehtek.
• Analog bezeihnen wir mit Rv = [1− 1/2,m+1/2, 1+ 1/2,m− 1/2] den folgenden Teilgraph
G∗

Rv = (V ∗
Rv , E∗

Rv ) des dualen quadratishen Gitters G∗ = (V ∗, E∗), genannt vertikales dualesRektek, vgl. Abbildung 13, wobei
V ∗
Rv = (Z+ 1/2)2 ∩ [1− 1/2,m+ 1/2]× [1 + 1/2, n− 1/2]und

E∗
Rv = {(v, v′) ∈ V ∗

Rv × V ∗
Rv : |v − v′| = 1} .

• Beahte.� Wenn R ein m× n�Rehtek ist, dann ist Rv ein (m+ 1)× (n− 1)�Rehtek.� O�enbar gilt (Rh)v = R = (Rv)h.

Abbildung 13: Vertikales duales Rehtek
• Auÿerdem betrahten wir (zufällige) Bond�Kon�gurationen in G bzw. G∗.� Jeder Bond�Kon�guration ω : E → {0, 1} des quadratishen Gitters G = (V,E) ent-spriht eine Bond�Kon�guration ω∗ : E∗ → {0, 1} des dualen quadratishen Gitters

G∗ = (V ∗, E∗), wobei ωe = 1 genau dann, wenn ω∗
e∗ = 0.� Jedem unendlihen aktiven Cluster des quadratishen Gitters G = (V,E) bezüglih derAuswahlwahrsheinlihkeit p ∈ (0, 1) entspriht also ein unendliher aktiver Cluster desdualen quadratishen Gitters G∗ = (V ∗, E∗) bezüglih der Auswahlwahrsheinlihkeit

1− p ∈ (0, 1).� Sei H(R) ⊂ Ω die Menge aller derjenigen Bond�Kon�gurationen in G, für die es einenaktivierten Pfad gibt, der den linken Rand von R mit dem rehten Rand von R verbindet.� Auÿerdem sei V (R) ⊂ Ω die Menge aller derjenigen Bond�Kon�gurationen in G, für diees einen aktivierten Pfad gibt, der den oberen Rand von R mit dem unteren Rand von
R verbindet.� Analog sei V (Rh) ⊂ Ω∗ die Menge aller derjenigen Bond�Kon�gurationen in G∗, für diees einen aktivierten Pfad gibt, der den oberen Rand von Rh mit dem unteren Rand von
Rh verbindet.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 30Lemma 2.6 Für jedes ω ∈ Ω gilt entweder ω ∈ H(R) oder ω∗ ∈ V (Rh).Einen Beweis dieser intiutiv plausiblen Aussage �ndet man in Bollobás und Riordan (2009), sieheS. 52�54, vgl. auh die Abbildung 14.

Abbildung 14: Kon�guration von aktivierten Bonds in R bzw. im horizontalen dualen Rehtek RhKorollar 2.2 Sei R ein m× n�Rehtek , wobei m,n ≥ 2 beliebige natürlihe Zahlen sind.
• Für jedes p ∈ (0, 1) gilt dann

Pp(H(R)) + P
∗
1−p(V (Rh)) = 1 . (40)

• Auÿerdem gilt
P1/2(H(R)) = 1

2 , wenn m = n+ 1, und P1/2(H(R)) ≥ 1
2 , wenn m = n. (41)Beweis

• Die Gültigkeit von (40) ergibt sih unmittelbar aus Lemma 2.6, denn die Ereignisse
{ω ∈ Ω : ω ∈ H(R)} und {ω ∈ Ω : ω∗ ∈ V (Rh)} bilden eine (messbare) Zerlegung von
Ω in zwei disjunkte Teilmengen.

• Wenn R ein (n + 1) × n�Rehtek ist, dann ist Rh ein n × (n + 1)�Rehtek, und für
p = 1/2 gilt, dass

P1/2(ω ∈ Ω : ω ∈ H(R)) = P ∗
1/2(ω

∗ ∈ Ω∗ : ω∗ ∈ V (Rh)) .

• Hieraus und aus (40) ergibt sih die erste Gleihheit in (41).
• Sei R ein (n+ 1)× n�Rehtek und sei R′ ein n× n�Rehtek, so dass R′ ⊂ R.
• Dann enthält jeder horizontale Perkolationspfad in R einen horizontalen Perkolationspfadin R′, d.h., es gilt H(R′) ⊃ H(R) und somit P1/2(H(R′)) ≥ P1/2(H(R)) = 1

2 .
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Abbildung 15: Shematishe Darstellung des Ereignisses X(R,S)Auÿerdem benötigen wir das folgende Hilfsergebnis. Dabei betrahten wir für beliebige m,n ≥ 2mit m ≥ n das m × (2n)�Rehtek R = [m] × [2n] und das n × n�Quadrat S = [n] × [n], vgl.Abbildung 15.Lemma 2.7

• Sei X(R,S) ⊂ Ω die Menge aller derjenigen Bond�Kon�gurationen in G, für die es aktiviertePfade P1 und P2 gibt, so dass� P1 den unteren Rand von S mit dem oberen Rand von S verbindet und� P2 von einem Ekpunkt des Pfades P1 zum rehten Rand von R verläuft.
• Für jedes p ∈ [0, 1] gilt dann

Pp(X(R,S)) ≥ 1

2
Pp(H(R))Pp(V (S)) . (42)Beweis

• Wir führen zunähst einige zusätzlihe Bezeihnungen ein, die im weiteren Verlauf desBeweises nützlih sein werden, vgl. auh die Abbildung 15.� Sei
LV (S) =





P1 , wenn P1 der am meisten links liegende vertikalePerkolationspfad in S ist,
∅ , wenn es keinen vertikalen Perkolationspfad in S gibt.� P ′

1 die Spiegelung von P1 an der horizontalen Symmetrieahse von R,� P̃1 = P1 ∪ P ′
1 ∪ {vertikale Kante, die P1 und P ′

1 verbindet},� und R(P1) sei derjenige Teil von R, der rehts von P̃1 liegt.� Auÿerdem bezeihne Y (P1) das Ereignis, dass es in R(P1) einen aktivierten Pfadgibt, der P̃1 mit dem rehten Rand von R verbindet.� Analog Z(P1) das Ereignis, dass es in R(P1) einen aktivierten Pfad gibt, der P1 mitdem rehten Rand von R verbindet.
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• Das Ereignis Y (P1) ist die Vereinigung von zwei gleihwahrsheinlihen Ereignissen, diebeide die gleihe Pp�Wahrsheinlihkeit wie Z(P1) haben.� Deshalb ergibt sih aus der Subaddivität von Wahrsheinlihkeitsmaÿen, dass

Pp(Y (P1)) ≤ 2Pp(Z(P1)) .� Hieraus ergibt sih, dass
Pp(Z(P1)) ≥ 1

2
Pp(Y (P1)) ≥ 1

2
Pp(H(R)) . (43)

• Für jeden (fest vorgegebenen) Pfad P1, der den unteren Rand von S mit dem oberenRand von S verbindet,� hängt das Ereignis {LV (S) = P1} nur von der Aktivierung derjenigen Kanten in Sab, die links von P1 liegen (und zwar einshlieÿlih der Kanten von P1),� und das Ereignis Z(P1) hängt nur von der Aktivierung der Kanten in S ab, die rehtsvon P1 liegen (ausshlieÿlih der Kanten von P1).� Hieraus folgt, dass die Ereignisse {LV (S) = P1} und Z(P1) unabhängig sind, d.h.,
Pp(Z(P1) | LV (S) = P1) = Pp(Z(P1)) . (44)

• Weil auÿerdem X(R,S) ⊃ ⋃
P1

(
{LV (S) = P1} ∩ Z(P1)

), ergibt sih insgesamt, dass
Pp(X(R,S)) ≥ Pp

(⋃
P1

(
{LV (S) = P1} ∩ Z(P1)

))

=
∑

P1

Pp

(
{LV (S) = P1} ∩ Z(P1)

)

=
∑

P1

Pp(Z(P1) | LV (S) = P1)Pp(LP (S) = P1)

(44)
=

∑
P1

Pp(Z(P1))Pp(LP (S) = P1)

(43)

≥ 1

2
Pp(H(R)

∑
P1

Pp(LP (S) = P1)

=
1

2
Pp(H(R)Pp(V (S)) .

• Damit ist (42) bewiesen.Beahte
• Im Beweis von Lemma 2.7 kann das n× n�Quadrat durh ein beliebiges r× n�Rehtekmit 2 ≤ r ≤ m ersetzt werden. In Verallgemeinerung von (42) ergibt sih dann dieUngleihung

Pp(X(R,R′)) ≥ 1

2
Pp(H(R))Pp(V (R′)) , (45)wobei R = [m]× [2n] und R′ = [r]× [n].

• Sei nun p ∈ [0, 1] und sei R = [m]× [n] ein beliebiges m× n�Rehtek.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 33� Für die Pp�Wahrsheinlihkeit des Ereignisses H(R), dass es einen aktivierten Pfadgibt, der den linken Rand von R mit dem rehten Rand von R verbindet, verwendenwir im folgenden die (Kurz�) Shreibweise hp(m,n) = Pp(H(R)).� Insbesondere setzen wir h(m,n) = h1/2(m,n). Für jedes n ≥ 2 ergibt sih dann ausFormel (41) in Korollar 2.2, dass
h(n, n) ≥ h(n+ 1, n) =

1

2
. (46)

Abbildung 16: Horizontaler Pfad in der Vereinigungsmenge zweier Rehteke, deren Durhshmittein r × 2n�Rehtek istMit Hilfe von (45) ergibt sih aus der Korrelationsungleihung (38) die folgende Ungleihung für
h(m,n), die sih im weiteren als nützlih erweisen wird.Lemma 2.8 Für beliebige m1,m2, n, r ≥ 2 mit m1,m2 ≥ n ≥ r gilt

h(m1 +m2 − r, 2n) ≥ 1

4
h(m1, 2n)h(m2, 2n)h

2(n, r)h(r, n) . (47)Beweis
• Seien R1 = [m1] × [2n] und R2 = [m2] × [2n] zwei Rehteke, deren Durhshmitt ein
r × 2n�Rehtek ist.� Dann gilt

H(R1 ∪R2) ⊃ X(R1, R
′) ∩X(R2, R

′) ∩H(R′) ,wobei R′ das r×n�Rehtek ist, das in der rehten unteren Eke von R1 bzw. in derlinken unteren Eke von R2 liegt, vgl. Abbildung 16.� Hieraus ergibt sih, dass
P1/2(H(R1 ∪R2)) ≥ P1/2

(
X(R1, R

′) ∩X(R2, R
′) ∩H(R′)

)
. (48)

• Weil die Ereignisse X(R1, R
′), X(R2, R

′) und H(R′) up�sets sind, ergibt sih aus ausder Korrelationsungleihung (38), dass
P1/2

(
X(R1, R

′) ∩X(R2, R
′) ∩H(R′)

)
≥ P1/2(X(R1, R

′))P1/2(X(R2, R
′))P1/2(H(R′)) .(49)
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• Insgesamt ergibt sih somit, dass

h(m1 +m2 − r, 2n) = P1/2(H(R1 ∪R2))

(48),(49)

≥ P1/2(X(R1, R
′))P1/2(X(R2, R

′))P1/2(H(R′))

(42)

≥ 1

4
P1/2(H(R1))P1/2(H(R2))P

2
1/2(V (R′))P1/2(H(R′))

=
1

4
h(m1, 2n)h(m2, 2n)h

2(n, r)h(r, n) .

• Damit ist (47) bewiesen.Aus Lemma 2.8 ergeben sih die folgenden unteren Shranken für h(m,n), wenn in (47) geeignetgewählter Werte für m1, m2 und r eingesetzt werden.Korollar 2.3 Für beliebige n ≥ 3 gilt
h(3n+ 3, 2n) ≥ 2−7 , h(5n+ 7, 2n) ≥ 2−19 und h(6n+ 9, 2n) ≥ 2−25 . (50)Beweis

• Für m1 = m2 = 2n+ 1 und r = n− 1 ergibt sih aus (46) und (47), dass
h(3n+ 3, 2n)

(47)

≥ 1

4
h(2n+ 1, 2n)h(2n+ 1, 2n)h2(n, n− 1)h(n− 1, n)

≥ 1

4
h(2n+ 1, 2n)h(2n+ 1, 2n)h2(n, n− 1)h(n, n)

(46)

≥ 2−7 .

• Hieraus ergibt sih für m1 = m2 = 3n+ 3 und r = n− 1, dass
h(5n+ 7, 2n)

(47)

≥ 1

4
h2(3n+ 2, 2n)h2(n, n− 1)h(n− 1, n)

≥ 1

4
2−14 h2(n, n− 1)h(n, n)

(46)

≥ 2−19 .

• Shlieÿlih ergibt sih für m1 = 5n+ 7, m2 = 2n+ 1 und r = n− 1, dass
h(6n+ 9, 2n)

(47)

≥ 1

4
h(5n+ 7, 2n)h(2n+ 1, 2n)h2(n, n− 1)h(n− 1, n)

≥ 1

4
2−19 h(2n+ 1, 2n)h2(n, n− 1)h(n, n)

(46)

≥ 2−25 .



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 35Analog zu Lemma 2.8 lässt sih die folgende Ungleihung für h(m,n) herleiten.Lemma 2.9 Für beliebige m1,m2, n ≥ 2 mit m1,m2 ≥ 2n gilt
h(m1 +m2 − 2n, 2n) ≥ 1

2
h(m1, 2n)h(m2, 2n) . (51)Beweis

• Wir betrahten ein m1×(2n)�Rehtek und ein m1×(2n)�Rehtek, deren Durhshnittein (2n)× (2n)�Quadrat ist, vgl. Abbildung 17.
• Genauso wie im Beweis von Lemma 2.8 ergibt sih dann aus der Korrelationsungleihung(38), dass

h(m1 +m2 − 2n, 2n) ≥ h(m1, 2n)h(2n, 2n)h(m2, 2n) .

• Wegen h(2n, 2n) ≥ 1/2 (vgl. Korollar 2.2) ergibt sih hieraus die Behauptung.
Abbildung 17: Horizontaler Pfad in der Vereinigungsmenge zweier Rehteke, deren Durhshmittein 2n× 2n�Quadrat istKorollar 2.4 Für jede natürlihe Zahl k ≥ 2 gibt es eine Konstante hk > 0, so dass

h(kn, n) ≥ hk für jedes n ≥ 2. (52)Beweis
• Für m1 = m und m2 = 3n ergibt sih aus (50) und (51), dass

h(m+ n, 2n)
(51)

≥ 1

2
h(m, 2n)h(3n, 2n)

(50)

≥ 2−8 h(m, 2n) .

• Hieraus ergibt sih durh Iteration, dass für beliebige k ≥ 3 und n ≥ 2

h(kn, 2n) ≥ 2−8(k−2)−1 = 215−8k .

• Weil h(m, 2n+ 1) ≥ h(m, 2n) für beliebige m,n ≥ 1 gilt, ergibt sih somit, dass
min{h(kn, 2n+ 1), h(kn, 2n)} = 215−8k .

• Damit ist die Behauptung bewiesen.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 362.4.3 Untere Shranke für die kritishe Auswahlwahrsheinlihkeit pc

• Wir betrahten die Zufallsvariable r(Co) = sup{ρ(o, x) : x ∈ Co},� die Radius des aktiven (Bond�) Clusters Co geannt wird, der den Nullpunkt o ∈ Z
2enthält.� Dabei bezeihnet ρ(o, x) den graphentheoretishen Abstand zwishen o und x entlangder Kanten des quadratishen Gitters.

• Wir leiten nun eine obere Shranke für die Tailfunktion von r(Co) her, die bei der Abshätzungder kritishen (Bond�) Auswahlwahrsheinlihkeit pc nützlih ist.
Abbildung 18: Vier Rehteke, die einen Ring bildenLemma 2.10 Es gibt eine Konstante c ∈ (0,∞), so dass

P1/2(r(Co) ≥ n) ≤ n−c für jedes n ≥ 1. (53)Beweis
• Für p = 1/2 werden ebenfalls die Kanten des dualen quadratishen GittersG∗ = (V ∗, E∗)mit der Wahrsheinlihkeit 1/2 aktiviert.� Aus Korollar 2.3 ergibt sih somit, dass ein 6n × 2n�Rehtek in G∗ wenigstensmit der Wahrsheinlihkeit 2−25 einen horizontalen aktivierten (dualen) Bond�Pfadbesitzt.� Analog hat ein 2n× 6n�Rehtek in G∗ zumindest mit der Wahrsheinlihkeit 2−25einen vertikalen aktivierten Pfad.
• Wir betrahten nun zwei 6n×2n�Rehteke und zwei 2n×6n�Rehteke in G∗, die einenquadratishen Ring bilden, vgl. Abbildung 18.� Zur Erinnerung: Das Ereignis, dass ein m × n�Rehtek einen (horizontalen bzw.verikalen) aktivierten Pfad besitzt, ist ein up�set.� Aus der Korrelationsungleihung (38) in Korollar 2.1 ergibt sih deshalb, dass dieWahrsheinlihkeit, dass jedes der vier Rehteke einen horizontalen bzw. vertikalenaktivierten Pfad besitzt (so wie in der Abbildung 18 shematish dargestellt), gröÿeroder gleih ε = 2−100 > 0 ist.
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• Für jedes k ≥ 1 sei Ak der quadratishe Ring mit Mittelpunkt im Nullpunkt, der auszwei dualen (3 ·4k)×(4k)�Rehteken und zwei dualen (4k)×(3 ·4k)�Rehteken besteht,so wie in Abbildung 18 dargestellt.
• Sei Ek das Ereignis, dass Ak einen dualen aktivierten Zyklus enthält, der das Innere von
Ak (und somit auh den Nullpunkt o ∈ Z

2) umkreist.� Dann gilt o�enbar
P1/2(Ek) ≥ ε für jedes k ≥ 1. (54)� Wenn das Ereignis Ek eintritt, dann gibt es keinen (nihtdualen) aktivierten Pfadvon einem Knoten des quadratishen Gitters G = (V,E) aus dem Inneren von Akzu einem Knoten auÿerhalb von Ak.� In diesem Fall gilt also, dass

r(Co) ≤ 3 · 4k < 4k+1 . (55)� Auÿerdem sind die Ereignisse Ek und Ek′ für k 6= k′ unabhängig, weil die Mengen
Ak und Ak′ für k 6= k′ disjunkt sind.

• Insgesamt ergibt sih also, dass für jedes ℓ ≥ 1

P1/2(r(Co) ≥ 4ℓ+1)
(55)

≤ P1/2

( ℓ⋂

k=1

Ec
k

)Unabhängigkeit
=

ℓ∏

k=1

P1/2

(
Ec

k

)

(54)

≤ (1 − ε)ℓ ,d.h.,
P1/2(r(Co) ≥ 4ℓ+1) ≤ (1− ε)ℓ . (56)

• Sei nun n ≥ 1 eine beliebige natürlihe Zahl und ℓ ≥ 1 so gewählt, dass 4ℓ+1 ≤ n < 4ℓ+2.
• Dann ergibt sih aus (56) die folgende Abshätzung:

P1/2(r(Co) ≥ n) ≤ P1/2(r(Co) ≥ 4ℓ+1)

(56)

≤ (1 − ε)ℓ

= exp
(
ℓ log(1− ε)

)

= exp
(
(ℓ+ 2) log 4

ℓ log(1 − ε)

(ℓ+ 2) log 4

)

=
(
4ℓ+2

) ℓ log(1− ε)

(ℓ+ 2) log 4

≤ n−c ,wobei c = − log(1− ε)/(3 log 4) > 0.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 38Die in Lemma 2.10 hergeleitete Abshätzung (53) der Tailfunktion von r(Co), liefert eine untereShranke für die kritishe Auswahlwahrsheinlihkeit pc = inf{p ∈ [0, 1] : θ(p) > 0},
• die in der Literatur das Theorem von Harris genannt wird,
• wobei θ(p) = Pp(o → ∞) die (Bond�) Perkolationswahrsheinlihkeit bezeihnet, die derAktivierungswahrsheinlihkeit p ∈ [0, 1] der Kanten entspriht.Theorem 2.9 Es gilt θ(1/2) = 0 und somit

pc ≥
1

2
. (57)Beweis

• Aus (53) ergibt sih, dass θ(1/2) = P1/2(r(Co) = ∞) ≤ P1/2(r(Co) ≥ n) ≤ n−c für jedes
n ≥ 1.

• Dies bedeutet, dass θ(1/2) = 0 und somit pc ≥ 1/2.2.4.4 Fundamentalsatz über Pivotvariablen für up�setsWir betrahten den gleihen Wahrsheinlihkeitsraum (Ωn,An,Pn), wie in Abshnitt 2.4.1, wobei
n ≥ 1 eine beliebige natürlihe Zahl ist.

• Sei Ωn = {0, 1}n die Menge aller 0-1�Folgen der Länge n.
• Auÿerdem sei An = P(Ωn) die Familie aller Teilmengen von Ωn.
• Für beliebige p = (p1, . . . , pn) mit 0 ≤ p1, . . . , pn ≤ 1 betrahten wir das Wahrsheinlihkeits-maÿ Pn : An → [0, 1], das für jedes A ∈ An gegeben ist durh

Pn(A) =
∑

a=(a1,...,an)∈A

∏

i:ai=1

pi
∏

i:ai=0

(1− pi) .De�nition
• Für beliebige ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn, A ∈ An und i ∈ {1, . . . , n} heiÿt die i-te Kompo-nente ωi von ω eine Pivotvariable für A, wennentweder ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ A oder ω′ = (ω1, . . . , ωi−1, 1− ωi, ωi+1, . . . , ωn) ∈ A.(58)
• Beahte: Ob ωi eine Pivotvariable ist, hängt also sowohl von ω als auh von A ab.
• Die Wahrsheinlihkeit

βi(A) = Pn(ω : ωi ist Pivotvariable für A) (59)wird der Ein�uss der i-ten Variablen auf das Ereignis A genannt.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 39Der folgende Fundamentalsatz über Pivotvariablen für up�sets wird in der Literatur die Formel vonMargulis�Russo genannt.Theorem 2.10 Sei A ∈ An ein up�set. Dann gilt
∂

∂pi
Pn(A) = βi(A) für jedes i ∈ {1, . . . , n}. (60)Wenn p1 = . . . = pn = p, dann gilt insbesondere

d

dp
Pn(A) =

n∑

i=1

βi(A) . (61)Beweis
• Um die Gültigkeit von (60) zu zeigen, können wir ohne Einshränkung der Allgemeinheitannehmen, dass i = n.
• Für beliebige k ∈ {1, . . . , n} und x = (x1, . . . , xk) ∈ Ωk verwenden wir die (Kurz�)Shreibweise

px =
∏

i:xi=1

pi
∏

i:xi=0

(1 − pi) . (62)� Für x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Ωn−1 setzen wir auÿerdem
x+ = (x1, . . . , xn−1, 1) ∈ Ωn und x− = (x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Ωn .� Mit der in (62) eingeführten Notation gilt dann o�enbar, dass

px+ + px− = px . (63)
• Mit dem up�set A ∈ An assoziieren wir shlieÿlih die Mengen

Aa = {x ∈ Ωn−1 : x+ ∈ A, x− ∈ A} und Ab = {x ∈ Ωn−1 : x+ ∈ A, x− 6∈ A} .

• Dann gilt
Pn(A) =

∑

x∈Aa

(
px+ + px−)+

∑

x∈Ab

px+

(63)
=

∑

x∈Aa

px + pn
∑

x∈Ab

px .

• Durh (partielles) Di�erenzieren nah pn erhalten wir also, dass
∂

∂pn
Pn(A) =

∑

x∈Ab

px

= βn(A) ,wobei sih die letzte Gleihheit aus der folgenden Überlegung ergibt:



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 40� Weil A ∈ An ein up�set ist, ergibt sih aus x+ 6∈ A, dass auh x− 6∈ A gilt.� Deshalb ist die n-te Komponente xn von (x1, . . . , xn−1, xn) genau dann eine Pivot-variable für A, wenn x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Ab.
• Damit ist (60) bewiesen.
• Die Gültigkeit von (61) ergibt sih nun aus der Kettenregel für die Di�erentiation vonProdukten, denn für p1 = . . . = pn = p gilt, dass

d

dp
Pn(A) =

n∑

i=1

∂

∂pi
Pn(A) .Bei der Anwendung von Theorem 2.10 in Abshnitt 2.4.5 ist eine untere Shranke für die Summe∑n

i=1 βi(A) in (61) nützlih, die in der Literatur Friedgut�Kalai�Ungleihung genannt wird und diewir hier ohne Beweis angeben.Lemma 2.11 Sei A ∈ Ωn ein Ereignis, das die Wahrsheinlihkeit q = Pn(A) besitzt. Dann gilt
n∑

i=1

βi(A) ≥ c q (1− q) log(δ−1) , (64)wobei δ = maxi∈{1,...,n} βi(A) und c > 0 eine Konstante ist, die weder von q noh von δ abhängt.Einen Beweis von Lemma 2.11 �ndet man beispielsweise in Grimmett (2010), vgl. Theorem 4.82dieses Buhes.2.4.5 Obere Shranke für die kritishe Auswahlwahrsheinlihkeit pc

• Wir kehren nun wieder zur Untersuhung von Perkolationseigenshaften in Rehteken R desquadratishen Gitters in Z
2 zurük, wobei wir stets annehmen, dass p = p1 = p2 = . . ..

• Dabei leiten wir zunähst eine Abshätzung des Ein�usses
Ip(e,H(R)) = Pp

(
e ist Pivotvariable für H(R)

)einer Kante e ⊂ R auf die Existenz von (horizontalen) aktivierten Pfaden in R her.
• Beahte. Weil H(R) ein up�set ist, gilt

Ip(e,H(R)) = Pp

(
ω : ω+ ∈ H(R), ω− 6∈ H(R)

)
,wobei ω+ und ω− Bond�Kon�gurationen bezeihnen, für die der Zustand aller Kanten auÿerKante e mit dem Zustand der Kanten für ω übereinstimmt und die Kante e für ω+ aktiviertbzw. für ω− niht aktiviert ist.Lemma 2.12 Für beliebige m,n ≥ 1 sei R ein m × n�Rehtek in Z

2, und e sei eine beliebigeKante in R. Für jedes p ∈ (0, 1) gilt dann
Ip(e,H(R)) ≤ 2P1/2

(
r(Co) ≥ min{m/2− 1, (n− 1)/2}

)
, (65)wobei r(Co) = sup{ρ(o, x) : x ∈ Co} den Radius des aktiven (Bond�) Clusters Co bezeihnet, derden Nullpunkt o ∈ Z

2 enthält.
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Abbildung 19: Kante e, die Pivotvariable für H(R) ist, und zugehörige duale Kante e∗, die Pivot-variable für V (Rh) ist.Beweis
• Sei ω ∈ Ω eine Bond�Kon�guration, so dass die Kante e ⊂ R eine Pivotvariable für dasEreignis H(R) ist.� Dann gilt ω+ ∈ H(R), d.h., bei Vorliegen der Kon�guration ω+ gibt es einen hori-zontalen aktivierten Pfad in R.� Auÿerdem gilt ω− 6∈ H(R), d.h., die Kante e ⊂ R gehört unter ω+ zu sämtlihenhorizontalen aktivierten Pfaden in R.
• Bei Vorliegen der Kon�guration ω ist also jeder der beiden Endpunkte von e über einenaktivierten Pfad mit dem linken bzw. rehten Rand von R verbunden, vgl. Abbildung 19.� Zumindest in einem der beiden Endpunkte von e beginnt somit ein aktivierter Pfad,dessen Länge gröÿer oder gleih m/2− 1 ist.� D.h., für jedes p ∈ (0, 1) gilt

Ip(e,H(R)) ≤ 2Pp

(
r(Co) ≥ m/2− 1

)
. (66)

• Weil ω+ ∈ H(R) und ω− 6∈ H(R), ergibt sih aus Lemma 2.6, dass ω+∗ 6∈ V (Rh) und
ω−∗ ∈ V (Rh).� Bei Vorliegen der Kon�guration ω− gibt es also einen vertikalen aktivierten (dualen)Pfad in Rh, der die zu e gehörende duale Kante e∗ enthält.� Unter ω beginnt somit zumindest in einem der beiden Endpunkte von e∗ ein akti-vierter (dualer) Pfad, dessen Länge gröÿer oder gleih (n− 1)/2 ist.� D.h., für jedes p ∈ (0, 1) gilt

Ip(e,H(R)) ≤ 2P1−p

(
r(Co) ≥ (n− 1)/2

)
. (67)

• Weil das Ereignis {r(Co) ≥ c} für jedes c ≥ 0 ein up�set ist, ist die Wahrsheinlihkeit
Pp

(
r(Co) ≥ c) monoton wahsend in p.

• Aus (66) und (67) ergibt sih also, dass
Ip(e,H(R)) ≤






2P1/2

(
r(Co) ≥ m/2− 1

)
, wenn p ≤ 1/2,

2P1/2

(
r(Co) ≥ (n− 1)/2

)
, wenn p ≥ 1/2.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 42Auÿerdem benötigen wir die folgende Abshätzung der Perkolationswahrsheinlihkeiten hp(m,n) =
Pp(H(R)).Lemma 2.13 Sei p > 1/2 und ℓ > 1 sei eine beliebige natürlihe Zahl. Dann gibt es Konstanten
γ = γ(p) > 0 und n0 = n0(p, ℓ), so dass

hp(ℓn, n) ≥ 1− n−γ für jedes n ≥ n0. (68)Beweis
• Sei R ein (ℓn)× n�Rehtek. Dann ergibt sih aus den Ungleihungen (53) und (65), diein Lemma 2.10 bzw. 2.12 hergeleitet wurden, dass für jede Kante e ⊂ R und für jedes
n ≥ 2

Ip(e,H(R))
(65)

≤ 2P1/2

(
r(Co) ≥

n− 1

2

) (53)

≤ 2
(n− 2

2

)−c

,wobei c > 0 eine Konstante ist, die niht von p, ℓ, e und n abhängt.� Hieraus folgt, dass Ip(e,H(R)) ≤ n−c′ für jedes hinreihend groÿe n ≥ n(c), wobei
0 < c′ < c.� Mit der (Kurz�) Shreibweise f(p) = Pp(H(R)) ergibt sih nun aus der Friedgut-Kalai-Ungleihung (64) in Lemma 2.11, dass

∑

e⊂R

Ip(e,H(R)) ≥ c f(p) (1− f(p)) log(δ−1) für jedes hinreihend groÿe n,wobei δ = n−c′ und c > 0 eine Konstante ist, die niht von p, ℓ, e, n und δ abhängt.� Hieraus und aus der Margulis�Russo�Formel (61) in Theorem 2.10 ergibt sih, dass
d

dp
f(p)

(61)
=

∑

e⊂R

Ip(e,H(R)) ≥ c f(p) (1− f(p)) log(δ−1) . (69)
• Sei nun g(p) = log

(
f(p)/(1− f(p))

). Dann gilt
d

dp
g(p) =

1− f(p)

f(p)

(
d
dp f(p)

)
(1− f(p)) + f(p)

(
d
dp f(p)

)

(1− f(p))2

=
1

f(p) (1− f(p))

d

dp
f(p) .

• Hieraus und aus (69) ergibt sih somit, dass
d

dp
g(p) ≥ c log(δ−1) = c c′ log n für jedes hinreihend groÿe n. (70)

• In Korollar 2.4 hatten wir gezeigt, dass
f(1/2) ≥ hℓ für jedes n ≥ 2,wobei hℓ > 0 eine Konstante ist, die nur von ℓ > 1 abhängt.
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g(1/2) = log

(
f(1/2)/(1− f(1/2))

)
≥ c′′ , (71)wobei c′′ > 0 eine Konstante ist, die nur von ℓ > 0 abhängt.� Hieraus und aus (70) ergibt sih also für p > 1/2 und für jedes hinreihend groÿe

n ≥ n0(p, ℓ), dass
g(p)

(70)

≥ c c′
(
p− 1

2

)
logn+ g(1/2)

(71)

≥ log(nγ) ,wobei γ = γ(p) > 0 eine Konstante ist, die nur von p ≥ 1/2 abhängt.
• Wegen g(p) = log

(
f(p)/(1− f(p))

) ergibt sih somit, dass
log

f(p)

1− f(p)
≥ log(nγ) ⇔ f(p)

1− f(p)
≥ nγbzw.

1− f(p) ≤ n−γf(p) ≤ n−γ ⇔ f(p) ≥ 1− n−γ .

• Damit ist die Behauptung bewiesen.Mit den bereit gestellten Hilfsmitteln sind wir nun in der Lage, eine obere Shranke für die kritisheAuswahlwahrsheinlihkeit pc = inf{p ∈ [0, 1] : θ(p) > 0} herzuleiten,
• die in der Literatur das Theorem von Kesten genannt wird,
• wobei θ(p) = Pp(o → ∞) die (Bond�) Perkolationswahrsheinlihkeit bezeihnet, die derAktivierungswahrsheinlihkeit p ∈ [0, 1] der Kanten entspriht.Theorem 2.11 Es gilt θ(p) > 0 für p > 1/2 und somit

pc ≤
1

2
. (72)Beweis

• Um die Gültigkeit von (72) zu zeigen, nutzen wir die in Lemma 2.13 hergeleitete Unglei-hung.� Für jedes p > 1/2 sei n ≥ n0(p, 2), wobei n0(p, 2) die in Lemma 2.13 betrahteteKonstante ist.� For jedes k = 0, 1, 2, . . . sei Rk ein (2kn) × (2k+1n)�Rehtek, wenn k eine geradeZahl ist, und ein (2k+1n)× (2kn)�Rehtek, wenn k eine ungerade Zahl ist.� Der linke untere Ekpunkt von Rk sei jedes k = 0, 1, 2, . . . der Nullpunkt.� Auÿerdem bezeihne Ek das Ereignis, dass es einen aktivierten Pfad in Rk gibt, derdie beiden kürzeren Begrenzungslinien von Rk miteinander verbindet, vgl. Abbil-dung 20.



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 44� Und E∞ sei die Menge aller derjenigen Bond�Kon�gurationen des quadratishenGitters, für die es einen unendlihen aktivierten Cluster gibt.
• Dann gilt o�enbar, dass

E∞ ⊃
⋂

k≥0

Ek .

• Andererseits ergibt sih aus Lemma 2.13, dass für jedes hinreihend groÿe n
∑

k≥0

Pp(E
c
k) ≤

∑

k≥0

(
2kn

)−γ
=

n−γ

1− 2−γ
< 1 .

• Insgesamt ergibt sih hieraus und aus der Subadditivität von Wahrsheinlihkeitsmaÿen,dass
Pp(E∞) ≥ Pp

(⋂

k≥0

Ek

)

= 1− Pp

(⋃

k≥0

Ec
k

)

≥ 1−
∑

k≥0

Pp(E
c
k)

> 0 .

• Damit ist (72) bewiesen, denn Pp(E∞) > 0 impliziert, dass θ(p) = Pp(o → ∞) > 0.

Abbildung 20: Rehteke R0 bis R3 und aktivierte Pfade, die jeweils die beiden kürzeren Begren-zungslinien dieser Rehteke miteinander verbinden.Aus den Theoremen 2.9 und 2.11 ergibt sih nun unmittelbar das folgende Resultat.Korollar 2.5 Für die kritishe (Bond�) Auswahlwahrsheinlihkeit pc im quadratishen Gittergilt
pc =

1

2
. (73)
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ec
in Z

2

• Wir leiten nun noh ein Analogon des Theorems von Harris�Kesten (vgl. Korollar 2.5) für diekritishe (Bond�) Auswahlwahrsheinlihkeit pec im quadratishen Gitter her, die bereits inAbshnitt 2.1.3 eingeführt worden ist.� Wir betrahten also die Wahrsheinlihkeit
pec = sup{p ∈ [0, 1] : χx(p) < ∞} = inf{p ∈ [0, 1] : χx(p) = ∞} ,� wobei χx(p) = E |Co| und Co den (zufälligen) aktiven Cluster von Ekpunkten in Z

2bezeihnet, der den Nullpunkt o ∈ Z
2 enthält.

• Hierfür benötigen wir die folgende Abshätzung, die für beliebige zusammenhängende Gra-phen mit beshränktem Knotengrad gilt.2.5.1 Zusammenhängende Graphen mit beshränktem KnotengradLemma 2.14
• Sei G = (V,E) ein (endliher oder unendliher) zusammenhängender Graph mit beshränktemKnotengrad, d.h., 2 ≤ ∆ = supv∈V γ(v) < ∞.
• Für jeden Ekpunkt v ∈ V und für jedes n ≥ 1 gilt dann für die Anzahl av,n der zusammen-hängenden Teilgraphen in G, die den Ekpunkt v enthalten und insgesamt aus genau n Ek-punkten bestehen, dass

av,n ≤ cn∆/2 , (74)wobei c ∈ (1,∞) eine Konstante ist, die niht von n abhängt.Beweis
• Sei v ∈ V ein beliebiger (fest vorgegebener) Ekpunkt.
• Für beliebige natürlihe Zahlen i, j, k ≥ 1 bezeihne Aijk die Familie derjenigen zusam-menhängenden Teilgraphen Gijk = (Vijk , Eijk) ⊂ G, so dass� v ∈ Vijk , |Vijk | = i und |Eijk | = j� und k Kanten in G genau einen Endpunkt in Vijk besitzen.
• Dann gilt

max{k, 2j} ≤ i∆ . (75)� Denn es gilt k ≤ ∆i, weil jede der k Kanten in G, die genau einen Endpunkt in
Vijk besitzen, an einem der i Ekpunkte in Vijk endet und weil von jedem dieser iEkpunkte höhstens ∆ Kanten ausgehen.� Auÿerdem gilt 2j ≤ i∆, weil von jedem der i Ekpunkte in Vijk höhstens ∆ Kantenausgehen und weil deshalb die Anzahl j der Kanten in Vijk durh i∆/2 begrenzt ist.
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• Sei p ∈ (0, 1). Für die zufällige Bond�Kon�guration mit (jeweils der Wahrsheinlih-keit p) unabhängig aktivierten Kanten bezeihne Cv den zufälligen Cluster derjenigenaktivierten Kanten, die (durh aktivierten Pfade) mit v verbunden sind.� Für jedes i ≥ 1 gilt dann

Pp(|Cv| = i) =

∞∑

j,k=1

|Aijk|pj(1− p)k

=

∞∑

j,k=1

|Aijk|
√
p2j

(
(1− p)2

)k

(75)

≥
∞∑

j,k=1

|Aijk|
√(

p (1− p)2
)i∆

.� Weil stets 1 ≥ Pp(|Cv | = i) gilt, ergibt sih hieraus, dass für jedes i ≥ 1

av,i =

∞∑

j,k=1

|Aijk | ≤
(
p (1− p)2

)−i∆/2und somit
av,i ≤

(
max

p∈(0,1)
{p (1− p)2}

)−i∆/2
=

( 4

27

)−i∆/2

=
(27
4

)i∆/2

.2.5.2 m-abhängige Site�Kon�gurationenAuÿerdem benötigen wir das Konzept der m-abhängigen Site�Kon�gurationen.
• Sei G = (V,E) ein beliebiger zusammenhängender und lokal endliher Graph.
• Um den Begri� der m-abhängigen Site�Kon�guration einzuführen, gehen wir ähnlih wie inAbshnitt 2.3 vor.� Zur Erinnerung: Eine Funktion ω : V → {0, 1} heiÿt Site�Kon�guration, wobei wir dieShreibweise v 7→ ωv verwenden, d.h. ωv = ω(v) für jedes v ∈ V .� Sei Ωs = {0, 1}V die Familie aller Site�Kon�gurationen. Dabei heiÿt ein Ekpunkt v ∈ Vaktiviert in der Kon�guration ω ∈ Ωs genau dann, wenn ωv = 1.� Ein Pfad von v nah v′ heiÿt aktiviert, wenn sämtlihe Ekpunkte des Pfades aktiviertsind.� Sei As die kleinste σ�Algebra über Ωs, die die so genannten Zylindermengen

C(F, z) = {ω ∈ Ωs : ωf = zf for all f ∈ F}enthält, wobei F eine endlihe Teilmenge von V ist und z ∈ {0, 1}F .



2 ZUFÄLLIGE GRAPHEN MIT DETERMINISTISCHEN ECKPUNKTEN 47� Allerdings betrahten wir nun anstelle des in (23) eingeführten Produktmaÿes ein Wahr-sheinlihkeitsmaÿ P
s : As → [0, 1], so dass die (zufälligen Aktivierungs�) Zustände derEkpunktmengen V1, V2 ⊂ V unabhängige Zufallsvariablen sind, wenn
|v1 − v2| ≥ m für beliebige v1 ∈ V1, v2 ∈ V2,wobei m ≥ 1 eine beliebige natürlihe Zahl ist und |v1 − v2| den graphentheoretishenAbstand zwishen v1 und v2 bezeihnet.Beispiel

• Für beliebige p ∈ (0, 1) betrahten wir zunähst die (As, σF )�messbare Abbildung Ξs :
Ωs → F über dem Wahrsheinlihkeitsraum (Ωs,As,Ps

p),� wobei Ξs(ω) = {v ∈ V : ωv = 1} und P
s
p das in (23) eingeführte Produktmaÿ ist.� D.h., es gilt Ps

p

(
C(F, z)

)
= p|{f∈F : zf=1}| (1 − p)|{f∈F : zf=0}| für beliebige Zylinder-mengen C(F, z).

• Beahte. Die zufällige Menge Ξs kann als die Vereinigung von unabhängig aktiviertenEkpunkten aufgefasst werden.
• Auÿerdem betrahten wir die zufällige Site�Kon�guration Ξ̃s : Ωs → F über (Ωs,As,Ps

p),wobei
Ξ̃s(ω) = {v ∈ V : Für ein ṽ ∈ V mit |ṽ − v| = 1 gilt ωṽ = 1} .

• Dann ist Ξ̃s eine 3-abhängige Site�Kon�guration.Lemma 2.15
• Sei G = (V,E) ein (endliher oder unendliher) zusammenhängender Graph mit beshränktemKnotengrad, d.h., 2 ≤ ∆ = supv∈V γ(v) < ∞.
• Auÿerdem sei Ps : As → [0, 1] ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ, so dass die Aktivierungszuständeder Ekpunkte m-abhängige Zufallsvariablen sind.
• Wenn das m-abhängige Wahrsheinlihkeitsmaÿ P

s so besha�en ist, dass
P
s(ω ∈ Ωs : ωv = 1) ≤ p′für jedes v ∈ V und für eine (hinreihend kleine) Konstante p′ = p′(m,∆) > 0,� dann gibt es eine Konstante c′ = c′(m,∆) > 0, so dass

P
s(|Cs

v | ≥ n) ≤ exp(−c′n) für beliebige v ∈ V und n ≥ 1, (76)� wobei Cs
v ⊂ V die (zufällige) Menge derjenigen Ekpunkte bezeihnet, die mit v durheinen Pfad von aktivierten Ekpunkten verbunden sind.
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• Für jeden Ekpunkt x ∈ V gibt es höhstens ∆m Ekpunkte in V , deren (graphentheo-retisher) Abstand von x kleiner oder gleih m− 1 ist, denn wegen ∆ ≥ 2 gilt

1 + ∆+∆2 + . . .+∆m−1 ≤ ∆m . (77)
• Wenn |Cs

v | ≥ n gilt,� dann gibt es eine Teilmenge V ′ = V ′
v,n ⊂ V , die genau n aktivierte Ekpunkteenthält, von denen einer der Ekpunkt v ∈ V ist.� Auÿerdem gibt es wegen (77) eine Teilmenge V ′′ ⊂ V ′, die wenigstens n/∆m Ek-punkte enthält, so dass |x1 − x2| ≥ m für beliebige (voneinander vershiedene)Ekpunkte v1, v2 ∈ V ′′.� D.h., die Ekpunkte in V ′′ werden unabhängig voneinander aktiviert.� Die Wahrsheinlihkeit, dass jeder Ekpunkt in V ′ aktiviert ist, ist also niht gröÿerals (p′)n/∆m .

• Wegen Lemma 2.14 gibt es höhstens cn∆/2 Teilmengen von V , die den Ekpunkt v und
n− 1 weitere (aktivierte) Ekpunkte enthalten, wobei c ∈ (1,∞) eine Konstante ist, dieniht von n abhängt.

• Insgesamt ergibt sih hieraus und aus der Subadditiviät von Wahrsheinlihkeitsmaÿen,dass
P
s(|Cs

v | ≥ n) ≤ cn∆/2 (p′)n/∆
m

=
(
c∆/2 (p′)1/∆

m
)n

. (78)
• Wenn p′ > 0 hinreihend klein ist, so dass a = c∆/2 (p′)1/∆

m

< 1, dann ergibt sih dieAbshätzung (76) mit c′ = − log a.Beahte
• Für m = 2 genügt es wegen (77) und (78) hinsihtlih der Kleinheit von p′ > 0 zufordern, das c∆/2 (p′)1/(1+∆), wobei c = 27/4 gesetzt werden kann, vgl. den Beweis vonLemma 2.14.
• Im nahfolgenden Abshnitt 2.5.3 werden wir den Fall m = 5 und ∆ = 4 betrahten. Umdann Lemma 2.15 anwenden zu können, genügt es p′ > 0 so zu wählen, dass

(27/4)2 (p′)1/4
5

< 1 . (79)2.5.3 Exponentiell beshränkte Bond�Cluster in Z
2

• Wir kehren nun zur Untersuhung von zufälligen Bond�Kon�gurationen im quadratishenGitter zurük, wobei wir annehmen, dass die Kanten unabhängig aktiviert werden und zwarjeweils mit der (Bond�) Auswahlwahrsheinlihkeit p < 1/2.
• Mit Hilfe von Lemma 2.15 zeigen wir, dass dann die Tailfunktion von |Co| exponentiell be-shränkt ist, wobei Co den aktiven (Bond�) Cluster bezeihnet, der den Nullpunkt enthält.
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• Für die kritishen Auswahlwahrsheinlihkeiten pc und pec ergibt sih hieraus, dass pec = pc =
1/2.Theorem 2.12 Für jedes p < 1/2 gibt es eine Konstante a = a(p), so dass

Pp(|Co| ≥ n) ≤ exp(−an) für jedes n ≥ 1. (80)Beweis
• Sei p < 1/2, und p′ = p′(5, 4) sei so gewählt, dass (79) gilt.
• Auÿerdem sei G∗ = (V ∗, E∗) das duale quadratishe Gitter, dessen Kanten mit derWahrsheinlihkeit 1− p > 1/2 aktiviert werden.� Für c = (1−p′)1/4 ergibt sih dann aus Lemma 2.13, dass es eine (hinreihend groÿe)natürlihe Zahl k ≥ 1 gibt, so dass

h1−p(3k, k) > c , (81)� wobei h1−p(3k, k) = P1−p(H(R)) die (horizontale) Perkolationswahrsheinlihkeitfür das (3k)×k�Rehtek R im dualen quadratishen Gitter G∗ = (V ∗, E∗) bezeih-net.
• So wie in Abbildung 18 betrahten wir nun vier (3k)× k�Rehteke in G∗ = (V ∗, E∗),� deren (paarweise) Durhshnitte k × k�Quadrate sind und� die einen quadratishen Ring A bilden, der in der Mitte ein s × s�Quadrat S des(niht dualen) quadratishen Gitters G = (V,E) enthält, wobei s = k + 1.
• Aus (81) und aus der Korrelationsungleihung (38) in Korollar 2.1 ergibt sih, dass dieWahrsheinlihkeit des Ereignisses B∗,� dass jedes der vier Rehteke einen horizontalen bzw. vertikalen aktivierten Pfad in

G∗ = (V ∗, E∗) besitzt (so wie in der Abbildung 18 shematish dargestellt), gröÿeroder gleih c4 = 1− p′ ist,� wobei die Vereinigung dieser vier aktivierten Pfade einen (dualen) aktivierten Zyklusenthält, der S umshlieÿt.
• Mit B(S) bezeihnen wir das Ereignis, dass es einen Ekpunkt x in S ⊂ V und einenaktivierten Pfad in G = (V,E) von x zu einem Ekpunkt von G gibt, der auÿerhalb von
A liegt.

• Weil das Ereignis B(S) genau dann eintritt, wenn B∗ niht eintritt, gilt
Pp(B(S)) ≤ 1− c4 = p′ . (82)

• Wir de�nieren nun ein 5�abhängiges Wahrsheinlihkeitsmaÿ P
s, für das die Ekpunktedes (niht dualen) quadratishen Gitters in G = (V,E) wie folgt aktiviert werden, (vgl.Abbildung 21).� Der Ekpunkt z = (z1, z2) ∈ Z

2 wird genau dann aktiviert, wenn das Ereignis B(Sz)für das s× s-Quadrat Sz = [sz1 + 1, sz1 + s]× [sz2 + 1, sz2 + s] eintritt.
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Abbildung 21: Konstruktion des 5�abhängigen Wahrsheinlihkeitsmaÿes Ps� Dies bedeutet, dass jeder Ekpunkt z ∈ Z
2 mit der Ps�Wahrsheinlihkeit Pp(B(Sz))aktiviert wird, die wegen (82) kleiner oder gleih p′ ist.

• Sei Co der aktive (Bond�) Cluster in der ursprünglih betrahteten (unabhängig akti-vierten) Bond�Kon�guration des quadratishen Gitters G = (V,E), der den Nullpunktenthält.
• Auÿerdem sei C′

o der aktive (Bond�) Cluster, der den Nullpunkt enthält, unter dem5�abhängigen Wahrsheinlihkeitsmaÿ P
s.

• Wegen (79) ergibt sih dann aus Lemma 2.15, dass es eine Konstante c′ > 0 gibt, so dass
P
s(|C′

o| ≥ n) ≤ exp(−c′n) für jedes n ≥ 1. (83)
• Für alle w ∈ Z

2 gilt |Mw| = (4s+ 1)2, wobei
Mw = {v ∈ Z

2 : |v − w|∞ ≤ 2s} und |v|∞ = max(|v1| , |v2|) .� Deshalb folgt aus w ∈ C0 und |C0| > (4s+ 1)2, dass C0 \Mw 6= ∅.� Ist z ∈ Z
2 und w ∈ Sz, so gilt

Mw ⊃ {v′ ∈ Z
2 : ∃v′′ ∈ Sz : |v′ − v′′| ≤ s} .� Insbesondere folgt aus Sz ∩ C0 6= ∅ und |C0| > (4s+ 1)2, dass B(Sz) eintritt.
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• Ist (w1, w2) eine Kante in Z
2, so ist die Menge {z ∈ Z

2 : Sz ∩{w1, w2} 6= ∅, Sz ∩C0 6= ∅}eine zusammenhängende Teilmenge von Z
2.� Wegen o ∈ {z ∈ Z

2 : Sz ∩ C0 6= ∅} folgt somit {z ∈ Z
2 : Sz ∩ C0 6= ∅} ⊂ C′

0.� Da ∣∣Sz ∩ Z
2
∣∣ = s2 folgt somit für alle n ≥ (4s+ 1)2, dass

Pp(|C0| ≥ n) ≤ P
s(|C′

0| ≥ n/s2) ≤ exp(−c′n/s2).Aus Theorem 2.12 ergibt sih nun unmittelbar das folgende Resultat.Korollar 2.6 Für die kritishen Auswahlwahrsheinlihkeiten pc und pes im quadratishen Gittergilt
pes = pc =

1

2
. (84)Beweis

• Aus der Ungleihung (80) in Theorem 2.12 ergibt sih, dass E |Co| < ∞, wenn p < 1/2.
• Hieraus folgt, dass pes ≥ 1/2.
• Weil stets pes ≤ pc gilt, ergibt sih andererseits aus Korollar 2.5, dass pes ≤ pc ≤ 1/2.3 Poissonshe Ekpunktsysteme in R

d3.1 De�nitionen und grundlegende Eigenshaften3.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von zufälligen Zählmaÿen
• Zur Erinnerung: Sei d ≥ 1 eine beliebige natürlihe Zahl. Die σ�Algebra B(Rd) der Borel�Mengen im d�dimensionalen euklidishen Raum R

d ist die kleinste Familie G von Teilmengendes Rd, die� alle Quader der Form B = (a1, b1]× . . .× (ad, bd] für beliebige ai, bi ∈ R mit ai ≤ bi für
i = 1, . . . , d enthält und� die abgeshlossen ist bezüglih der Bildung des Komplementes sowie der Vereinigung vonabzählbar vielen Mengen aus G, d.h., für beliebige A,A1, A2, . . . ∈ G gilt Rd \A ∈ G und⋃

n≥1 Ai ∈ G.
• Das d�dimensionale Lebesgue�Maÿ νd : B(Rd) → [0,∞] wird eindeutig bestimmt durh seineWerte νd(B) =

∏d
i=1(bi−ai) für alle Borel�Mengen der Form B = (a1, b1]×. . .×(ad, bd] ∈ Qd,wobei Qd die Familie der (beshränkten) halbo�enen d�dimensionalen Quader in R

d ist, d.h.,
Qd =

{
B ⊂ R

d : B = (a1, b1]× . . .× (ad, bd], ai, bi ∈ R, ai ≤ bi ∀ i = 1, . . . , d
}
. (1)
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• Sei N die Familie aller lokal endlihen Zählmaÿe ϕ : B(Rd) → {0, 1, . . .} ∪ {∞}, d.h.,es gilt ϕ(B) < ∞ für jedes B ∈ Qd und ϕ
(⋃∞

n=1 Bn

)
=

∑∞
n=1 ϕ(Bn) für paarweisedisjunkte B1, B2, . . . ∈ B(Rd).

• Auÿerdem sei N die kleinste σ�Algebra von Teilmengen von N, so dass ϕ 7→ ϕ(B) fürjedes beshränkte B ∈ B(Rd) eine (N ,B(R))�messbare Abbildung ist.
• Ein zufälliges Zählmaÿ N : Ω → N ist eine Zufallsvariable über einem Wahrshein-lihkeitsraum (Ω,A, P ) mit Werten in dem messbaren Raum (N,N ), d.h., N ist ein(mengen�indizierter) stohastisher Prozess {NB, B ∈ B(Rd)} über (Ω,A, P ), so dass
{NB(ω), B ∈ B(Rd)} für jedes ω ∈ Ω ein lokal endlihes Zählmaÿ aus N ist.Theorem 3.1 Sei {NB, B ∈ B(Rd)} ein zufälliges Zählmaÿ. Dann ist die Verteilung von {NB}ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ über (N,N ), das eindeutig bestimmt ist durh die Familie der �endlih�dimensionalen� Wahrsheinlihkeiten {PB1,...,Bn

(k1, . . . , kn) : n ≥ 1, k1, . . . , kn ≥ 0, B1, . . . , Bn ∈
Qd}, wobei

PB1,...,Bn
(k1, . . . , kn) = P (NB1 = k1, . . . , NBn

= kn) .Der Beweis von Theorem 3.1 kann mit Hilfe des Satzes über monotone Klassen (vgl. Lemma 2.2)geführt werden. Dabei genügt es, die Wahrsheinlihkeiten PB1,...,Bn
(k1, . . . , kn) für paarweise dis-junkte Quader B1, . . . , Bn zu betrahten. Auÿerdem gilt der folgende (Existenz�) Satz von Kolmo-gorov für zufällige Zählmaÿe, wenn die Familie der Wahrsheinlihkeiten PB1,...,Bn

(k1, . . . , kn) denSymmetrie�, Verträglihkeits�, Additivitäts- bzw. Stetigkeitsbedingungen (2) � (5) genügt.Theorem 3.2
• Sei {PB1,...,Bn

(k1, . . . , kn) : n ≥ 1, k1, . . . , kn ≥ 0, B1, . . . , Bn ∈ Qd} eine Familie von Wahr-sheinlihkeiten, so dass für jedes n ≥ 1

PB1,...,Bn
(k1, . . . , kn) = PBπ(1),...,Bπ(n)

(kπ(1), . . . , kπ(n)) (2)und ∞∑

k=0

PB1,...,Bn,Bn+1(k1, . . . , kn, k) = PB1,...,Bn
(k1, . . . , kn) (3)für jede Permutation π von {1, . . . , n}, für jedes n�Tupel k1, . . . , kn ≥ 0 von nivhtnegativenganzen Zahlen und für beliebige halbo�ene d�dimensionale Quader B1, . . . , Bn, Bn+1 ∈ Qd.

• Auÿerdem gelte
∑

kj+...+kn=k, kj ,...,kn≥0

PB1,...,Bj−1,Bj ,...,Bn
(k1, . . . , kn) = P

B1,...,Bj−1,
n⋃

i=j

Bi

(k1, . . . , kj−1, k) (4)für beliebige j, n ≥ 1 mit j ≤ n, für beliebige k1, . . . , kj−1 ≥ 0 und paarweise disjunkte
B1, . . . , Bn ∈ Qd, und es gelte

lim
n→∞

P[x1− 1
n
,x1)×...×[xd− 1

n
,xd)(0) = 1 (5)für jedes x = (x1, . . . , xd) ∈ R

d.
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• Dann gibt es einen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,A, P ) und ein zufälliges Zählmaÿ {NB, B ∈
B(Rd)} über diesem Wahrsheinlihkeitsraum, so dass {PB1,...,Bn

(k1, . . . , kn) : n ≥ 1, k1, . . . , kn ≥
0, B1, . . . , Bn ∈ Qd} die endlih�dimensionalen Wahrsheinlihkeiten von {NB, B ∈ B(Rd)}sind.Der Beweis von Theorem 3.2 beruht ebenfalls auf Standardtehniken der Maÿtheorie, vgl. z.B.Kallenberg (2001), S. 115�116.3.1.2 Poisson�Prozesse als zufällige ZählmaÿeWir führen nun den Begri� des Poissonshen Zählmaÿes im d�dimensionalen euklidishen Raum R

dein.De�nition Sei B0(R
d) die Familie aller beshränkten Borel�Mengen in R

d und sei µ : B(Rd) →
[0,∞] ein beliebiges lokal�endlihes Maÿ, d.h., µ(B) < ∞ für jedes B ∈ B0(R

d).
• Man sagt, dass {NB, B ∈ B(R)} ein Poissonshes Zählmaÿ mit dem Intensitätsmaÿ µist, wenn1. NB1 , NB2 , . . . unabhängige Zufallsvariablen sind für paarweise disjunkte B1, B2, . . . ∈

B0(R
d) und2. NB ∼ Poi(µ(B)) für jedes B ∈ B0(R

d).
• Wenn zusätzlih vorausgesetzt wird, dass das Intensitätsmaÿ µ proportional zum d�dimensionalen Lebesgue�Maÿ νd ist, d.h., für eine Konstante λ ∈ (0,∞) gilt

µ(B) = λνd(B) ∀B ∈ B(Rd) , (6)dann sagt man, dass {NB} ein homogenes Poissonshes Zählmaÿ mit der Intensität λ(bzw. kurz ein homogener Poisson�Prozess) im R
d ist.Beahte

• Aus Theorem 3.1 ergibt sih, dass die Bedingungen 1 und 2 in der De�nition des Poisson�Prozesses durh die folgenden (sheinbar shwäheren) Bedingungen ersetzt werden kön-nen:
1∗. Die ZufallsvariablenNB1 , NB2 , . . . sind unabhängig für paarweise disjunkte B1, B2, . . . ∈

Qd und
2∗. NB ∼ Poi(µ(B)) gilt für jedes B ∈ Qd.

• Wenn das Intensitätsmaÿ µ absolutstetig bezüglih des d�dimensionalen Lebesgue�Maÿesist, d.h., wenn es eine Borel�messbare Funktion λ : Rd → [0,∞) gibt, so dass
µ(B) =

∫

B

λ(x) dx ∀B ∈ B(Rd) , (7)dann wird λ : Rd → [0,∞) die Intensitätsfunktion des Poisson�Prozesses {NB} genannt.Die Intensitätsfunktion des Poisson�Prozesses in Abbildung 22 ist gegeben durh
λ(x1, x2) = 0.001 · x1 ∀x1 > 0 .
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Abbildung 22: Inhomogener Poisson�ProzessWir diskutieren zunähst einige elementare Eigenshaften von Poisson�Prozessen im R
d.Theorem 3.3 Sei {NB, B ∈ B(Rd)} ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ.

• Dann gilt
P (NB1 = k1, . . . , NBn

= kn) =
µk1(B1) . . . µ

kn(Bn)

k1! . . . kn!
exp

(
−

n∑

i=1

µ(Bi)
) (8)für beliebige n ≥ 1, k1, . . . , kn ≥ 0 und paarweise disjunkte B1, . . . , Bn ∈ B0(R

d).
• Auÿerdem genügen die bedingten Wahrsheinlihkeiten P (NB1 = k1, . . . , NBn

= kn | NB = k)für jedes B ∈ B0(R
d) mit 0 < µ(B) < ∞ und für paarweise disjunkte B1, . . . , Bn ∈ B0(R

d)mit ⋃n
i=1 Bi = B einer Multinomialverteilung, d.h., es gilt

P (NB1 = k1, . . . , NBn
= kn | NB = k) =

k!

k1! . . . kn!

µk1(B1) . . . µ
kn(Bn)

µk(B)
(9)für beliebige k, k1, . . . , kn ≥ 0 mit k = k1 + . . .+ kn.Der Beweis von Theorem 3.3 ergibt sih unmittelbar aus den Bedingungen 1 und 2 in der De�nitiondes Poisson�Prozesses.Mit Hilfe der Theoreme 3.1 und 3.3 lässt sih eine einfahe Methode zur Konstruktion von Poisson�Prozessen mit endlihem Intensitätsmaÿ herleiten.Korollar 3.1 Sei µ : B(Rd) → [0,∞) ein beliebiges Maÿ mit 0 < µ(Rd) < ∞, und N : Ω → [0,∞)bzw. S1, S2, . . . : Ω → R

d seien unabhängige Zufallsvariablen mit
N ∼ Poi(µ(Rd)) , Si ∼

µ(·)
µ(Rd)

∀ i ≥ 1 . (10)
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NB = #{i : 1 ≤ i ≤ N,Si ∈ B} ∀B ∈ B(Rd) (11)ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ.Beweis
• Mit der Shreibweise

p(B) =
µ(B)

µ(Rd)
∀B ∈ B(Rd) (12)ergibt sih aus (10) und (11), dass

P (NB1 = k1, . . . , NBn
= kn | N = k) =

k!

k0!k1! . . . kn!
pk0(B0) p

k1(B1) . . . p
kn(Bn)für jedes n ≥ 1, für beliebige, paarweise disjunkte B1, . . . , Bn ∈ B(Rd) und für k0, k1, . . . , kn ≥

0 mit k = k0 + k1 + . . .+ kn, wobei B0 = R
d \⋃n

i=1 Bi.
• Hieraus folgt, dass
P (NB1 = k1, . . . , NBn

= kn) =

∞∑

k=k1+...+kn

P (N = k)P (NB1 = k1, . . . , NBn
= kn | N = k)

=

∞∑

k=k1+...+kn

e−µ(Rd)µk(Rd)

k!

k!

(k − k1 − . . .− kn)!k1! . . . kn!
pk−k1−...−kn(B0) p

k1(B1) . . . p
kn(Bn)

=

∞∑

k=k1+...+kn

e−µ(B0)µk−k1−...−kn(B0)

(k − k1 − . . .− kn)!

e−µ(Rd\B0)

k1! . . . kn!
µk1(B1) . . . µ

kn(Bn)

=
e−µ(Rd\B0)

k1! . . . kn!
µk1(B1) . . . µ

kn(Bn) =

n∏

i=1

e−µ(Bi)µki(Bi)

ki!
.

• Vergleiht man dieses Ergebnis mit der Formel (8) in Theorem 3.3, dann erkennt man,dass das in (11) gegebene zufällige Zählmaÿ die gleihen endlih-dimensionalen Vertei-lungen hat wie ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ.
• Hieraus und aus Theorem 3.1 ergibt sih sih nun die Behauptung. �Beahte
• Wenn das Intensitätsmaÿ µ in Korollar 3.1 die Form µ(B) = λνd(B ∩ C) hat für ein
λ < ∞ und eine beshränkte Borel�Menge C ∈ B0(R

d) mit 0 < νd(C) < ∞, dann sinddie in (10) betrahteten (unabhängigen) Zufallsvektoren S1, S2, . . . gleihverteilt in C.
• Wenn zusätzlih angenommen wird, dass die Menge C ein d�dimensionaler Quader derForm

C = (a1, b1]× . . .× (ad, bd] (13)ist, dann hat der Zufallsvektor Si = (Si1, . . . , Sid) für jedes i = 1, . . . , n unabhängigeKomponenten Si1, . . . , Sid, wobei Sij ∼ U(aj , bj) für jedes j = 1, . . . , d.
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• Die Aussage von Korollar 3.1 wird deshalb manhmal die bedingte Gleihverteilungsei-genshaft von homogenen Poisson�Prozessen in beshränkten Borel�Mengen genannt.3.1.3 Summation und Einshränkung von Poisson�ProzessenDas folgende Resultat über die Summation von unabhängigen Poisson�Prozessen ist ein Analogonder Faltungsstabilität von Poisson�Verteilungen.Theorem 3.4 Sei {N (1)
B }, {N (2)

B }, . . . eine Folge unabhängiger Poisson�Prozesse in R
d mit denIntensitätsmaÿen µ1, µ2, . . ., so dass das Maÿ µ =

∑∞
i=1 µi lokal endlih ist. Dann ist das zufälligeZählmaÿ {NB} mit NB =

∑∞
i=1 N

(i)
B ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ.Beweis

• Wir zeigen zunähst, dass
NB ∼ Poi(µ(B)) ∀B ∈ B0(R

d) . (14)� Weil {N (1)
B }, {N (2)

B }, . . . unabhängige Zählmaÿe sind, sind die ZufallsvariablenN (1)
B , N

(2)
B , . . .unabhängig, wobei N (i)

B ∼ Poi(µi(B)) für jedes i ≥ 1 und für jedes B ∈ B0(R
d).� Aus der Faltungsstabilität von Poisson�Verteilungen ergibt sih somit, dass für jedes

n ≥ 1 und für jedes B ∈ B0(R
d)

n∑

i=1

N
(i)
B ∼ Poi(

n∑

i=1

µi(B)) .� Hieraus und aus der Monotonie von Wahrsheinliheitsmaÿen ergibt sih, dass fürbeliebige k ≥ 0 und B ∈ B0(R
d)

P (NB ≤ k) = P
( ∞∑

i=1

N
(i)
B ≤ k

)
= lim

n→∞
P
( n∑

i=1

N
(i)
B ≤ k

)

= lim
n→∞

k∑

j=0

exp
(
−∑n

i=1 µi(B)
) (∑n

i=1 µi(B)
)j

j!
=

k∑

j=0

exp
(
−µ(B)

) (
µ(B)

)j

j!
.� Damit ist (14) bewiesen.

• Um den Beweis zu beenden, ist noh zu zeigen, dass die ZufallsvariablenNB1 , NB2 , . . . , NBnfür jedes n ≥ 2 und paarweise disjunkte B1, . . . , Bn ∈ B0(R
d) unabhängig sind.� Weil die Zufallsvariablen {N (i)

Bj
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} für beliebigem,n ≥ 1 un-abhängig sind, ergibt sih aus dem Satz über die Unabhängigkeit zusammengesetzterAbbildungen (vgl. TheoremWR-3.18), dass auh die Zufallsvariablen {∑m

i=1 N
(i)
Bj

, j =

1, . . . , n} unabhängig sind.
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{
NBj

, j = 1, . . . , n
}
=

{ ∞∑

i=1

N
(i)
Bj

, j = 1, . . . , n
}ebenfalls unabhängig sind. �Wir zeigen nun noh, dass die Einshränkung von Poisson�Prozessen auf Borelshe Teilmengen des

R
d erneut zu Poisson�Prozessen führt.Theorem 3.5 Sei {NB, B ∈ B(Rd)} ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ, und sei

B0 ∈ B(Rd) eine beliebige Borel�Menge. Dann ist das zufällige Zählmaÿ {ÑB, B ∈ B(Rd)} mit
ÑB = NB∩B0 ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ̃, wobei µ̃(B) = µ(B ∩ B0) für jedes
B ∈ B(Rd).Beweis

• Weil {NB} ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ ist, gilt
ÑB = NB∩B0 ∼ Poi

(
µ(B ∩B0)

)
= Poi(µ̃(B)) ∀B ∈ B0(R

d) .

• Weil für beliebige paarweise disjunkte B1, . . . , Bn ∈ B0(R
d) auh die Mengen B1 ∩

B0, . . . , Bn∩B0 paarweise disjunkt sind, sind die Zufallsvariablen ÑB1 = NB1∩B0 , . . . , ÑBn
=

NBn∩B0 unabhängig. �3.1.4 Simulationsalgorithmus; Akzeptanz� und VerwerfungsmethodeSei {NB, B ∈ B(Rd)} ein Poisson�Prozess mit dem (di�usen und lokal endlihen) Intensitätsmaÿ
µ, und seien B1, . . . , Bn ∈ Qd paarweise disjunkte Quader mit der in (1) gegebenen Form, so dass
µ(Bi) > 0 für jedes i = 1, . . . , n.Um den Poisson�Prozess {NB} in der beshränkten Borel�Menge C =

⋃n
i=1 Bi zu simulieren,genügt es zu beahten,

• dass das zufällige Zählmaÿ {ÑB} mit ÑB = NB∩C gemäÿ Theorem 3.5 ein Poisson�Prozessmit dem endlihen Zählmaÿ µ̃ ist wobei µ̃(B) = µ(B ∩ C),
• und dass man deshalb gemäÿ Theorem 3.3 bzw. Korollar 3.1 wie folgt vorgehen kann:Shritt 0 Generiere eine Realisierung von NC ∼ Poi(µ(C)).
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(N1, . . . , Nn) ∼ Mult(k; p1, . . . , pn) ,wobei pi = µ(Bi)/µ(C) für jedes i = 1, . . . , n.Shritt 2 Falls (N1, . . . , Nn) = (k1, . . . , kn), dann generiere
k1 unabhängige Zufallsvektoren S

(1)
1 , . . . , S

(1)
k1

∼ µ(· ∩B1)/µ(B1),...
kn unabhängige Zufallsvektoren S

(n)
1 , . . . , S

(n)
kn

∼ µ(· ∩Bn)/µ(Bn),wobei die Zufallsvektoren (S
(1)
1 , . . . , S

(1)
k1

), . . . , (S
(n)
1 , . . . , S

(n)
kn

) ebenfalls unabhängig sind.Beahte
• Seien (s

(1)
1 , . . . , s

(1)
k1

), . . . , (s
(n)
1 , . . . , s

(n)
kn

) Realisierungen von (S(1)
1 , . . . , S

(1)
k1

), . . . , (S
(n)
1 , . . . , S

(n)
kn

).
• Dann ist die (nihtgeordnete) Menge {s(1)1 , . . . , s

(1)
k1

, . . . , s
(n)
1 , . . . , s

(n)
kn

} von Punkten im
R

d eine Realisierung der Atome des Poisson�Prozesses {NB} in der Menge C =
⋃n

i=1 Bi.Wenn die Anzahl n der Quader B1, . . . , Bn ∈ Qd groÿ ist, aus denen die Menge C =
⋃n

i=1 Bibesteht, dann kann die praktishe Umsetzung der Simulationsshritte 1 und 2 mit einem groÿenRehenaufwand verbunden sein.
• In diesem Fall kann es e�zienter sein, den Poisson�Prozess {NB}mit der folgenden Akzeptanz�und Verwerfungsmethode in C zu simulieren.
• Diese Methode hat darüber hinaus den Vorteil, dass das Gebiet C ⊂ R

d, in dem Poisson�Prozess {NB} simuliert wird, eine beliebige beshränkte Borel�Menge sein kann.� Sei also µ : B(Rd) → [0,∞] eine beliebiges (di�uses und lokal endlihes) Maÿ, sei C ∈
B0(R

d) eine beliebige beshränkte Borel�Menge mit 0 < µ(C) < ∞, und sei
C̃ = (a1, b1]× . . .× (ad, bd]ein (beshränkter) d�dimensionaler Quader mit C ⊂ C̃.� Um den Poisson�Prozess {NB} in der Menge C zu simulieren, kann man nun gemäÿTheorem 3.5 wie folgt vorgehen:Shritt 0 Generiere eine Realisierung von NC ∼ Poi(µ(C)).
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D 59Shritt 1 Falls NC = k, dann generiere so lange Realisierungen s1, s2, . . . der unabhängigenZufallsvektoren S1, S2, . . . ∼ µ(· ∩ C̃)/µ(C̃), bis k der Pseudozufallszahlen s1, . . . , sn in derMenge C liegen, wobei

n = min
j≥1

{
#{i : si ∈ C, 1 ≤ i ≤ j} ≥ k

}
.Shritt 2 Dann ist die (nihtgeordnete) Menge {si : si ∈ C, 1 ≤ i ≤ n} von Punkten im R

deine Realisierung der Atome des Poisson�Prozesses {NB} in der Menge C.3.2 Messbare Indizierung der AtomeIn diesem Abshnitt betrahten wir den Begri� der messbaren Indizierung der (zufälligen) Atomevon Poisson�Prozessen, der einen konstruktiven Zugang zu Poisson�Prozessen im R
d und somit diemathematishe Grundlage von Simulationsalgorithmen bildet.Beahte Man sagt, dass die Folge {S̃i} von Zufallsvektoren S̃1, S̃2, . . . : Ω → R

d ∪ {∞} mit
S̃i =





Si , falls N ≥ i,
∞ , sonst (15)eine messbare Indizierung der (zufälligen) Atome des in (11) gegebenen zufälligen Zählmaÿes

{NB} ist.Von nun an werden wir stets voraussetzen, dass das Intensitätsmaÿ µ : B(Rd) → [0,∞] di�us ist,d.h., es gelte
µ({x}) = 0 ∀x ∈ R

d . (16)Der folgende Hilfssatz wird manhmal Disjunktheitstheorem genannt. Wir nutzen dieses Ergebnis,um zu zeigen, dass man auh für Poissonshe Zählmaÿe mit einem beliebigen (di�usen und lokalendlihen) Intensitätsmaÿ eine messbare Indizierung der Atome konstruieren kann.Lemma 3.1
• Seien {N (1)

B , B ∈ B(Rd)} und {N (2)
B , B ∈ B(Rd)} zwei unabhängige Poisson�Prozesse mitden Intensitätsmaÿen µ1 bzw. µ2, so dass 0 < µ1(R

d), µ2(R
d) < ∞.

• Auÿerdem seien {S̃(1)
i } und {S̃(2)

i } unabhängige messbare Indizierungen der Atome von {N (1)
B }bzw. {N (2)

B }, die gemäÿ (15) gegeben sind.
• Dann gilt für beliebige i, j ≥ 1

P
(
{S̃(1)

i 6= S̃
(2)
j } ∪ {S̃(1)

i = S̃
(2)
j = ∞}

)
= 1 . (17)
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• Es genügt zu zeigen, dass für beliebige i, j ≥ 1 mit i 6= j

P
(
{S̃(1)

i = S̃
(2)
j } ∩ {S̃(2)

j 6= ∞}
)
= 0 .

• Mit der Shreibweise p(k)(B) = µk(B)/µk(R
d) für k = 1, 2 und B ∈ B(Rd) ergibt sihaus der Unabhängigkeit der Zufallsvektoren S̃
(1)
i und S̃

(2)
j , dass

P
(
{S̃(1)

i = S̃
(2)
j } ∩ {S̃(2)

j 6= ∞}
)
= P

(
{S(1)

i = S
(2)
j } ∩ {N (2) ≥ j}

)

= P (N (2) ≥ j)P (S
(1)
i = S

(2)
j ) = P (N (2) ≥ j)

∫

Rd

P
(
S
(1)
i = S

(2)
j | S(2)

j = s
)
P (S

(2)
j ∈ ds)

= P (N (2) ≥ j)

∫

Rd

P (S
(1)
i = s) p(2)(ds) = P (N (2) ≥ j)

∫

Rd

p(1)({s}) p(2)(ds) = 0 ,wobei in der letzten Gleihheit die Tatsahe genutzt wurde, dass das Intensitätsmaÿ µ1di�us ist und dass somit p(1)({s}) = 0 für jedes s ∈ R
d. �Beahte Aus Lemma 3.1 ergibt sih insbesondere, dass durh {S̃i} mit

S̃i =





S
(1)
i , falls N (1)

Rd ≥ i,
S
(2)

i−N
(1)

Rd

, falls N (1)

Rd +N
(2)

Rd ≥ i > N
(1)

Rd ,
∞ sonst (18)eine messbare Indizierung der Atome des zufälligen Maÿes {NB} mit NB = N

(1)
B + N

(2)
Bgegeben ist.Wir übertragen nun den in (18) gegebenen Ansatz auf den Fall von beliebigen (endlihen bzw.abzählbar unendlihen) Summen unabhängiger Poisson�Prozesse.Theorem 3.6 Sei µ : B(Rd) → [0,∞] ein beliebiges di�uses und lokal endlihes Maÿ. Dann gibt eseine Folge S1, S2, . . . : Ω → R

d∪{∞} von Zufallsvektoren, so dass das zufällige Zählmaÿ {NB, B ∈
B(Rd)} mit

NB = #{i : Si ∈ B} ∀B ∈ B(Rd) (19)ein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ ist.Beweis
• Man kann sih leiht überlegen, dass sih µ als (abzählbar unendlihe) Summe von end-lihen Maÿen µ1, µ2, . . . : B(Rd) → [0,∞) darstellen lässt, so dass

µ(B) =
∞∑

j=1

µj(B) ∀B ∈ B(Rd) . (20)
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• Dabei können wir o.B.d.A. annehmen, dass µj(R
d) > 0 für jedes j ≥ 1.

• Gemäÿ Korollar 3.1 gibt es dann für jedes j ≥ 1 unabhängige ZufallsvariablenN (j), S
(j)
1 , S

(j)
2 , . . .mit

N (j) ∼ Poi(µj(R
d)) , S

(j)
i ∼ µj(·)

µj(Rd)
∀ i ≥ 1 ,� so dass durh den Ansatz

N
(j)
B = #{i : 1 ≤ i ≤ N (j), S

(j)
i ∈ B} ∀B ∈ B(Rd)ein Poisson�Prozess {N (j)

B , B ∈ B(Rd)} mit dem Intensitätsmaÿ µj gegeben ist.� Dabei können die Folgen {N (1), S
(1)
1 , S

(1)
2 , . . .}, {N (2), S

(2)
1 , S

(2)
2 , . . .}, . . . so gewähltwerden, dass sie ihrerseits unabhängig sind.� Damit sind auh die Poisson�Prozesse {N (1)

B }, {N (2)
B }, . . . unabhängig.

• Aus Theorem 3.4 ergibt sih nun, dass das zufällige Zählmaÿ {NB} mit NB =
∑∞

i=1 N
(i)
Bein Poisson�Prozess mit dem Intensitätsmaÿ µ ist.

• Darüber hinaus ergibt sih aus Lemma 3.1, dass durh die Folge {Si} von Zufallsvektorenmit
Si =





S
(1)
i , falls N (1) ≥ i,

S
(2)

i−N(1) , falls N (1) +N (2) ≥ i > N (1),...
S
(j)

i−N(1)−...−N(j−1) , falls N (1) + . . .+N (j) ≥ i > N (1) + . . .+N (j−1) für ein j > 2,
∞ sonsteine messbare Indizierung der Atome von {NB} gegeben ist, so dass (19) gilt. �

3.3 TransformationssätzeIn diesem Abshnitt betrahten wir zwei vershiedene Arten von Transformationen von Poisson�Prozessen im R
d.3.3.1 Translation und SkalierungDas folgende Theorem erfasst als Spezialfälle die Translation bzw. Skalierung der Punkte vonPoisson�Prozessen.Für beliebige d, d′ ≥ 1 seien die Borel�Mengen E ∈ B(Rd) und E′ ∈ B(Rd′

) gegeben.
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• Auÿerdem sei T : E → E′ eine Borel�messbare Abbildung, d.h., es gelte
T−1(B′) = {x ∈ E : T(x) ∈ B′} ∈ B(E) ∀B′ ∈ B(E′) ,

• wobei die Urbilder von beshränkten Borel�Mengen beshränkt seien, d.h., es gelte
T−1(B′) ∈ B0(E) ∀B′ ∈ B0(E

′) .Beahte Sei {NB, B ∈ B(E)} ein beliebiges Zählmaÿ in E mit dem Intensitätsmÿ µ : B(E) →
[0,∞]. Man kann sih leiht überlegen, dass dann durh den Ansatz

N ′
B′ = NT−1(B′) ∀B′ ∈ B(E′) (21)ein zufälliges Zählmaÿ {N ′

B′ , B′ ∈ B(E′)} in E′ gegeben ist, wobei das Intensitätsmaÿ µ′ :
B(E′) → [0,∞] von {N ′

B′} gegeben ist durh
µ′(B′) = EN ′

B′

(21)
= ENT−1(B′) = µ(T−1(B′)) ∀B′ ∈ B(E′) . (22)Theorem 3.7 Sei {NB, B ∈ B(E)} ein Poisson�Prozess in E mit dem (di�usen und lokal endli-hem) Intensitätsmaÿ µ.

• Dann ist das in (21) gegebene zufällige Zählmaÿ {N ′
B′ , B′ ∈ B(E′)} ein Poisson�Prozess in

E′, dessen Intensitätsmaÿ µ′ durh (22) gegeben ist.
• Wenn {Si} eine messbare Indizierung der Atome von {NB} ist und wenn die Abbildung T :
E → E′ eineindeutig ist, dann ist durh

S′
i = T′(Si) (23)eine messbare Indizierung {S′

i} der Atome von {N ′
B′} gegeben, wobei die Abbildung T′ :

E ∪ {∞} → E′ ∪ {∞} gegeben ist durh
T′(x) =





T(x) , falls x ∈ E,
∞ , falls x = ∞.Beweis

• O�enbar gilt N ′
B′ = NT−1(B′) ∼ Poi(µ(T−1(B′)).

• Wenn B′
1, . . . , B

′
n ∈ B0(E

′) paarweise disjunkte Borel�Mengen sind, dann sind auh dieUrbilder T−1(B′
1), . . . ,T

−1(B′
n) paarweise disjunkt und die Zufallsvariablen

N ′
B′

1
= NT−1(B′

1)
, . . . , N ′

B′
n
= NT−1(B′

n)sind somit unabhängig.
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• Auÿerdem ist die Abbildung S′
i = T′(Si) : Ω → E′ ∪ {∞} für jedes i ≥ 1 messbar, weildie Abbildungen Si : Ω → E ∪ {∞} und T′ : E ∪ {∞} → E′ ∪ {∞} messbar sind, undes gilt für jedes B′ ∈ B(E′)

N ′
B′ = NT−1(B′) = #{i : Si ∈ T−1(B′)} = #{i : T′(Si) ∈ B′} .

• Also ist {T′(Si)} eine messbare Indizierung der Atome von {N ′
B′}. �
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Abbildung 23: Poisson�Prozess auf der Parabel T(x) = (x, x2)Beispiele Sei {NB, B ∈ B(E)} ein homogener Poisson�Prozess in E = (0,∞) mit der Intensität
λ = 1.1. Sei E′ = E = (0,∞) und T(x) = x2.

• Dann ist {N ′
B′} ein Poisson�Prozess in (0,∞).

• Das Intensitätsmaÿ µ′ von {N ′
B′} ist absolutstetig bezüglih dem (1�dimensionalen)Lebesgue�Maÿ ν1(· ∩ (0,∞)), wobei die Dihte gegeben ist durh

dµ′

dx
(x) =

1

2
√
x

∀x > 0 .2. Sei E′ = E × E und die Abbildung T : E → E × E sei gegeben durh T(x) = (x, x2).
• Dann ist die Folge {Si} der Sprungzeitpunkte des (Poissonshen) Zählprozesses
{Nt, t > 0} mit Nt = N(0,t] eine messbare Indizierung der Atome von {NB}.

• Auÿerdem ist {S′
i} = {(Si, S

2
i )} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson�Prozesses {N ′

B′} in (0,∞)2,
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• dessen Intensitätsmaÿ µ′ auf dem Funktionsgraphen {(x, x2) : x > 0} konzentriertist.
• Beahte: Das heiÿt insbesondere, dass die Atome von {N ′

B′} mit Wahrsheinlihkeit1 in einer 1�dimensionalen Teilmenge von (0,∞)2 liegen; vgl. Abbildung 23.3.3.2 Transformation in höherdimensionale RäumeWir betrahten nun noh eine andere Art der Transformation von Poisson�Prozessen im R
d, mitderen Hilfe man Poisson�Prozesse {N ′

B′} in höherdimensionalen Räumen E′ ⊂ R
d′ mit d′ > dkonstruieren kann, so dass der Träger des Intensitätsmaÿes µ′ von {N ′

B′} eine d′�dimensionaleMenge ist.Theorem 3.8
• Sei {NB, B ∈ B(E)} ein Poisson�Prozess in E ∈ B(Rd) mit dem Intensitätsmaÿ µ, so dass
µ(E) > 0, und sei {Si} eine messbare Indizierung der Atome von {NB}.

• Auÿerdem sei m ≥ 1 eine beliebige natürlihe Zahl und U1, U2, . . . : Ω → R
m sei eine Folgevon unabhängigen und identish verteilten Zufallsvektroren mit der Verteilung PU , die von

{Si} unabhängig sind.
• Dann ist durh

N ′(B × C) = #{i : (Si, Ui) ∈ B × C} ∀B ∈ B(E), C ∈ B(Rm) (24)ein Poisson�Prozess {N ′
B′} in E′ = E × R

m mit dem Intensitätsmaÿ µ′ = µ× PU gegeben.Beweis
• Wir betrahten zunähst den Fall, dass µ ein endlihes Maÿ ist.� Dann können wir o.B.d.A. annehmen, dass die messbare Indizierung {Si} der Atomevon {NB} durh (10) und (15) gegeben ist.� Dann sind die Zufallsvektoren S′

1, S
′
2, . . . mit S′

i = (Si, Ui) unabhängig, und es gilt
S′
i ∼

µ(·)
µ(E)

× PU ∀ i ≥ 1 .� Aus Korollar 3.1 ergibt sih nun, dass durh den Ansatz
N ′

B′ = #{i : 1 ≤ i ≤ N,S′
i ∈ B′} ∀B′ ∈ B(E × R

m)ein Poisson�Prozess N ′
B′ in E′ = E × R

m mit dem Intensitätsmaÿ µ′ gegeben ist,wobei
µ′(B ×C) = µ(E)

(µ(B)

µ(E)
× PU (C)

)
= µ(B)× PU (C) ∀B ∈ B(E), C ∈ B(Rm) .
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• Wenn µ ein beliebiges (di�uses und lokal endlihes) Maÿ ist,� dann können wir µ′ = µ × PU als (abzählbar unendlihe) Summe von endlihenMaÿen µ′
1, µ

′
2, . . . darstellen� und anshlieÿend so wie im Beweis von Theorem 3.6 vorgehen. �Beahte

• Ähnlih wie bei zusammengesetzten Poisson�Prozessen in [0,∞), die in Abshnitt WT�2.2.2 eingeführt worden sind, können die in Theorem 3.8 betrahteten Zufallsvariablen
Ui als �Marken� der Atome Si aufgefasst werden.

• Dabei sagt man, dass die Folge {(Si, Ui)} der markierten Atome eine messbare Indizie-rung eines unabhängig markierten Poisson�Prozesses ist.3.3.3 Radiale SimulationMit Hilfe der Theoreme 3.7 und 3.8 konstruieren wir einen Algorithmus zur radialen Simulationvon homogenen Poisson�Prozessen im R
2.

• Sei T1, T2, . . . : Ω → [0,∞) eine Folge von unabhängigen und identish verteilten Zufallsva-riablen mit Ti ∼ Exp(1) für jedes i ≥ 1.
• Für jedes λ > 0 ergibt sih dann aus Theorem 3.7, dass durh

NB = #

{
i :

√√√√
i∑

k=1

Tk

πλ
∈ B

}
∀B ∈ B([0,∞))ein Poisson�Prozess {NB, B ∈ B([0,∞))} in [0,∞) gegeben ist, dessen Intensitätsmaÿ µabsolutstetig ist mit der Dihte

dµ

dx
(x) = 2πλx ∀x ≥ 0 .

• Dabei ist durh
Si =

√√√√
i∑

k=1

Tk

πλ
∀ i ≥ 1eine messbare Indizierung {Si} der Atome von {NB} gegeben.

• Auÿerdem sei U1, U2, . . . : Ω → [0, 2π) eine Folge von unabhängigen und identish verteiltenZufallsvariablen mit Ui ∼ U([0, 2π)), die unabhängig von {Ti} ist.
• Dann ergibt sih aus Theorem 3.8, dass {(Si, Ui)} eine messbare Indizierung der Atome einesPoisson�Prozesses in [0,∞) × [0, 2π) ist, dessen Intensitätsmaÿ durh µ × U(0, 2π) gegebenist.
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• Die erneute Anwendung von Theorem 3.7 auf die Abbildung T : [0,∞)× [0, 2π) → R
2 mit

T(s, u) = (s cosu, s sinu) ∀ s ≥ 0, u ∈ [0, 2π) (25)ergibt shlieÿlih, dass {T(Si, Ui)} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenenPoisson�Prozessen im R
2 mit der Intensität λ ist.

1

2

3

4S

S

S

S
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Abbildung 24: Radiale Simulation von homogenen Poisson�ProzessenUm einen homogenen Poisson�Prozess mit der Intensität λ im Kreis B(o, r) = {x ∈ R
2 : |x| ≤ r}mit Radius r > 0 zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen:Shritt 0 Generiere die Pseudozufallszahlen t1, t2, . . . , tn(r) gemäÿ der Verteilung Exp(1),wobei

n(r) = max

{
i :

√√√√
i∑

k=1

tk
πλ

≤ r

}
.Shritt 1 Generiere die Pseudozufallszahlen u1, u2, . . . , un(r) gemäÿ der Verteilung U(0, 2π).Shritt 2 Berehne die Vektoren (s1, u1), . . . , (sn(r), un(r)), wobei

si =

√√√√
i∑

k=1

tk
πλ

∀ i ≥ 1 .
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2.Shritt 4 Generiere so die RealisierungT(s1, u1), . . . ,T(sn(r), un(r)) eines (2�dimensionalen)homogenen Poisson�Prozesses im Kreis B(o, r) = {x ∈ R
2 : |x| ≤ r}; vgl. Abbildung 24.3.3.4 Ortsabhängige Verdünnung von Poisson�Prozessen; SimulationsalgorithmusIn diesem Abshnitt setzen wir voraus, dass das Intensitätsmaÿ µ des Poisson�Prozesses {NB}absolutstetig bezüglih des d�dimensionalen Lebesgue�Maÿes ist, d.h., es gibt eine Borel�messbareFunktion λ : Rd → [0,∞), so dass

µ(B) =

∫

B

λ(x) dx ∀B ∈ B(Rd) , (26)wobei λ : Rd → [0,∞) die Intensitätsfunktion von {NB} genannt wird.Aus den Transformationssätzen, die in den Abshnitten 3.3.1 und 3.3.2 hergeleitet worden sind,ergibt sih die folgende Invarianzeigenshaft von Poisson�Prozessen bezüglih ortsabhängiger Ver-dünnung, vgl. Abbildung 25.

Abbildung 25: Ortsabhängige Verdünnung der Punkte; p(x) = 1 bzw. p(x) = 0.5Theorem 3.9
• Seien λ1, λ2 : Rd → [0,∞) zwei Borel�messbare und lokal�integrierbare Funktionen, so dass

λ1(x) ≥ λ2(x) ∀x ∈ R
d . (27)
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• Dann ist das zufällige Zählmaÿ {ÑB, B ∈ B(Rd)} mit
ÑB = #{n : Sn ∈ B, Un ≤ λ2(Sn)/λ1(Sn)} ∀B ∈ B(Rd) (28)ein Poisson�Prozess mit der Intensitätsfunktion λ2.Beweis

• Aus Theorem 3.8 ergibt sih, dass {(Sn, Un)} eine messbare Indizierung der Atome einesPoisson�Prozesses in R
d× [0, 1] mit der Intensitätsfunktion λ(x, u) = λ1(x) · 1I[0,1](u) ist.

• Aus Theorem 3.7 ergibt sih nun, dass {(Sn, U
′
n)} mit

U ′
n =





Un , falls Un ≤ λ2(Sn)/λ1(Sn),
2 , falls Un > λ2(Sn)/λ1(Sn)eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson�Prozesses in R

d × ([0, 1] ∪ {2}) ist,dessen Intensitätsmaÿ µ′ gegeben ist durh
µ′(B × [0, 1]) =

∫

B

∫

[0,1]

1I[0,λ2(x)/λ1(x)](u) du λ1(x) dx ∀B ∈ B(Rd) .

• Hieraus folgt, dass
µ′(B × [0, 1]) =

∫

B

λ2(x)

λ1(x)
λ1(x) dx =

∫

B

λ2(x) dx ∀B ∈ B(Rd) .

• Damit ist gezeigt, dass {ÑB} ein Poisson�Prozess mit der Intensitätsfunktion λ2 ist. �Mit Hilfe von Theorem 3.9 lässt sih ein Algorithmus zur Simulation von Poisson�Prozessen an-geben, deren Intensitätsfunktion eine beshränkte Funktion ist. Hierfür ist das folgende Korollarnützlih, dass sih unmittelbar aus Theorem 3.9 ergibt.Korollar 3.2
• Sei {Sn} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson�Prozesses mit derIntensität λ.
• Sei U1, U2, . . . : Ω → [0, 1] eine Folge von unabhängigen und in [0, 1] gleihverteilten Zufalls-variablen, die von {Sn} unabhängig ist, und sei p : Rd → [0, 1] eine Borel�messbare Funktion.
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• Dann ist das zufällige Zählmaÿ {ÑB, B ∈ B(Rd)} mit
ÑB = #{n : Sn ∈ B, Un ≤ p(Sn)} ∀B ∈ B(Rd) (29)ein Poisson�Prozess, dessen Intensitätsfunktion λ̃ : Rd → [0,∞) gegeben ist durh

λ̃(x) = λ p(x) ∀x ∈ R
d . (30)Um einen Poisson�Prozess mit einer vorgegebenen beshränkten Intensitätsfunktion λ : C → [0,∞)in einer beshränkten Borel�Menge C ∈ B0(R

d) zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen,vgl. auh Abbildung 25:Shritt 0 Generiere die Realisierungen s1, s2, . . . , sk ∈ C der Atome eines homogenenPoisson�Prozesses {Sn} in C, dessen Intensität λmax gegeben ist durh
λmax = sup

x∈C
λ(x) < ∞ .Shritt 1 Generiere die Realisierungen u1, u2, . . . , uk ∈ [0, 1] der unabhängigen und in [0, 1]gleihverteilten Zufallsvariablen U1, U2, . . . , Uk.Shritt 2 Eliminiere diejenigen Punkte sn, für die un > λ(sn)/λmax gilt.Shritt 3 Die verbleibenden Punkte {si1 , . . . , sim} ⊂ {s1, s2, . . . , sk} bilden dann eine Rea-lisierung eines Poisson�Prozesses mit der Intensitätsfunktion λ : C → [0,∞) in der Menge

C.3.4 Konnektivitätseigenshaften3.4.1 Kritishe Ekpunktintensität von r�Graphen
• In diesem Abshnitt betrahten wir Konnektivitätseigenshaften der folgenden Familie vonGraphen G = (Ξλ, r), wobei� die Menge der Ekpunkte Ξλ = {Sn} ∪ {o} ⊂ R

d die (zufällige) Menge der Atome eineshomogenen Poisson�Prozesses {Sn} in R
d mit der Intensität λ ∈ (0,∞) ist, zu der derNullpunkt hinzugefügt wird,� und das (zufällige) Kantensystem E von G gegeben ist durh

E = {(v, v′) ∈ Ξλ × Ξλ : 0 < |v − v′| ≤ r}für eine beliebige positive Zahl r > 0.
• Aus Theorem 3.7 ergibt sih, dass die skalierte zufällige Menge {r−1Sn} die Menge der Atomeeines homogenen Poisson�Prozesses mit der Intensität rdλ ist.
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• Die beiden Graphen G = (Ξλ, r) und G′ = (Ξrdλ, 1) besitzen also die gleihen (stohastishen)Konnektivitätseigenshaften.
• Deshalb werden wir im Folgenden (o.B.d.A.) annehmen, dass r = 1.
• So wie bisher shreiben wir v ∼ v′ für v, v′ ∈ Ξλ mit v 6= v′, wenn es ein n ≥ 1 undeine (endlihe) Folge von Ekpunkten v0, . . . , vn ∈ Ξλ gibt, so dass v0 = v, vn = v′ und
(v, v1), . . . , (vn−1, v

′) ∈ E.� Sei Co = {Sn : o ∼ Sn} der (zufällige) Site�Cluster, der den Nullpunkt enthält, undsei pk(λ) = P(|Co| = k) die Wahrsheinlihkeit, das der Cluster Co genau k Ekpunkteenthält.� Die Wahrsheinlihkeit p∞(λ) mit
p∞(λ) = 1−

∞∑

k=1

pk(λ) ,d.h., die Wahrsheinlihkeit, dass der Cluster Co unendlih viele Ekpunkte enthält, wirdPerkolationswahrsheinlihkeit genannt.� Die kritishe (Ekpunkt�) Intensität λc ist de�niert durh λc = inf{λ > 0 : p∞(λ) > 0}.Theorem 3.10 Für jedes d ≥ 2 gilt 0 < λc < ∞.Beweis
• Wir beweisen die Behauptung nur für den Fall d = 2. Für beliebiges d ≥ 2 verläuft derBeweis analog.
• Wir zeigen zunähst, dass P(|Co| < ∞) = 1, wenn λ > 0 hinreihend klein ist.
• Hierfür zerlegen wir die Punktmenge Co� in Punkte der ersten Generation, die direkt mit dem Nullpunkt verbunden sind,� in Punkte der zweiten Generation, die über genau einen Zwishenpunkt mit demNullpunkt verbunden sind, usw.
• Dabei hat jeder Punkt in Co höhstens eine Poisson�verteilte zufällige Anzahl von un-mittelbaren Nahkommen, deren Erwartungswert gleih λπ ist.
• Um den Ertwartungswert E |Co| nah oben abzushätzen, betrahten wir einen Verzwei-gungsprozess Z1, Z2, . . . : Ω → {0, 1, . . .} vom Galton�Watson�Typ� mit Z1 = 1 und Zn+1 =

∑Zn

i=1 N
(n)
i für jedes n ≥ 1,� wobei {N (n)

i , i, n ≥ 1} eine Doppelfolge von unabhängigen und identish (Poisson�)verteilten Zufallsvariablen ist mit N (n)
i ∼ Poi(λπ).

• Man kann sih leiht überlegen,� dass dann stets E |Co| ≤ E (
∑∞

n=1 EZn) =
∑∞

n=1 EZn gilt� und dass ∑∞
n=1 EZn =

∑∞
n=1(λπ)

n < ∞, wenn λ < π−1.
• Hieraus ergibt sih, dass λc > 0.
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• Wir zeigen nun umgekehrt, dass P(|Co| = ∞) > 0, wenn λ > 0 hinreihend groÿ ist.
• Hierfür legen wir ein quadratishes Gitter über die euklidishe Ebene, dessen Zellen dieKantenlänge 1/4 besitzen.
• Wir betrahten die Wahrsheinlihkeit p dafür, dass es in einer beliebigen (jedoh vor-gegebenen) Zelle des Gitters mindestens einen Punkt des Poisson�Prozesses gibt,� wobei wir dieses Ereignis als Aktivierung des entsprehenden Ekpunktes des dualenquadratishen Gitters interpretieren� und die Aktivierung der Ekpunkte unabhängig voneinander erfolgt.
• Aus Theorem 2.8 ergibt sih, dass psc < 1 für das quadratishe Gitter Z2 gilt.
• Man kann sih leiht überlegen, dass p > psc, wenn λ hinreihend groÿ ist.
• Hieraus ergibt sih, dass in diesem Fall die Nullpunkt�Zelle mit positiver Wahrshein-lihkeit zu einem unendlihen Cluster von aktivierten Zellen des quadratishen Gittersgehört.
• Weil dieses Ereignis impliziert, dass |Co| = ∞, ergibt sih hieraus, dass λc < ∞.Beahte
• Die exakten Zahlenwerte von λc und von p∞(λ) für λ ≥ λc sind unbekannt.
• Für d = 2 wurde mit Monte�Carlo�Simulation gezeigt, dass 1 − exp(−λcπ/4) ≈ 0.676,d.h. λc ≈ 1.44.
• Auÿerdem gelten für d = 2 die Abshätzungen 0.969 < λc < 3.372.
• Für d = 3 wurde mit Monte�Carlo�Simulation gezeigt, dass 1 − exp(−(4π/3)λc/8) ≈
0.290.3.4.2 Existenz unendliher Cluster

• Wir betrahten nun eine weitere Konnektivitätseigenshaft der Graphen, die in Abshnitt 3.4.1eingeführt worden sind.� Dabei sei jetzt die Menge der Ekpunkte Ξλ = {Sn} ⊂ R
d die (zufällige) Menge derAtome eines homogenen Poisson�Prozesses {Sn} in R

d mit der Intensität λ ∈ (0,∞) ist,ohne dass der Nullpunkt hinzugefügt wird.� Das Kantensystem sei so wie bisher gegeben durh
E = {(v, v′) ∈ Ξλ × Ξλ : |v − v′| ≤ 1} .

• Für jedes n ≥ 1 bezeihnen wir mit Cn = {Sm : Sm ∼ Sn} den Site�Cluster, der denEkpunkt Sn des Poisson�Prozesses enthält.� Man kann sih leiht überlegen, dass
P(|Cn| = ∞) = p∞(λ) für jedes n ≥ 1gilt, wobei p∞(λ) = P(|Co| = ∞) mit Co = {Sn : o ∼ Sn} die in Abshnitt 3.4.1eingeführte Perkolationswahrsheinlihkeit ist.
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• Und zwar gilt das folgende Analogon von Theorem 2.3.Theorem 3.11 Sei A = {|Cn| = ∞ für ein n ≥ 1 }. Dann gilt
P(A) =





0 , wenn λ < λc,
1 , wenn λ > λc. (31)3.4.3 Ergodizität ergodisher SystemeUm das Theorem 3.11 zu beweisen, kann man den Begri� der Ergodizität dynamisher Systemeverwenden, den wir in diesem Abshnitt erläutern.

• Zur Erinnerung: Mit N wird die Familie aller lokal endlihen Zählmaÿe ϕ : B(Rd) → {0, 1, . . .}∪
{∞} bezeihnet, d.h., es gilt ϕ(B) < ∞ für jedesB ∈ B0(R

d) und ϕ
(⋃∞

n=1 Bn

)
=

∑∞
n=1 ϕ(Bn)für paarweise disjunkte B1, B2, . . . ∈ B(Rd).

• Auÿerdem betrahten wir� die σ�Algebra N ⊂ P(N), wobei N die kleinste σ�Algebra von Teilmengen von N ist, sodass ϕ 7→ ϕ(B) für jedes B ∈ B0(R
d) eine (N ,B(R))�messbare Abbildung ist,� und die Familie {Tx, x ∈ R

d} von (N ,N )�messbaren Vershiebungsoperatoren Tx : N →
N, so dass (

Txϕ)(B) = ϕ(B + x) ∀x ∈ R
d, B ∈ B(Rd) , (32)d.h., jedem Zählmaÿ ϕ =

∑
n anδsn aus N wird das Zählmaÿ Txϕ =

∑
n anδsn−x zuge-ordnet, wobei sämtlihe Atome von ϕ um den Vektor −x vershoben werden.� Die �Gewihte� an ∈ R \ {0} der Atome sn bleiben dabei unverändert.

• Man sagt, dass das zufällige Zählmaÿ {NB} stationär ist,� wenn seine Verteilung PN invariant bezüglih {Tx} ist, wobei PN (A) = P (N ∈ A) fürjedes A ∈ N ,� d.h., wenn
PN (A) = PN (TxA) ∀x ∈ R

d, A ∈ N , (33)wobei TxA = {Txϕ : ϕ ∈ A}.Beahte
• Wenn der Wahrsheinlihlihkeitsraum (N,N , PN ) mit der in (32) eingeführten Familie
T = {Tx, x ∈ R

d} von (maÿerhaltenden) Vershiebungsoperatoren ergänzt wird, für die(33) gilt, dann sagt man, dass (N,N , PN ,T) ein dynamishes Systeme ist.
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• Die in (32) eingeführte Familie {Tx, x ∈ R
d} von Vershiebungsoperatoren besitzt dieEigenshaft einer (algebraishen) Gruppe, denn o�enbar gilt

Tx+x′ = Tx Tx′ und Tx T−x = I ∀x, x′ ∈ R
d .

• Im allgemeinen wird als Indexmenge G der Operatoren�Gruppe {Tx, x ∈ G} nihtnur der euklidishe Raum R
d betrahtet, sondern eine beliebige Abelshe lokalkompakteHausdor�she Gruppe G, die dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt.De�nition

• Sei (Ω,A, P ) ein beliebiger Wahrsheinlihkeitsraum, und sei G eine beliebige Abelshelokalkompakte Hausdor�she Gruppe, die dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt.
• Die Verknüpfungsoperation in G bezeihnet man dabei weiterhin mit �+�.� Auÿerdem sei B(G) die σ�Algebra der Borel�Mengen in G,� und sei ν : B(G) → [0,∞] das (bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte)Haarshe Maÿ, so dass

ν(B) = ν(B + x) ∀x ∈ G, B ∈ B(G) .

• Sei {Tx, x ∈ G} eine Familie von eineindeutigen (A,A)�messbaren Abbildungen Tx :
Ω → Ω. Man sagt, dass {Tx} eine Strömung (bzw. ein Flow) in (Ω,A, P ) ist, wenn

P (A) = P (TxA) ∀x ∈ G, A ∈ A ,

Tx+x′ = Tx Tx′ und Tx T−x = I ∀x, x′ ∈ G ,

{(x, ω) : Txω ∈ A} ∈ B(G)⊗A ∀A ∈ A .

• Wenn T = {Tx} eine Strömung in (Ω,A, P ) ist, dann sagt man, dass das Quadrupel
(Ω,A, P,T) ein dynamishes System ist.Die zentrale Frage der Ergodizität dynamisher Systeme hängt eng mit den beiden folgenden Fra-gestellungen zusammen.Sei (Ω,A, P,T) ein beliebiges dynamishes System, und seiX : Ω → R eine beliebige Zufallsvariable,so dass E |X | < ∞. Auÿerdem sei W1,W2, . . . ∈ B(G) eine Folge von Borelshen Teilmengen derIndex�Menge G mit 0 < ν(Wn) < ∞ für jedes n ≥ 1.1) Unter welhen Bedingungen existiert der Grenzwert

X(ω) = lim
n→∞

1

ν(Wn)

∫

Wn

X(Txω) ν(dx) (34)für P�fast jedes ω ∈ Ω, wobei ν : B(G) → [0,∞] das Haarshe Maÿ ist.
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X = E (X | I) , (35)wobei E (X | I) die bedingte Erwartung von X bezüglih der σ�Algebra
I = {A ∈ A : A = TxA ∀x ∈ G} .aller T�invarianten Mengen aus A ist.Das folgende Resultat, dass in der Literatur individueller Ergodensatz genannt wird, gibt eine Ant-wort auf diese beiden Fragen.Theorem 3.12 Sei W1,W2, . . . ∈ B(G) eine Folge von Borelshen Teilmengen der Index�Menge

G, so dass
Wn ⊂ Wn+1 und 0 < ν(Wn) < ∞ ∀n ≥ 1 , (36)

lim
n→∞

ν
(
Wn ∩ (Wn − x)

)

ν(Wn)
= 1 ∀x ∈ G (37)und

sup
n≥1

ν(Wn −Wn)

ν(Wn)
< ∞ , (38)wobei Wn − Wn = {x − y : x, y ∈ Wn}. Dann existiert der Grenzwert in (34) für P�fast jedes

ω ∈ Ω, und es gilt (35).Einen Beweis von Theorem 3.12 �ndet man beispielsweise in dem Buh von A.A. Tempelman(1992), Ergodi Theorems for Group Ations: Informational and Thermodynamial Aspets, Kluwer,Dordreht.Beahte Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass der Grenzwert X(ω) in (34) existiert und
P�fast siher konstant ist. Dann ergibt sih aus (35), dass

X = E (X | I) = EX , (39)d.h., das �Raummittel� X stimmt mit dem �Sharmittel� EX überein.De�nitionen
• Eine Folge W1,W2, . . . ∈ B(G) von Borelshen Teilmengen der Index�Menge G, die denBedingungen (36) � (38) genügt, wird mittelnde Folge genannt.
• Man sagt, dass das dynamishe System (Ω,A, P,T) ergodish ist, wenn für jede inte-grierbare Zufallsvariable X : Ω → R und für jede mittelnde Folge {Wn} gilt, dass die in(34) gegebene Zufallsvariable X : Ω → R mit Wahrsheinlihkeit 1 konstant ist.
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• Ein stationäres zufälliges Zählmaÿ {NB} heiÿt ergodish, wenn das dynamishe System
(N,N , PN ,T) ergodish ist.In der Literatur werden weitere (äquivalente) De�nitionsmöglihkeiten für die Ergodizität von dy-namishen Systemen betrahtet. Wir erwähnen hier zunähst zwei solher Ergodizitätskriterien,ohne sie zu beweisen.Theorem 3.13 Das dynamishe System (Ω,A, P,T) ist genau dann ergodish, wenn

max{P (A), P (Ac)} = 1 ∀A ∈ I (40)oder wenn jede Darstellung
P = pP ′ + (1 − p)P ′′ mit p ∈ [0, 1] (41)des Wahrsheinlihkeitsmaÿes P als Mishung zweier T�invarianter Wahrsheinlihkeitsmaÿe P ′, P ′′über A trivial ist, d.h., wenn max{p, 1− p} = 1 oder P ′ = P ′′.Beahte

• Die Bedingung (40) bedeutet, dass dieT�invarianten Teilmengen A ∈ I eines ergodishendynamishen Systems (Ω,A, P,T) nur die Wahrsheinlihkeiten 0 oder 1 besitzen können.
• Es ist klar, dass jede Linearkombination (41) von T�invarianten Wahrsheinlihkeitsma-ÿen P ′, P ′′ über A erneut ein T�invariantes Wahrsheinlihkeitsmaÿ ergibt. In diesemSinne bildet die Familie aller T�invarianten Wahrsheinlihkeitsmaÿe über A einen Sim-plex.
• Die Bedingung (41) bedeutet, dass die ergodishen T�invarianten Wahrsheinlihkeits-maÿe über A die Ekpunkte dieses Simplex bilden.Mit Hilfe von Theorem 3.13 lässt sih auf einfahe Weise noh ein drittes Ergodizitätskriteriumherleiten.Theorem 3.14 Das dynamishe System (Ω,A, P,T) ist genau dann ergodish, wenn es einemittelnde Folge {Wn} gibt, so dass

lim
n→∞

1

ν(Wn)

∫

Wn

P
(
A ∩TxA

′) ν(dx) = P (A)P (A′) ∀A,A′ ∈ A . (42)Beweis
• Wir nehmen zunähst an, dass das dynamishe System (Ω,A, P,T) ergodish ist, undzeigen, dass (42) für jede mittelnde Folge {Wn} gilt.
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• Aus der T�Invarianz des Wahrsheinlihkeitsmaÿes P ergibt sih, dass für beliebige
A,A′ ∈ A

1

ν(Wn)

∫

Wn

P
(
A ∩TxA

′) ν(dx) =
1

ν(Wn)

∫

Wn

P
(
T−xA ∩A′) ν(dx)

=
1

ν(Wn)

∫

Wn

∫

A′

1IA(Txω)P (dω) ν(dx) =

∫

A′

1

ν(Wn)

∫

Wn

1IA(Txω) ν(dx)P (dω)und somit
∣∣∣

1

ν(Wn)

∫

Wn

P
(
A ∩TxA

′) ν(dx) − P (A)P (A′)
∣∣∣

=
∣∣∣
∫

A′

( 1

ν(Wn)

∫

Wn

1IA(Txω) ν(dx)− P (A)
)
P (dω)

∣∣∣

≤
∫

A′

∣∣∣
1

ν(Wn)

∫

Wn

1IA(Txω) ν(dx) − P (A)
∣∣∣P (dω) .

• Um die Gültigkeit von (42) zu beweisen, ist zu zeigen, dass der letzte Ausdruk gegen 0strebt für n → ∞.� Dies ergibt sih aus dem Satz von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz, dennes gilt ∣∣∣
1

ν(Wn)

∫

Wn

1IA(Txω) ν(dx) − P (A)
∣∣∣ ≤ 1 ,� und mit X(ω) = 1IA(ω) ergibt sih aus (34) und (39), dass

lim
n→∞

1

ν(Wn)

∫

Wn

1IA(Txω) ν(dx) = E 1IA = P (A) .

• Wir nehmen nun umgekehrt an, dass (42) für eine mittelnde Folge {Wn} gilt.� Für A = A′ ∈ I gilt dann
P (A) =

1

ν(Wn)

∫

Wn

P (A) ν(dx) =
1

ν(Wn)

∫

Wn

P
(
A ∩TxA

)
ν(dx)

=
1

ν(Wn)

∫

Wn

P
(
A ∩TxA

′) ν(dx) −→ P (A)P (A′) ,d.h., es gilt P (A) =
(
P (A)

)2 bzw. max{P (A), P (Ac)} = 1.� Aus der Bedingung (40) in Theorem 3.13 ergibt sih somit, dass (Ω,A, P,T) ergo-dish ist. �Aus dem Ergodizitätskriterium in Theorem 3.14 ergibt sih dann das folgende Resultat.Korollar 3.3 Sei {NB} ein homogener Poisson�Prozess mit der Intensität λ. Dann ist {NB}ergodish.Ein Beweis von Korollar 3.3 ist beispielsweise in Abshnitt 3.4.3 des Vorlesungsskriptes �RäumliheStatistik� enthalten.
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• In diesem Abshnitt betrahten wir asymptotishe Konnektivitätseigenshaften von so ge-nannten r�Graphen G = (V,E), die bereits in Abshnitt 3.4.1 eingeführt worden sind.
• Um die Notation einfah zu halten, beshränken wir uns jetzt auf den planaren Fall, d.h.
d = 2, obwohl die meisten Ergebnisse dieses Abshnittes auh für beliebige Dimensionen
d ≥ 2 gelten.

• Zur Erinnerung:� Die Menge der Ekpunkte V ist die (zufällige) Menge
V = {Sn} ∪ {o} ⊂ R

2der Atome eines homogenen Poisson�Prozesses {Sn, n = 1, 2, . . .} in R
2 mit der Intensität

λ ∈ (0,∞), zu der der Nullpunkt o ∈ R
2 hinzugefügt wird, wobei λ = E#{Sn : Sn ∈

[0, 1]2}.� Das (zufällige) Kantensystem E ⊂ V × V von G gegeben ist durh
E = {(v, v′) ∈ V × V : 0 < |v − v′| ≤ r} ,wobei r > 0 eine beliebige positive Zahl ist.

• Aus den Invarianzeigenshaften von Poisson�Prozessen (vgl. Theorem 3.7) ergibt sih, dass� die skalierte zufällige Menge {
√
λSn} die Menge der Atome eines homogenen Poisson�Prozesses mit der Intensität 1 ist.� Deshalb werden wir im Folgenden (o.B.d.A.) annehmen, dass λ = 1.3.5.1 Kritisher Konnektivitätsradius

• So wie bisher shreiben wir v ∼ v′ für v, v′ ∈ V mit v 6= v′, wenn es ein n ≥ 1 undeine (endlihe) Folge von Ekpunkten v0, . . . , vn ∈ V gibt, so dass v0 = v, vn = v′ und
(v, v1), . . . , (vn−1, v

′) ∈ E.� Sei Co = {Sn : o ∼ Sn} der (zufällige) Site�Cluster, der den Nullpunkt enthält, und sei
θk(r) = P(|Co| = k)die Wahrsheinlihkeit, dass der Cluster Co genau k Ekpunkte enthält.� Die Wahrsheinlihkeit θ(r) = P(|Co| = ∞), dass der Site�Cluster Co unendlih vieleEkpunkte enthält, ist dann gegeben durh
θ(r) = 1−

∞∑

k=1

θk(r) .

• Sei rc = inf{r : θ(r) > 0}, wobei rc der kritishe Konnektivitätsradius genannt wird.
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• Genauso wie in Theorem 3.10 kann man zeigen, dass 0 < rc < ∞. Dabei heiÿt der Graph
G = (V,E) subkritish bzw. superkritish, wenn r < rc bzw. r > rc.Das folgende Theorem zeigt, dass superkritishe Graphen mit hoher Wahrsheinlihkeit Perkola-tionspfade in groÿen (langgestrekten) Rekteken besitzen.Theorem 3.15

• Der Graph G = (V,E) sei superkritish, d.h., es gelte r > rc, und für beliebige δ ∈ (0, 1) und
k ∈ {1, 2, . . .}� sei Rδ,k = [0,

√
k]× [0, δ

√
k],� und Ωδ,k bezeihne das Ereignis, dass G einen Site�Cluster Vδ,k im Rekek Rδ,k besitzt,der von links nah rehts verläuft,� so dass jeweils mindestens ein Poisson-Punkt aus Vδ,k einen Abstand zu den beidenkürzeren Seiten von Rδ,k hat, der kleiner als r ist, d.h.

(
{0}×[0, δ

√
k]
)
∩
(
Vδ,k⊕b(o, r)

)
6= ∅ und (

{
√
k}×[0, δ

√
k]
)
∩
(
Vδ,k⊕b(o, r)

)
6= ∅ .

• Dann gilt
lim
k→∞

P (Ωδ,k) = 1 für jedes δ ∈ (0, 1). (43)Der Beweis von Theorem 3.15 geht über den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. Er kann beispielsweiseim Buh von Meester und Roy (1996), Corollary 4.1 nahgelesen werden.3.5.2 Theorem vom Slivnyak�TypIn dem folgenden Theorem vom Slivnyak�Typ wird die (Palmshe) Wahrsheinlihkeit einer Per-kolationseigenshaft (des ,typishen', d.h. zufällig herausgegri�enen Ekpunktes) des Graphen G =
(V,E) durh einen Erwartungswert ausgedrükt.

• Für jedes n ≥ 1 sei Cn = {Sm : Sn ∼ Sm} der (zufällige) Site�Cluster von Poisson�Punkten,der den Punkt Sn enthält.
• Auÿerdem sei

Nr([0, 1]
2) = #{Sn ∈ [0, 1]2 : |Cn| = ∞}die Anzahl der Poisson�Punkte im Einheitsquadrat [0, 1]2 ⊂ R

2, die zu einem unendlihenSite�Cluster gehören.Theorem 3.16 Es gilt
θ(r) = ENr([0, 1]

2) für jedes r > 0. (44)
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• Für k ≥ 1 sei Q(k)
1 , . . . , Q

(k)
k2 ⊂ [0, 1]2 eine Zerlegung des Einheitsquadrates [0, 1]2 in k2gleihgroÿe Quadrate mit der Seitenlänge 1/k.

• Für i = 1, . . . , k2 sei
X

(k)
i =






1 , wenn #{Sn ∈ Q
(k)
i : |Cn| = ∞} = 1,

0 , sonstdie Indikatorfunktion des Ereignisses {#{Sn ∈ Q
(k)
i : |Cn| = ∞} = 1}, dass genau einPoisson�Punkt in Q

(k)
i zu einem unendlihen Site�Cluster gehört.

• Auÿerdem sei Xk =
∑k2

i=1 X
(k)
i . Dann kann man sih leiht überlegen, dass

Xk ≤ Xk+1 für jedes k ≥ 1 und lim
k→∞

Xk = Nr([0, 1]
2) .

• Aus dem Satz über die monotone Konvergenz ergibt sih also, dass
lim
k→∞

EXk = ENr([0, 1]
2) . (45)

• Sei nun Ai = {#{Sn ∈ Q
(k)
i : |Cn| = ∞} ≥ 1} das Ereignis, dass es mindestens einenPoisson�Punkt in Q

(k)
i gibt, der zu einem unendlihen Site�Cluster gehört.

• Dann gilt für jedes i = 1, . . . , k2, dass
EX

(k)
i = P (X

(k)
i = 1)

= P
(
Ai | #{Sn : Sn ∈ Q

(k)
i } = 1

)
P
(
#{Sn : Sn ∈ Q

(k)
i } = 1

)

= θk(r)
( 1

k2
+ o

( 1

k2
))für k → ∞, wobei θk(r) = P

(
Ai | #{Sn : Sn ∈ Q

(k)
i } = 1

).
• Hieraus ergibt sih, dass für beliebige k ≥ 1 und i = 1, . . . , k

EXk = E

k2∑

i=1

X
(k)
i = k2EX

(k)
i = θk(r)(1 + o (1)) . (46)

• Auÿerdem ergibt sih aus der (axiomatishen) Unabhängigkeitseigenshaft von homoge-nen Poisson�Prozessen, dass
lim
k→∞

θk(r) = θ(r) .

• Hieraus ergibt sih mit Hilfe von (45) und (46) die Gültigkeit von (44). �
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• Sei nun α ∈ (0, 1) und rα = inf{r : θ(r) > α}, wobei rα der α�kritishe Konnektivitätsradiusgenannt wird.� Dann gilt o�enbar, dass
rc ≤ rα für jedes α ∈ (0, 1). (47)� Darüber hinaus ergibt sih so wie im Beweis von Theorem 3.10, dass

0 < rc < rα < ∞ für jedes α ∈ (0, 1).
• Für jedes k ≥ 1 betrahten wir die Einshränkung Vk = {Sn : Sn ∈ [−

√
k/2,

√
k/2]2} desPoisson�Prozesses {Sn} auf das Quadrat [−√

k/2,
√
k/2]2.

• Auÿerdem betrahten wir das (entsprehend eingeshränkte) Kantensystem Ek ⊂ Vk × Vk,wobei
Ek = {(v, v′) ∈ Vk × Vk : 0 < |v − v′| ≤ r} .

• Der zufällige Graph Gk(r) = (Vk, Ek) heiÿt α-zusammenhängend, wenn Gk(r) einen Site�Cluster besitzt, der aus mindestens αk Ekpunkten besteht.
• Auÿerdem sagen wir, dass Gk(r) asymptotish fast siher (a.a.s.) α-zusammenhängend ist,wenn

lim
k→∞

P (Gk(r) ist α-zusammenhängend) = 1 . (48)Wir zeigen nun, wie sih die Theoreme 3.15 und 3.16 anwenden lassen, um nahzuweisen, dassdie Gültigkeit von (48) eng mit dem α-kritishen Konnektivitätsradius rα = inf{r : θ(r) > α}zusammenhängt.Theorem 3.17 Sei α ∈ (0, 1).
• Wenn r > rα, dann ist Gk(r) a.a.s. α-zusammenhängend.
• Wenn r < rα, dann ist Gk(r) niht a.a.s. α-zusammenhängend.Beweis

• Sei r > rα. Um die Gültigkeit von (48) zu zeigen, nutzen wir die Tasahe, dass
{Gk(r) ist α-zusammenhängend} ⊃ Ω

(1)
δ,k ∩ Ω

(2)
δ,k , (49)wobei� Ω

(1)
δ,k das Ereignis bezeihnet, dass in dem (kleineren) Quadrat

Bδ,k = [−
√
δk/2,

√
δk/2]2mit δ ∈ (0, 1) mindestens αk Punkte eines unendlihen Site�Clusters des (nihteingeshränkten) Graphen G∞(r) liegen,
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Abbildung 26: Hinreihende Bedingung für a.a.s. α�Konnektivität� und Ω
(2)
δ,k das Ereignis bezeihnet, dass der (eingeshränkte) Graph Gk(r) in derMenge B1,k \Bδ,k einen zusammenhängenden Ring besitzt, vgl. Abbildung 26.

• Wegen (49) gilt
P (Gk(r) ist α-zusammenhängend) ≥ P (Ω

(1)
δ,k ∩ Ω

(2)
δ,k)

= 1− P ({Ω(1)
δ,k}c ∪ {Ω(2)

δ,k}c)
≥ 1− P ({Ω(1)

δ,k}c)− P ({Ω(2)
δ,k}c)

= P (Ω
(1)
δ,k) + P ({Ω(2)

δ,k)− 1 .

• Es genügt also zu zeigen, dass
lim
k→∞

P (Ω
(i)
δ,k) = 1 für i = 1, 2. (50)

• Wir zeigen zunähst, dass (50) für i = 2 gilt, d.h., dass es mit beliebig groÿerWahrshein-lihkeit einen zusammenhängenden Ring in B1,k \Bδ,k gibt, wenn k ≥ 1 hinreihend groÿist.� Wegen Theorem 3.15 gibt es in dem Rekek
R(1−

√
δ)/2,k = [−

√
k/2,

√
k/2]× [−

√
k/2,−

√
δk/2]mit beliebig groÿer Wahrsheinlihkeit einen Site�Cluster, der von links nah rehtsverläuft, wenn k ≥ 1 hinreihend groÿ ist.� Weil die Di�erenz�Menge B1,k \Bδ,k als Vereinigung von 4 solhen Rehteken dar-gestellt werden kann, vgl. Abbildung 27, ergibt sih hieraus die Gültigkeit von (50)für i = 2,
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Abbildung 27: Existenz eines zusammenhängenden Ringes
• Wir zeigen nun, dass (50) für i = 1 gilt, d.h., dass es mit beliebig groÿer Wahrsheinlih-keit mindestens αk Punkte eines unendlihen Site�Clusters des (niht eingeshränkten)Graphen G∞(r) gibt, die in Bδ,k = [−

√
δk/2,

√
δk/2]2 liegen, wenn k ≥ 1 hinreihendgroÿ ist.� Weil wir annehmen, dass r > rα, gilt θ(r) > α.� Hieraus folgt mit Hilfe von Theorem 3.16, dass es für jedes δ ∈ (0, 1) ein ε > 0 gibt,so dass

δ ENr([0, 1]
2) = δ θ(r) ≥ α+ ε .� Dies impliziert dass,

P
(
Nr(Bδ,k) < αk

)
= P

(Nr(Bδ,k)

k
< α

)

≤ P
(Nr(Bδ,k)

k
< δ ENr([0, 1]

2)− ε
)

≤ P
(∣∣∣

Nr(Bδ,k)

k
− δ ENr([0, 1]

2)
∣∣∣ > ε

)

= P
(∣∣∣

Nr(Bδ,k)

δ k
− ENr([0, 1]

2)
∣∣∣ > ε δ−1

)
.� Eine möglihe Beweistehnik, um zu zeigen, dass die zuletzt betrahtete Wahrshein-lihkeit gegen Null konvergiert, beruht auf der Tshebyshev-Ungleihung:

P
(∣∣∣

Nr(Bδ,k)

δ k
− ENr([0, 1]

2)
∣∣∣ > ε δ−1

)
≤ VarNr(Bδ,k)

(ε δ k)2
. (51)
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lim
k→∞

1

(δ k)2
VarNr(Bδ,k) = 0 .� Alternativ ergibt sih die (stohastishe) Nullkonvergenz in (51) aus der Tatsahe,dass sogar die entsprehende fast sihere Nullkonvergenz gilt.� Denn der homogene Poisson�Prozess {Sn} ist ein ergodishes dynamishes Systembezüglih der Euklidishen Translationsgruppe des R2 ist, vgl. Korollar 3.3.� Deshalb gilt mit Wahrsheinlihkeit 1

lim
k→∞

Nr(Bδ,k)

δ k
= lim

k→∞

1

δ k

∫

Bδ,k

Nr([0, 1]
2 + x) dx = ENr([0, 1]

2) . (52)
• Damit ist die erste Teilaussage von Theorem 3.17 bewiesen.
• Um die Gültigkeit der zweiten Teilaussage zu zeigen, nehmen wir zunähst an, dass
r ≤ rc.� Man kann zeigen, dass dann θ(r) = 0 niht nur für r < rc, sondern auh für r = rcgilt.� Hieraus und aus Theorem 3.16 ergibt sih, dass der r-Graph G = G(X, r), der durhden homogenen Poisson�Prozess X = {Sn} erzeugt wird, mit Wahrsheinlihkeit 1nur endlihe Cluster besitzt.� Dies impliziert, dass limk→∞ P (Gk(r) ist α-zusammenhängend) = 0, d.h., Gk(r) istniht a.a.s. α-zusammenhängend.

Abbildung 28: Zerlegung des Quadrates B1,k

• Sei nun rc < r < rα.� Um die zweite Teilaussage für diesen Fall zu beweisen, zeigen wir, dass a.a.s die gröÿteZusammenhangskomponente von Gk(r) aus weniger als αk Ekpunkten besteht.
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• Hierfür zerlegen wir das Quadrat B1,k = [−
√
k/2,

√
k/2]2 in M2 kongruente Quadrate

B1, . . . , BM2 mit der Seitenlänge √
k/M für ein festes M >

√
4/α, vgl. Abbildung 28.Dann gilt

ν2(Bi) =
k

M2
<

kα

4
für jedes i = 1, . . . ,M2. (53)� Sei weiter δ ∈ (1− α/4, 1) und bezeihne B′

i das Quadrat mit der Flähe δν2(Bi) <
δkα/4, welhes konzentrish zu Bi liegt.� Shlieÿlih sei Ri der Ring Ri = Bi \B′

i. Dann gilt
ν2(B

′
i)

ν2(Bi)
= δ > 1− α

4
und somit ν2(Ri)

ν2(Bi)
<

α

4
. (54)

• Wir zeigen, dass die Wahrsheinlihkeiten der folgenden vier Ereignisse A
(1)
k , . . . , A

(4)
kbeliebig groÿ werden, wenn k → ∞, d.h., die Ereignisse A

(1)
k , . . . , A

(4)
k sind a.a.s für

k → ∞:1. A
(1)
k = {X(Bi) < αk/4 für jedes i = 1, . . . ,M2}, wobei X(B) = #{n : Sn ∈ B},2. A
(2)
k =

{
X

(⋃M2

i=1 Ri

)
< αk/4

},3. A
(3)
k = {Nr(B1,k) < αk}, wobei Nr(B) = #{Sn ∈ B : |Cn| = ∞},4. A
(4)
k =

{Für jedes i = 1, . . . ,M2 enthält der Ring Ri einen geshlossenen Zyklus,der in einer unendlihen Zusammenhangskomponente des r-Graphen G = G(X, r)enthalten ist, der durh den homogenen Poisson�Prozess X = {Sn}mit der Intensität λ = 1 erzeugt wird.}
• Zu 1) Aus den Unabhängigkeitseigenshaften des Poisson�Prozesses X = {Sn} ergibtsih mit Hilfe des shwahen Gesetzes der groÿen Zahlen (unter der Annahme λ = 1),dass� X(Bi)/ν2(Bi) → 1 in Wahrsheinlihkeit für jedes i = 1, . . . ,M2, wenn k → ∞.� Weil ν2(Bi) < kα/4 gilt (vgl. (53), ergibt sih hieraus für k → ∞.

P (A
(1)
k ) = P

(
X(Bi) <

αk

4
für jedes i = 1, . . . ,M2

)

≥ P
(X(Bi)

ν2(Bi)
≤ 1 für jedes i = 1, . . . ,M2

)
−→ 1 .

• Zu 2) Auf die gleihe Weise wie in 1) ergibt sih, dass limk→∞ P(A
(2)
k ) = 1, weil

ν2

(M2⋃

i=1

Ri

)
=

M2∑

i=1

ν2(Ri)
(54)
<

M2ν2(B1)α

4
=

αk

4
,wobei in der letzten Gleihheit genutzt wurde, dass ν2(B1) = k/M2.

• Zu 3)� Man kann zeigen, dass die Funktion θ(r) streng monoton wahsend ist für r ∈
(rc, rα).
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α > θ(r) = ENr([0, 1]
2) für r ∈ (rc, rα). (55)� Hieraus und aus dem Gesetz der groÿen Zahlen in (52) ergibt sih ähnlih wie in denersten zwei Fällen, dass für k → ∞

P (A
(3)
k ) = P(Nr(B1,k) < αk)

(55)

≥ P
(Nr(B1,k)

k
≤ ENr([0, 1]

2)
)

(52)−→ 1 .

• Zu 4) Ähnlih wie im ersten Teil des Beweises lässt sih mit Hilfe von Theorem 3.15zeigen, dass
lim
k→∞

P (A
(4)
k ) = 1 .

• Auÿerdem lässt sih leiht zeigen, dass
{Jede Zusammenhangskomponente von Gk(r) besteht aus weniger als αk Ekpunkten}
⊃ A

(1)
k ∩ . . . ∩ A

(4)
k . (56)

• Um (56) zu beweisen, genügt es, die folgenden zwei Fälle zu untersheiden.� Sei C ⊂ Gk(r) eine Zusammenhangskomponente, die Ekpunkte in zwei vershiede-nen Quadraten B′
i und B′

j mit i 6= j besitzt.� Für jedes hinreihend groÿe k > 0 gehören dann auh Ekpunkte zu C, die in demRing Ri liegen und (unter der Annahme, dass das Ereignis A
(4)
k eintritt) zu einerunendlihen Zusammenhangskomponente des r-Graphen G = G(X, r) gehören.� Bei gleihzeitigem Vorliegen des Ereignisses A(3)

k impliziert dies, dass |C| < αk.� Wenn es umgekehrt ein i ∈ {1, . . . ,M2} gibt, so dass C nur Ekpunkte in der Menge
Bi∪

⋃M2

j=1 Rj besitzt, dann ergibt sih bei Vorliegen des Ereignisses A(1)
k ∩A

(2)
k , dass

|C| < αk/4 + αk/4 < αk.
• Wegen limk→∞ P (A

(1)
k ∩ . . . ∩ A

(4)
k ) = 1 ergibt sih nun mit Hilfe von (56), dass

lim
k→∞

P (Jede Zus.-hangskomponente von Gk(r) besteht aus < αk Ekpunkten) = 1 .

• Damit ist Theorem 3.17 vollständig bewiesen. �3.5.4 Vollständige Konnektivität
• Wir betrahten die in Abshnitt 3.5.3 eingeführte Einshränkung Gk(r) = (Vk, Ek) des r-Graphen G = G(X, r) auf das Quadrat Bk = [−

√
k/2,

√
k/2]2.

• Anstelle der in Abshnitt 3.5.3 diskutierten α�Konnektivität von Gk(r) für einen vorgege-benen Konnektivitätsradius untersuhen wir nun den folgenden Begri� der (vollständigen)Konnektivität von Gk(rk) für eine Folge {rk} von Konnektivitätsradien mit limk→∞ rk = ∞.
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lim
k→∞

P (Gk(rk) ist zusammenhängend) = 1 , (57)bzw. a.a.s. niht zusammenhängend, wenn
lim
k→∞

P (Gk(rk) ist niht zusammenhängend) = 1 . (58)Theorem 3.18 Sei α ∈ (0,∞) und für jedes k = 1, 2, . . . sei der Konnektivitätsradius rk gegebendurh
rk =

√
π−1α log k . (59)

• Wenn α > 5π, dann ist Gk(rk) a.a.s. zusammenhängend.
• Wenn α < 1/3, dann ist Gk(rk) a.a.s. niht zusammenhängend.Beweis

• Wir zeigen zunähst die zweite Teilaussage.� Sei also α < 1/3 und für jedes x ∈ R
2 sei

Ak(x) =
{
#{n : |x− Sn| ≤ rk} ≥ 1

}
∩
{
#{n : rk < |x− Sn| ≤ 2rk} = 0

}
. (60)� Dann ergibt sih aus (59) und aus den Unabhängigkeits� bzw. Verteilungseigenshaf-ten des homogenen Poisson�Prozesses {Sn}, dass für jedes x ∈ R

2

P(Ak(x)) =
(
1− exp(−πr2k)

)
exp(−3πr2k)

(59)
=

(1
k

)3α(
1−

(1
k

)α)
. (61)

• Auÿerdem kann man leiht zeigen, dass man für jedes k ≥ 1� mindestens βk/ log k sih niht überlappende Kreise B(xk,1, rk), B(xk,2, rk), . . . mitden Mittelpunkten xk,1, xk,2, . . . ∈ R
2 und dem Radius 2rk > 0 in das Quadrat

Bk = [−
√
k/2,

√
k/2]2 �paken� kann, wobei β > 0 eine Konstante ist (die niht von

k abhängt).� Wenn das in (60) eingeführte Ereignis Ak(x) für mindestens einen dieser Kreiseeintritt, dann ist Gk(rk) niht zusammenhängend.� Hieraus und aus (61) ergibt sih mit Hilfe der elementaren Ungleihung
1− t ≤ exp(−t) für jedes t ∈ [0, 1], (62)dass

P (Gk(rk) ist niht zusammenhängend) ≥ 1−
(
1− P (Ak(o))

)βk/ log k

(62)

≥ 1− exp
(
− βk

log k
P (Ak(o))

)

(61)
= 1− exp

(
− βk

k3α log k

(
1−

(1
k

)α))
.
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• Sei nun α > 5π, und für jedes k ≥ 1 sei εk > 0 die kleinste positive Zahl, so dass� der Ausdruk k/(log k − εk) ganzzahlig ist und� sih das Quadrat Bk = [−
√
k/2,

√
k/2]2 in k/(log k − εk) gleihgroÿe Teilquadrate

Bk,1, Bk,2, . . . mit Fläheninhalt log k − εk zerlegen lässt.� Dabei nennen wir ein solhes Teilquadrat Bk,i �gefüllt�, wenn Bk,i mindestens einenPunkt des Poisson�Prozesse {Sn} enthält, und �leer�, wenn Bk,i keinen Punkt desPoisson�Prozesse {Sn} enthält.
• Dann gilt P (Bk,i ist leer) = exp(− log k + εk) für jedes k ≥ 1 und somit für k → ∞

P
(k/(− log k+εk)⋂

i=1

Bk,i ist gefüllt) =
(
1− exp(log k − εk)

)k/(log k−εk)

−→ 1 , (63)weil man sih leiht überlegen kann, dass εk = o(1) für k → ∞.
• Es ist klar, dass Maximalabstand zwishen zwei Punkten in benahbarten Quadraten
Bk,i, Bk,j mit der Länge der gröÿeren Diagonalen des Rehtekes Bk,i ∪ Bk,j überein-stimmt, also gleih √

5 log k − 5εk ist.� Wenn rk >
√
5 log k − 5εk bzw. (äquivalent hierzu)

πr2k > 5π (log k − εk) , (64)dann ist also jeder Poisson�Punkt in Bk,i mit sämtlihen Poisson�Punkten in Bk,iund darüber hinaus mit sämtlihen Poisson�Punkten in den benahbarten Quadra-ten von Bk,i verbunden.� Weil wir vorausgesetzt hatten, dass πr2k = α log k und α > 5π/4, ist die Bedingung(64) für jedes hinreihend groÿe k erfüllt.
• Hieraus und aus (63) ergibt sih, dass limk→∞ P (Gk(rk) ist zusammenhängend) = 1. �Beahte
• Die in Theorem 3.18 hergeleiteten Wahstumsraten von α > 5π/4 bzw. α < 1/8 desKonnektivitätsradius rk, die für groÿe k ≥ 1 vollständige Konnektivität bzw. das Niht-vorhandensein vollständiger Konnektivität mit hoher Wahrsheinlihkeit gewährleisten,liegen relativ weit auseinander.
• In Abshnitt 3.5.6 zeigen wir, dass α = 1/4 die kritishe Wahstumsrate des Konnekti-vitätsradius ist, bei der für groÿe k ≥ 1 vollständige Konnektivität in das Nihtvorhan-densein vollständiger Konnektivität (jeweils mit hoher Wahrsheinlihkeit) umshlägt.
• Dabei benötigen wir eine so genannte Chen�Stein�Shranke zur Approximation der Ver-teilung von Zufallsvariablen mit nihnegativen ganzzahligen Werten durh geeignet ge-wählte Poisson�Verteilungen, die wir zunähst in Abshnitt 3.5.5 herleiten.
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• In diesem Abshnitt betrahten wir Familien von Zufallsvariablen X : Ω → Z+ mit Werten in
Z+ = {0, 1, 2, . . .} und diskutieren eine Methode zur Approximation ihrer Verteilung PX durheine geeignet gewählte Poisson�Verteilung Poiλ (mit dem gleihen Erwartungswert λ = EX).

• Dabei leiten wir eine obere Shranke für den Variationsabstand dTV(PX ,Poiλ) der beidenVerteilungen her, die vom Chen�Stein�Typ ist.Zunähst führen wir den Begri� des Variationsabstandes für Z+�wertige Zufallsvariablen ein undleiten eine äquivalente Darstellungsformel her.De�nition Seien X,Y : Ω → Z+ zwei beliebige Zufallsvariablen. Dann heiÿt
dTV(PX , PY ) = sup

B⊂Z+

|P (X ∈ B)− P (Y ∈ B)| (65)der Variationsabstand von PX und PY .Wir zeigen, dass sih der Variationsabstand dTV(PX , PY ) für beliebige Zufallsvariablen X,Y : Ω →
Z+ durh Erwartungswerte ausdrüken lässt.Lemma 3.2

• Seien X,Y : Ω → Z+ beliebige Zufallsvariablen, und sei h : Z+ → R eine beliebige Funktionmit
‖h‖ = sup

k∈Z+

|h(k)| < ∞ .

• Dann gilt
dTV(PX , PY ) =

1

2
sup

h:‖h‖=1

|E h(X)− Eh(Y )| . (66)Beweis
• Für jedes B ⊂ Z+ gilt

P (X ∈ B)− P (Y ∈ B) ≤ |P (X ∈ B)− P (Y ∈ B)|
≤ max{P (X ∈ B)− P (Y ∈ B), P (X ∈ Bc)− P (Y ∈ Bc)} ,wobei Bc = Z+ \B das Komplement von B bezeihnet.

• Hieraus und aus der De�nitionsgleihung (65) des Variationsabstandes dTV(PX , PY ) er-gibt sih, dass
dTV(PX , PY ) = sup

B⊂Z+

(
P (X ∈ B)− P (Y ∈ B)

)
. (67)
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• Auÿerdem gilt o�enbar für jedes B ⊂ Z+, dass
P (X ∈ B)− P (Y ∈ B) ≤ P (X ∈ B≥)− P (Y ∈ B≥) , (68)wobei B≥ = {k ∈ Z+ : P (X = k) ≥ P (Y = k)}.

• Somit ergibt sih, dass für jedes B ⊂ Z+

∑

k∈Z+

|P (X = k)− P (Y = k)|

=
∑

k∈B≥

(P (X = k)− P (Y = k)) +
∑

k∈Z+\B≥

(P (Y = k)− P (X = k))

= P (X ∈ B≥)− P (Y ∈ B≥) + P (Y 6∈ B≥)− P (X 6∈ B≥)

= 2
(
P (X ∈ B≥)− P (Y ∈ B≥)

)

(68)

≥ 2
(
P (X ∈ B)− P (Y ∈ B)

)
.

• Hieraus und aus (67) ergibt sih, dass
dTV(PX , PY ) ≤ 1

2

∑

k∈Z+

|P (X = k)− P (Y = k)| . (69)
• Andererseits gilt für jede Funktion h : Z+ → R mit ‖h‖ = 1, dass

|Eh(X)− E h(Y )| =
∣∣∣
∑

k∈Z+

h(k)P (X = k)−
∑

k∈Z+

h(k)P (Y = k)
∣∣∣

≤
∑

k∈Z+

|h(k)|
∣∣P (X = k)− P (Y = k)

∣∣

≤
∑

k∈Z+

∣∣P (X = k)− P (Y = k)
∣∣ .

• Dabei gilt insbesondere |Eh(X) − Eh(Y )| =
∑

k∈Z+

∣∣P (X = k) − P (Y = k)
∣∣, wenn

h(k) = 1 für jedes k ∈ B≥ und h(k) = −1 für jedes k ∈ Z+ \B≥.
• Hieraus und aus (69) ergibt sih die Behauptung. �Der Ausgangspunkt bei der Herleitung von Chen�Stein�Shranken zur Approximation der Vertei-lung PX von X : Ω → Z+ durh eine geeignet gewählte Poisson�Verteilung Poiλ ist das folgendeResultat.Theorem 3.19 Die Zufallsvariable X : Ω → Z+ mit Werten in Z+ ist genau dann Poiλ�verteiltfür ein λ ∈ (0,∞), wenn
λE g(X + 1)− E (X g(X)) = 0 für jede beshränkte Funktion g : Z+ → R. (70)
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• Sei X : Ω → Z+ eine Poiλ�verteilte Zufallsvariable.
• Für jede beshränkte Funktion g : Z+ → R gilt dann

E (λg(X + 1)) =
∑

j≥0

λ g(j + 1)
λj

j!
e−λund

E (Xg(X)) =
∑

j≥1

j g(j)
λj

j!
e−λ =

∑

j≥0

λ g(j + 1)
λj

j!
e−λ .

• Damit ist die Gültigkeit von (70) bewiesen.
• Es gelte nun (70) für jede beshränkte Funktion g : Z+ → R.
• Damit gilt (70) insbesondere auh für die Funktion gs : Z+ → R, wobei gs(n) = sn fürein beliebiges s ∈ [−1, 1], d.h., es gilt

0 = λE sX+1 − E (XsX) = λsf(s)− sf ′(s)für jedes s ∈ [−1, 1], wobei f(s) = ∑
k≥0 P (X = k) sk die monenterzeugende Funktionvon X und f ′(s) ihre Ableitung bezeihnet.

• Die Funktion f(s) ist also Lösung der Di�erenzialgleihung f ′(s) = λf(s) mit Randwert
f(1) = 1, d.h., f(s) = exp(λ(s − 1)).

• Dies gilt genau dann, wenn PX = Poiλ. �Beahte
• Die Chen�Stein�Methode zur Poisson�Approximation basiert auf der Idee, dass für jedenäherungsweise Poiλ�verteilte Zufallsvariable X : Ω → Z+ mit Werten in Z+ und fürjede beshränkte Funktion g : Z+ → R die Di�erenz λE g(X + 1)− E (X g(X)) in (70)einen Wert nahe bei Null haben sollte.
• Um diese Idee zu präzisieren, nutzen wir die Tatsahe, dass sih jede beshränkte Funk-tion f : Z+ → R in der Form λgλ,f (j + 1) − jgλ,f(j) für j ≥ 0 darstellen lässt, wobei
gλ,f (0) = 0 und

gλ,f (j + 1) =
j!

λj+1

j∑

k=0

Poiλ({k})eλ f(k) für j ≥ 0.
• Denn hieraus ergibt sih, dass

gλ,f (1) =
f(0)

λ
=

f(0)

λ
eλPoiλ({0}) bzw. f(0) = λg(1)− 0g(0)
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λgλ,f (j + 1)− j gλ,f(j)

= λ
j!

λj+1

j∑

k=0

Poiλ({k}) eλ f(k)− j
(j − 1)!

λj

j−1∑

k=0

Poiλ({k}) eλ f(k)

=
j!

λj
Poiλ({j}) eλ f(j)

= f(j) .

• Für B ⊂ Z+ betrahten wir insbesondere die Funktion fB : Z+ → R mit fB(j) =
1IB(j)− Poiλ(B), wobei Poiλ(B) =

∑
i∈B

(
e−λλi/i!

).
• Dann untersuhen wir die Lösung gλ,fB der so genannten Stein�Gleihung

λgλ,fB (j + 1)− jgλ,fB (i) = 1IB(j)− Poiλ(B) für jedes j ≥ 0,die gegeben ist durh gλ,fB (0) = 0 und
gλ,fB (j + 1) =

j! eλ

λj+1

(
Poiλ(B ∩ Uj)− Poiλ(B)Poiλ(Uj)

)

=
j! eλ

λj+1

(
Poiλ(B ∩ Uj)Poiλ(U

c
j )− Poiλ(B ∩ U c

j )Poiλ(Uj)
)
,wobei Uj = {0, 1, . . . , j}.

• Hieraus ergibt sih, dass
P (X ∈ B)− Poiλ(B) = E(λgλ,fB (X + 1)−Xgλ,fB (X)) . (71)

• Um die gleihmäÿige Kleinheit der linken Seite der Gleihung (71) in B ⊂ Z+ zu zei-gen, shätzen wir die rehte Seite von (71) gleihmäÿig in B ab. Dabei ist die folgendeUngleihung nützlih.Lemma 3.3
• Sei λ > 0 und B ⊂ Z+. Die Funktion g = gλ,B : Z+ → R sei gegeben durh g(0) = 0 und

λg(j + 1)− jg(j) = 1IB(j)− Poiλ(B) für jedes j ≥ 0. (72)
• Dann gilt

∆g ≤ 1− e−λ

λ
≤ 1 , wobei ∆g = supj∈Z+

|g(j + 1)− g(j)|. (73)Beweis
• Für jedes j ≥ 0 sei Uj = {0, 1, . . . , j}. Dann kann man leiht überprüfen, dass die Lösungder Rekursionsgleihung (72) gegeben ist durh

g(j + 1) =
j! eλ

λj+1

(
Poiλ(B ∩ Uj)− Poiλ(B)Poiλ(Uj)

)

=
j! eλ

λj+1

(
Poiλ(B ∩ Uj)Poiλ(U

c
j )− Poiλ(B ∩ U c

j )Poiλ(Uj)
)
.
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• Im Fall B = {j} prüft man nun leiht nah, dass die Folge g(1), . . . , g(j) negativ undabsteigend, während die Folge g(j + 1), g(j + 2), . . . positiv und absteigend ist.� Insbesondere nimmt im Fall j > 0 der Ausdruk g(i + 1)− g(i) nur für i = j einenpositiven Wert an und für diesen Wert gilt
g(j + 1)− g(j) = e−λλ−1




∞∑

r=j+1

λr

r!
+

j∑

r=1

λr

r!

r

j




≤ min{j−1, λ−1(1− e−λ)}, (74)� während für j = 0 die Di�erenzen g(i+ 1)− g(i) für alle i ≥ 0 negativ sind.� Wegen gλ,B =
∑

j∈B gλ,{j} gilt dann die Abshätzung
sup
i≥0

(
g(i+ 1)− g(i)

)
≤ λ−1(1− e−λ)sogar für beliebiges B ⊂ Z+.

• Die Relation gλ,B = −gλ,Bc zeigt nun, dass ∆g ≤ λ−1(1− e−λ). �Theorem 3.20
• Sei I eine beliebige Indexmenge, die nihtleer und abzählbar ist, und seien {Xi, i ∈ I}, {Vi, i ∈
I} beliebige Familien von Zufallsvariablen Xi, Vi : Ω → Z+ ist, so dass� P (Xi ∈ {0, 1}) = 1 für jedes i ∈ I� und ∑

i∈I pi < ∞, wobei pi = EXi = P (Xi = 1).� die Verteilung von Vi ist gerade die bedingte Verteilung von ∑
j∈I Xj−1 gegeben Xi = 1.

• Für X =
∑

i∈I Xi gilt dann
dTV (PX ,Poiλ) ≤

1− e−λ

λ

∑

i∈I

pi E
∣∣X − Vi

∣∣ , (75)wobei λ =
∑

i∈I pi.Beweis
• Für B ⊂ Z

+ sei g = gλ,B die in (72) gegebene Funktion. Dann ergibt sih aus (72), dass
P (X ∈ B)− Poiλ(B) = E(λg(X + 1)−Xg(X)) .

• Zusammen mit den Identitäten λ =
∑

i∈I pi und X =
∑

i∈I Xi erhalten wir hieraus dieBeziehung
P (X ∈ B)− Poiλ(B) =

∑

i∈I

pi Eg(X + 1)−
∑

i∈I

E
(
g(X)1I{Xi=1}

)

=
∑

i∈I

pi

(
Eg(X + 1)− E(g(X) | Xi = 1)

)
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• Für beliebige a, b ∈ Z+ mit a ≤ b gilt
|g(b)− g(a)| =

∣∣∣
b−1∑

i=a

g(i+ 1)− g(i)
∣∣∣

≤ (b− a)∆g

• Nah Lemma 3.3 gilt somit
|P (X ∈ B)− Poiλ(B)| =

∣∣∣
∑

i∈I

pi (Eg(X + 1)− E(g(X) | Xi = 1))
∣∣∣

=
∣∣∣
∑

i∈I

pi (Eg(X + 1)− E(g(Vi + 1)))
∣∣∣

≤ ∆g
∑

i∈I

pi E |X + 1− (Vi + 1))|

≤ λ−1(1− e−λ)
∑

i∈I

pi E |X − Vi| .

• Damit ist die Behauptung bewiesen. �De�nition
• Man sagt, dass die Menge Ii ⊂ I eine Korrelationsumgebung von i ∈ I ist, wenn dieZufallsvariablen Xi und {Xj , j ∈ I \ Ii} unabhängig sind.
• Auÿerdem betrahten wir die folgenden beiden Summen b1 und b2 von Momenten ersterbzw. zweiter Ordnung, wobei

b1 =
∑

i∈I

∑

j∈Ii

EXiEXj und b2 =
∑

i∈I

∑

j∈Ii\{i}
E (XiXj) . (76)Korollar 3.4 Für die Verteilung PX der Summe X =

∑
i∈I Xi gilt

dTV(PX ,Poiλ) ≤ λ−1(1 − e−λ)(b1 + b2) , wobei λ =
∑

i∈I pi. (77)Beweis
• Sei (V ′

i )i∈I eine Familie von unabhängigen Zufallsvariablen, die von (Xi)i∈I unabhängigist.
• Für jedes i ∈ I sei die Verteilung von V ′

i gleih der bedingten Verteilung von∑
j∈Ii\{i} Xjgegeben Xi = 1.

• Eine Anwendung von Theorem 3.20 mit Vi = V ′
i +

∑
j∈I\Ii Xj liefert zunähst

dTV(PX ,Poiλ) ≤ λ−1(1− e−λ)
∑

i∈I

pi E |X − Vi|

= λ−1(1− e−λ)
∑

i∈I

pi E
∣∣∣Xi − V ′

i +
∑

j∈Ii\{i}
Xj

∣∣∣

≤ λ−1(1− e−λ)
∑

i∈I

(
p2i +

∑

j∈Ii\{i}
pi E(Xj | Xi = 1) +

∑

j∈Ii\{i}
pipj

)
.



3 POISSONSCHE ECKPUNKTSYSTEME IN R
D 94

• Mit Hilfe der Identität
pi E(Xj | Xi = 1) = P(Xi = 1)E(Xj | Xi = 1) = E(XiXj)folgt nun die Behauptung. �3.5.6 Kritishe Wahstumsrate des Konnektivitätsradius

• Wir betrahten erneut die in Abshnitt 3.5.3 eingeführte Einshränkung Gk(r) = (Vk, Ek) des
r-Graphen G = G(X, r) auf das Quadrat Bk = [−

√
k/2,

√
k/2]2.

• So wie in Abshnitt 3.5.4 sei {rk} eine Folge von Konnektivitätsradien mit limk→∞ rk = ∞ist, wobei
rk =

√
π−1α log k für jedes k = 1, 2, . . .und α ∈ (0,∞) eine gewisse Wahstumsrate ist.

• Wir zeigen nun, in welhem Sinne durh α = 1 eine kritishe Wahstumsrate gegeben ist.Theorem 3.21
• Sei β > 0 und für jedes k ≥ 1 sei der Konnektivitätsradius rk > 0 gegeben durh πr2k =
log k + β.

• Für k → ∞ konvergiert dann die Anzahl der isolierten Knoten in Gk(rk) in Verteilung gegeneine Poisson�Verteilung Poiλ mit Parameter λ = e−β.Beweis
• Zur Vereinfahung nehmen wir im folgenden an, dass Bk der Torus sei, der durh Identi�-kation der Ränder des Quadrates [−√

k/2,
√
k/2] entsteht. Dadurh werden Rande�ekteeliminiert.� Zunähst führen wir die folgende Diskretisierung ein, wobei wir Bk in m2 Quadrate

Bk,1, . . . , Bk,m2 der Seitenlänge √
k/m und mit Zentren si ∈ R

2, i ∈ {1, . . . ,m2}zerlegen.� Sei Ak,m
i das Ereignis, dass Bk,i genau einen Punkt des Poisson-Prozesses {Sn}enthält.� Für jedes feste k ≥ 1 und jede Folge i1, i2, . . . mit im ≤ m2 gilt dann

lim
m→∞

P (Ak,m
im

)

k/m2
= 1 .� Beahte auÿerdem, dass für feste k,m ≥ 1 die Ereignisse Ak,m

1 , . . . , Ak,m
m2 unabhängigsind.

• Sei Di eine Kreissheibe mit Radius 2rk und Mittelpunkt si.
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i bezeihnen wir das Ereignis, dass für jedes Quadrat Bk,j , das einen niht-leeren Shnitt mit Di \Bk,i hat, gilt, dass Bk,j keinen Punkt des Poisson�Prozesses
{Sn} enthält.� Für jedes feste k ≥ 1 und jede Folge i1, i2, . . . mit im ≤ m2 gilt dann

lim
m→∞

P (Ck,m
im

)

e−πr2
k

= 1 .� Beahte, dass die Ereignisse Ck,m
i und Ck,m

j unabhängig sind, wenn |si − sj | ≥ 3rk.
• Für jedes i ∈ {1, . . . ,m2} de�nieren wir nun die Zufallsvariablen

Xk,m
i = 1IAk,m

i ∩Ck,m
i

, Wm
k =

m2∑

i=1

Xk,m
i und Wk = lim

m→∞
Wm

k .� Beahte, dass Wk die (zufällige) Anzahl der isolierten Knoten in Bk ist.� Auÿerdem de�nieren wir für jedes i ∈ I = {1, . . . ,m2} die Korrelationsumgebung
Ii = {j ∈ I : |si − sj | ≤ 3rk} .� Beahte, dass dann Xk,m

i unabhängig von Xk,m
j ist für jedes j ∈ I \ Ii.

• Mit der abkürzenden Shreibweise Xi = Xk,m
i de�nieren wir sodann

b1 =

m2∑

i=1

∑

j∈Ii

EXiEXj und b2 =

m2∑

i=1

∑

j∈Ii\{i}
E(XiXj) .

• Nah Korollar 3.4 gilt also
dTV (PWm

n
,Poiλ) ≤ 2(b1 + b2) .� Hierbei ist λ = EWm

k und für alle k ≥ 1 gilt, dass
lim

m→∞
EWm

k = ke−πr2k

= elog k−πr2k

= e−β .� Für jedes k ≥ 1 gilt auÿerdem, dass
lim

m→∞
EXi

k/m2e−πr2
k

,und somit
lim

m→∞
b1 = lim

m→∞

m2∑

i=1

(
k/m2e−πr2kπ(3rk)

2m2/k
)2

= e−2βπ(3rk)
2/k.
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• Eine ähnlihe Argumentation kann zur Abshätzung von b2 verwendet werden.� Beahte zunähst, dass
E(XiXj) = 0 ,falls sj im Kreis mit Radius rk und Mittelpunkt si enthalten ist, da in diesem Falldie Ereignisse Ak,m

i und Ck,m
j niht gleihzeitig eintreten können.� Sei nun

δ(rk, x) = ν2(B(−(x/2, 0), rk) ∪B((x/2, 0), rk))der Fläheninhalt der Vereinigungsmenge der KreiseB(−(x/2, 0), rk) bzw.B((x/2, 0), rk)mit dem Radius rk und den Mittelpunkten −(x/2, 0) bzw. (x/2, 0), die den Abstand
x ≥ 0 voneinander haben.� Da Ck,m

i ∩ Ck,m
j das Leereignis eines Poissonprozesses in einem Gebiet beshreibt,dessen Flähe für m → ∞ und rn < |si − sj | gegen δ(rk, |si − sj |) konvergiert,erhalten wir, dass

lim
m→∞

E(XiXj)(
k

m2

)2

exp(−δ(rk, |si − sj |))
= 1 .

• Für i ∈ {1, . . . ,m2} de�nieren wir nun die Ringumgebung Ai durh
Ai = {j : rk ≤ |si − sj | ≤ 3rk} .

• Hiermit erhalten wir somit für jedes k ≥ 1, dass
lim

m→∞
b2 = lim

m→∞

m2∑

i=1

∑

j∈Ai\{i}

(
k

m2

)2

exp(−δ(rk, |si − sj |))

= lim
m→∞

m2
∑

j∈Ai\{i}

(
k

m2

)2

exp(−δ(rk, |si − sj |))

= k

∫

rk≤|x|≤3rk

exp(−δ(rk, |x|))dx

≤ kπ(3rk)
2exp

(
−3

2
πr2k

)
,wobei dieser Ausdruk gegen 0 geht für k → ∞.

• Insgesamt ergibt sih also, das
lim
k→∞

lim
m→∞

dTV (PWm
k
,Poiλ) = 0und, da Wm

k für m → ∞ f.s. gegen Wk konvergiert, folgt die Behauptung. �
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D 97Shlieÿlih verallgemeinern wir noh das in Theorem 3.21 betrahtete Modell für das Anwahsendes Konnektivitätsradius rk und setzen

rk =
√
π−1(log k + βk) für jedes k = 1, 2, . . ., (78)wobei der additive Term βk ≥ 0 nun von k abhängen kann.Zunähst erwähnen wir das folgende Resultat, das sih mit den gleihen Argumenten wie im Beweisvon Theorem 3.21 herleiten lässt.Korollar 3.5

• Für jedes k ≥ 1 sei rk durh (78) gegeben und Ak bezeihne das Ereignis, dass der Graph
Gk(rk) keine isolierten Punkte besitzt.

• Es gilt limk→∞ P (Ak) = 1 genau dann, wenn limk→∞ βk = ∞.Auÿerdem benötigen wir zwei Hilfsergebnisse, die im Zusammenhang mit dem so genanntenMinimum�Spanning�Tree (MST) stehen, der durh die Einshränkung
Vk = {Sn : Sn ∈ [−

√
k/2,

√
k/2]2}des Poisson�Prozesses {Sn} auf das Quadrat Bk = [−

√
k/2,

√
k/2]2 induziert wird.

• Dabei ist MST(Vk) derjenige zusammenhängende Graph mit dem Ekpunktsystem Vk, dessenGesamtkantenlänge minimal ist.
• Auÿerdem betrahten wir den Nähster�Nahbar�Graph NNG(Vk), bei dem jeder Ekpunkt
v ∈ Vk mit seinem nähsten Nahbarn in Vk (im Sinne der euklidishen Metrik) verbundenist.Lemma 3.4 Seien Mk und Nk die Längen der längsten Kanten in MST(Vk) bzw. NNG(Vk). Danngilt

lim
k→∞

P (Mk = Nk) = 1 . (79)Der Beweis von Lemma 3.5 ist tie�iegend und geht über den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. Erkann in dem Zeitshriftenartikel von M. Penrose: The longest edge of the random minimal spanningtree. Annals of Applied Probability 7 (1997), 340�361, nahgelesen werden.Darüber hinaus ist die folgende elementare Eigenshaft von r-Graphen nützlih.Lemma 3.5
• Wenn rk > Mk, dann ist Gk(rk) zusammenhängend.
• Wenn rk < Mk, dann ist Gk(rk) niht zusammenhängend.
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• Die Entfernung |v− v′| zwishen zwei beliebigen Ekpunkten v, v′ ∈ Vk, die in MST(Vk)miteinander verbunden sind, ist niht gröÿer als Mk.
• Aus rk > Mk ergibt sih also, dass MST(Vk) ⊂ Gk(rk) und somit dass Gk(rk) zusäm-menhängend ist.
• Sei nun umgekehrt rk < Mk und seien V ′

k, V ′′
k ⊂ Vk die beiden (niht miteinanderverbundenen) Teilmengen von Ekpunkten in Vk, die entstehen, wenn die längste Kantein MST(Vk) (mit der Länge Mk) entfernt wird.

• Dabei gilt |v′ − v′′| ≥ Mk > rk für beliebige v′ ∈ V ′
k und v′′ ∈ V ′′

k .
• Hieraus ergibt sih, dass Gk(rk) kein Kante (v′, v′′) mit v′ ∈ V ′

k und v′′ ∈ V ′′
k enthält.

• D.h., Gk(rk) ist niht zusammenhängend.Insgesamt können wir nun das folgende Resultat formulieren.Theorem 3.22
• Sei rk =

√
π−1(log k + βk) für jedes k = 1, 2, . . ..

• Der Graph Gk(rk) ist genau dann a.a.s. zusammenhängend, wenn limk→∞ βk = ∞.Beweis
• Wenn limk→∞ βk = ∞ gilt, dann ergibt sih aus Korollar 3.5, dass limk→∞ P (Ak) = 1,wobei Ak das Ereignis bezeihnet, dass der Graph Gk(rk) keine isolierten Punkte besitzt.
• Hieraus ergibt sih mit Hilfe von Lemma 3.5, dass

1 = lim
k→∞

P (Nk < rk)
(79)
= lim

k→∞
P (Mk < rk) .

• Wegen Lemma 3.5 bedeutet dies, dass Gk(rk) a.a.s. zusammenhängend ist.
• Sei nun Gk(rk) a.a.s. zusammenhängend. Dann gilt insbesondere limk→∞ P (Ak) = 1.
• Wegen Korollar 3.5 ergibt sih hieraus, dass limk→∞ βk = ∞. �4 Zufällige MosaikeIn diesem Kapitel betrahten wir weitere Klassen von zufälligen geometrishen Graphen in dereuklidishen Ebene, die durh Poissonshe Punktprozesse generiert werden.

• Dabei führen wir zunähst in Abshnitt 4.1 die Begri�e �Delaunay�Mosaik� und �Voronoi�Mosaik� ein, die spezielle Beispiele für zusammenhängende geometrishe Graphen sind.
• Anshlieÿend zeigen wir in Abshnitt ??, wie man Poison�Delaunay�Mosaike und Poisson�Voronoi�Mosaike als stationäre Punktprozesse darstellen kann und diskutieren deren Eigen-shaften.
• In Abshnitt ?? untersuhen wir dann Bernoulli-Bondperkolationen dieser Graphen.



4 ZUFÄLLIGE MOSAIKE 994.1 Delaunay�Mosaike und Voronoi�MosaikeDe�nitionen Sei ϕ = {sn} ⊂ R
2 eine lokal endlihe Teilmenge der euklidishen Ebene R

2.
• Das Delaunay�Mosaik auf ϕ ist ein geometrisher Graph (bezeihnet mit Del(ϕ)) mitder Ekpunktmenge ϕ und der Eigenshaft, dass� x, y ∈ ϕ genau dann durh eine Kante verbunden sind, falls es eine abgeshlosseneKreissheibe B = {z′ ∈ R

2 : |z′ − z| ≤ r} gibt (für gewisse z ∈ R
2 und r > 0 alsMittelpunkt bzw. Radius), so dass

x, y ∈ ∂B und int (B) ∩ ϕ = ∅ ,� wobei ∂B = {z′ ∈ R
2 : |z′− z| = r} und int (B) = {z′ ∈ R

2 : |z′− z| < r} den Randbzw. das Innere von B bezeihnen.
• Ist X = {Sn} ein homogener Poissonprozess in R

2, so wird der zufällige geometrisheGraph Del(X) ein Poisson�Delaunay�Mosaik (PDM) genannt.
• Das Voronoi�Mosaik auf ϕ = {sn} ist ein geometrisher Graph (bezeihnet mit Vor(ϕ)),für den die Vereinungsmenge E∪ seiner Kanten gegeben ist durh

E∪ = {z ∈ R
2 : |z − si| = |z − sj | = inf

s∈ϕ
|z − s| für ein Paar si, sj ∈ ϕ mit si 6= sj} .

• Ist X = {Sn} ein homogener Poissonprozess in R
2, so wird der zufällige geometrisheGraph Vor(X) ein Poisson�Voronoi�Mosaik (PVM) genannt.Shlieÿlih benötigen wir noh den Begri� der Zellen von geometrishen Graphen in R

2.De�nition
• Sei G = (V,E) ein geometrisher Graph in R

2 mit der (lokal endlihen) Ekpunktmenge
V ⊂ R

2 und der Kantenmenge E ⊂ V × V .
• Man sagt, dass die o�ene und zusammenhängende Menge B ⊂ R

2 eine Zelle von G ist,wenn
∂B =

⋃

e∈E′

e und B ∩ E∪ = ∅ ,� wobei ∂B = cl (B) \B der Rand bzw. cl (B) die Abshlieÿung von B sind� und E′ ⊂ E eine gewisse (nihtleere) Teilmenge von Kanten des Graphen G = (V,E)bzw. E∪ =
⋃

e∈E e die Vereinigungsmenge aller Kanten bezeihnen.Theorem 4.1 Sei X ein homogener Poissonprozess in R
2 mit Intensität λ ∈ (0,∞).

• Jede beshränkte Borel�Menge B ⊂ R
2 wird mit Wahrsheinlihkeit 1 jeweils nur von endlihvielen Kanten bzw. Zellen der Graphen Del(X) bzw. Vor(X) geshnitten.

• Die Zellen von Del(X) und Vor(X) sind mit Wahrsheinlihkeit 1 beshränkte konvexe Poly-gone.
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• Zunähst zeigen wir, dass für jedes n ≥ 1 das Quadrat Qn = [−n/2, n/2]2 mit Wahr-sheinlihkeit 1 nur von endlih vielen Kanten des Delaunay�Graphen Del(X) geshnittenwird.
• Hierfür genügt es zu zeigen, dass es mit Wahrsheinlihkeit 1 ein k ≥ 1 gibt, so dass füralle n ≥ k die Endpunkte aller Kanten, die Qn shneiden, in Q2n enthalten sind.� Man kann sih leiht überlegen (Übung!), dass es eine Konstante c > 0 und fürjedes n ≥ 1 eine natürlihe Zahl m = m(n) ≤ cn2 sowie Kreissheiben B1, . . . , Bmmit Radius √

n gibt, so dass alle Kreissheiben B, die Qn shneiden und derenDurhmesser niht kleiner als n/2 ist, einen der Kreise B1, . . . , Bm enthalten.� Wuir nehmen nun an, dass Del(X) eine Kante besitzt, die Qn shneidet, jedoh nihtin Q2n enthalten ist.� Dann ist der Abstand zwishen den Ekpunkten dieser Kante niht kleiner als n/2.� Folglih gibt es ein i ∈ {1, . . . ,m} mit X ∩Bi = ∅.� Insbesondere ist also die Wahrsheinlihkeit, dass Del(X) eine Kante besitzt, die Qnshneidet, jedoh niht in Q2n enthalten ist, beshränkt durh∑m(n)
i=1 P (X∩Bi = ∅),wobei

m(n)∑

i=1

P (X ∩Bi = ∅) ≤ cn2 exp(−λπn) .� Weil ∞∑

n=1

cn2

exp(λπn)
< ∞ ,ergibt sih aus dem Lemma von Borel�Cantelli, dass es es mit Wahrsheinlihkeit 1ein k ≥ 1 gibt, so dass für alle n ≥ k die Endpunkte aller Kanten, die Qn shneiden,in Q2n enthalten sind.

• Hieraus folgt unmittelbar, dass Qn mit Wahrsheinlihkeit 1 für jedes hinreihend groÿe
n nur von endlih vielen Zellen von Del(X) geshnitten wird.

• Sei nun (Si1 , Si2) eine beliebige Kante in Del(X) die Qn shneidet.� Dann überlegt man sih leiht (Übung!), dass jede der beiden Halbebenen, die von
(Si1 , Si2) erzeugt werden, genau einen weiteren Punkt Sj enthält, so dass alle Kantenim Dreiek (Si1 , Si2 , Sj) Kanten von Del(X) sind.� Zusammen mit obigem Ergebnis liefert dies die Behauptung für Del(X).

• Ähnlih wie im ersten Teil des Beweises kann man zeigen, dass für jedes n ≥ 1 dasQuadrat Qn = [−n/2, n/2]2 mit Wahrsheinlihkeit 1 nur von endlih vielen Kanten desVoronoi�Graphen Vor(X) geshnitten wird.
• Hierfür zeigt man zunähst mit Hilfe des Lemmas von Borel�Cantelli, dass mit Wahr-sheinlihkeit 1 für jedes hinreihend groÿe n das Zentrum Si jeder Voronoi�Zelle, die
Qn shneidet, in Q2n enthalten ist.

• Wir zeigen nun, dass die Zellen von Vor(X) beshränkt und konvex sind.� Man kann sih leiht überlegen, dass mit Wahrsheinlihkeit 1 jede Zelle Vor(X)einen rationalen Punkt enthält.



4 ZUFÄLLIGE MOSAIKE 101� Aufgrund der Stationarität von X bzw. Vor(X) genügt es also, die Behauptung fürdie so genannte Nullpunkt�Zelle (die den Nullpunkt enthält) zu zeigen.� Für jedes n > 0 zerlegen wir das Quadrat Q5n in kongruente Quadrate K1, . . . ,K25mit der Seitenlänge n und bezeihnen mit An das Ereignis, dass X(Ki) ≥ 1 für jedes
i = 1, . . . , 25 gilt.� man kann sih leiht überlegen (Übung!), dass das Ereignis An impliziert, dass dieVoronoi�Zelle, die o enthält, in Q5n enthalten ist.� Auÿerdem gilt ∑

n≥1

P(Ac
n) < ∞ ,so dass sih die f.s. Beshränktheit der Nullpunkt�Zelle aus dem Lemma von Borel�Cantelli ergibt.� Die Konvexität der Nullpunkt�Zelle ergibt sih nun aus der Tatsahe, dass dieNullpunkt�Zelle von Vor(X) als Shnitt von (endlih vielen) Halbebenen dargestelltwerden kann. �Korollar 4.1 Sei X ein homogener Poissonprozess im R

2 mit Intensität λ ∈ (0,∞). Dann sind
Del(X) und Vor(X) mit Wahrsheinlihkeit 1 zusammenhängend.Beweis

• In Theorem 4.1 hatten wir gezeigt, dass Del(X) und Vor(X) lokal endlihe Zerlegungender euklidishen Ebene R
2 in beshränkte und konvexe Polygone generieren.

• Seien v1 und v2 zwei beliebige Ekpunkte einer Realisierung von Del(X) bzw. Vor(X).� Dann liegen diese Ekpunkte auf dem Rändern der in Theorem 4.1 betrahtetenPolygone.� Wegen der lokalen Endlihkeit dieser Polygone gibt einen Pfad von v1 nah v2 entlangdieser Polygon-Ränder, der aus endlih vielen Segmenten besteht.
• Hieraus ergibt sih die Behauptung. �


