KAPITEL 12

Analytische Methoden

Es seien unabhéingige Zufallsvariablen Xi, ..., X, gegeben. Die Verteilungen dieser Zufalls-
variablen seien bekannt. Wie bestimmt man dann die Verteilung der Summe X; 4 ...+ X,7
Man kann die Faltungsformel benutzen, jedoch ist diese ziemlich kompliziert, besonders dann,
wenn n grof ist. In diesem Kapitel werden wir Methoden einfiihren, die dieses Problem auf
eine viel elegantere Weise 16sen, als die Faltungsformel.

12.1. Erzeugende Funktion

DEFINITION 12.1.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny = {0, 1,2, ...}. Wir schrei-
ben p, = P[X = n| fiir n € Ny. Dann heifit

gx(z) LE[X] =3 paen
n=0

die erzeugende Funktion von X.

SATZ 12.1.2. Die obige Reihe konvergiert absolut fir z € [—1,1] und es gilt |gx(z)| < 1 fir
alle z € [—1,1]. Auflerdem gilt gx(1) = 1.

BEMERKUNG 12.1.3. Die erzeugende Funktion ist also wohldefiniert im Intervall [—1,1]. Es
ist bekannt, dass die Summe einer Taylor—Reihe eine unendlich oft differenzierbare Funktion
im Konvergenzbereich der Reihe ist. Somit ist gx(z) unendlich oft differenzierbar. Eigent-
lich kann man gx(z) sogar fiir komplexe Werte von z betrachten, dann ist gx sogar eine
analytische Funktion im Einheitskreis |z| < 1.

BEWEIS VON SATZ 12.1.2. Sei z € [—1, 1]. Um die absolute Konvergenz zu zeigen, betrach-

ten wir die Reihe
Z |pnzn| < an =1.
n=0 n=0

Somit ist die Reihe absolut konvergent. Es gilt

lgx ()| =D 2| <D Ipaz"| <D pa = 1.
n=0 n=0 n=0
AuBlerdem gilt gx(1) =>>7 jp, = 1. O

SATZ 12.1.4. Fiir jedes n € Ny gilt




BEMERKUNG 12.1.5. Aus diesem Satz folgt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable eindeu-
tig durch die erzeugende Funktion definiert ist. D. h.: sind X und Y zwei Zufallsvariablen
mit gx(z) = gy(z) fir alle z € [—1,1], so sind die Verteilungen von X und Y gleich, d.h.
es gilt P[X = n] = P[Y = n] fiir alle n € Ny. Insbesondere sind alle Charakteristika einer
Zufallsvariable, wie beispielsweise der Erwartungswert oder die Varianz, in der erzeugenden
Funktion versteckt.

BEWEIS VON SATZ 12.1.4. Wir konnen eine konvergente Taylor-Reihe termweise n-mal
ableiten:

() = (Zpkzk> =3 (.
k=0 k=0

Dabei ist
0, k <mn,
(5™ = { ), k=n,
k(k—1)...(k—n+1)2"" k>n.
Indem wir nun z = 0 einsetzen, erhalten wir gg?)(O) =nlp,. O

Warum betrachten wir iberhaupt erzeugende Funktionen? Weil sie uns erlauben, die Faltung
in ein Produkt umzuwandeln. Das wird im néchsten Satz gezeigt.

SATZ 12.1.6. Seien X, Y wunabhdingige Zufallsvariablen mit Werten in Ny. Dann gilt:
gx+v(2) = gx(2) - gv(2), ze€[-L1].
ERSTER BEWEIS. Mit der Definition der erzeugenden Funktion erhalten wir
gx+v(z) =E [2X+Y] =[E [ZX : ZY} =E [ZX] -E [ZY] = gx(2) - gv(2),

wobei wir benutzt haben, dass X und Y (und somit auch z* und 2¥) unabhingig sind. O

ZWEITER BEWEIS. Wir wéhlen die folgende Notation:
pn =P[X =n] und ¢, = P}Y =n].

Mit der Faltungsformel erhalten wir dann
rp o =PX +Y =n]=> prgu_s.
k=0

Nun multiplizieren wir die erzeugenden Funktionen:

QX(Z)QY(Z) = (Zpkzk) <Z CIZZZ> = Z ( kan—k) 2" = Zrnz” = 9X+Y(Z).

k= n=0

BEISPIEL 12.1.7. Sei X ~ Poi()). Dann gilt: gx(z) = =Y.
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BEWEIS. X ~ Poi(\) heifit, dass p, = P[X = n] = e *2} fiir n € Ny. Somit gilt
A" e (A" .
gx(2) = Ze ’\Hz" =e ’\Z ( n!) = e M = A,
n=0 n=0

BEISPIEL 12.1.8. Seien X; ~ Poi(A;) und X5 ~ Poi(A2) unabhéngige Zufallsvariablen. Dann
gilt:

X1 + X2 ~ POI(}\l + )\2)

BEWwWEIS. Wir berechnen die Verteilung von X; 4+ X5 nicht direkt mit der Faltungsformel,
sondern benutzen die erzeugende Funktion. Die erzeugende Funktion von X; + X ist
9x1+%,(2) = gx,(2) - 9x,(2), da Xi, X unabhéingig
= MED LGl 4y X~ Poi(\;)
— 6()\1-"-)\2)(2’—1)'

Auf der rechten Seite erkennen wir die erzeugende Funktion einer Poi(A; + A2)-Verteilung.
Die erzeugende Funktion von X; + X, stimmt also mit der erzeugenden Funktion einer
Poi(A; + A2)-Verteilung iiberein. Da nun die erzeugende Funktion einer Zufallsvariable ihre
Verteilung eindeutig bestimmt, muss gelten: X7 + Xy ~ Poi(A; + Ap). O

Wie zuvor schon erwihnt, steckt die gesamte Verteilung von X, insbesondere der Erwartungs-
wert und die Varianz, in der erzeugenden Funktion. Nun zeigen wir, wo der Erwartungswert
und die Varianz versteckt sind.

DEFINITION 12.1.9. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heiflen die Zahlen
E[X],E[X?],...,E[X"],...
Momente von X.
SATZ 12.1.10. Fiir jedes n € Ny gilt
EX(X —1)...(X —n+1)]=¢P1).

BEMERKUNG 12.1.11. Dies ist an sich kein Moment, aber X" steckt in diesem Erwartungs-
wert drin und wir konnen damit letztendlich E[X"] rechnerisch isolieren.

BEISPIEL 12.1.12. Zwei Spezialfille dieser Formel sind:
EX =g\ (1), n=1,
EX(X —1)] =g%(1), n=2.
Damit ldsst sich nun die Varianz berechnen:
Var X = E[X?] — (EX)?
=E[X(X - 1)]+EX — (EX)?
— g4 (1) + gh (1) — (g (1))2.

BEMERKUNG 12.1.13. Die erzeugende Funktion ist im Allgemeinen nur fiir |z| < 1 definiert.
Daher miissen wir uns die Ableitung der erzeugenden Funktion an den Stellen £1 als eine
einseitige Ableitung vorstellen.



BEWEIS VON SATZ 12.1.10. Wir leiten die Taylor-Reihe gx(z) n-mal termweise ab:
gg?)(z) = Zpk(zk)(") = Zpk k(k=1)...(k—n+1)2""
k=0 k=n
Nun setzen wir z = 1 ein:
1) =S pe k(b= 1) (k—n+1) = BX(X —1)... (X —n+1
g (1) = pe-k(k—=1)... (k—n+1) = E[X( ). (X =n+1)].
k=0

Im letzten Schritt wurde die Transformationsformel fiir den Erwartungswert verwendet. [J

BEISPIEL 12.1.14. Sei X ~ Poi(\). Wir haben bereits gezeigt, dass gx(z) = =Y. Es gilt
also fiir jedes n € N

EX(X —1)- .- (X —n+1)] =g (1) = ()| _ = Aereh] =,

z=1

Damit kann man den Erwartungswert und die Varianz von X berechnen:
EX =g\ (1) = A,

Var X = g% (1) + g5 (1) — (g5 (1))2 = X2+ X = A% =\,

12.2. Summen mit einer zufilligen Anzahl von Summanden

BEISPIEL 12.2.1. Einer Versicherung werden N Schéden gemeldet. Dabei sei N eine Zufalls-
variable mit Werten in Ny = {0, 1,2, ...}. Die einzelnen Schadenhshen seien ebenfalls zufillig
und mit X, X, ... bezeichnet. Der Gesamtschaden beléduft sich also auf

S=X;+...+Xu.

Dabei besteht die Summe S aus einer zufilligen Anzahl (ndmlich N) an Summanden. Die
Summanden sind ebenfalls zuféllig. Wie bestimmt man die Verteilung von S7

SATZ 12.2.2. Die folgenden Bedingungen seien erfillt:

(1) N, Xy, X, ... sind unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in Ny.
(2) X1, Xs,... sind identisch verteilt.

Dann lisst sich die erzeugende Funktion der Summe S = X7+ ...+ X wie folgt berechnen:
9s(2) = gn(9x,(2)), 2z € [-1,1].

BEMERKUNG 12.2.3. Ist N = n konstant (und nicht zuféllig), so erhalten wir die Formel
gs(2) = (gx,(2))"™. Diese Formel folgt direkt aus Satz 12.1.6, denn

95(2) = gx,4..4x,(2) = 9x,(2) ... - 9x,,(2) = (9x,(2))".
4



BeEwEIs. Wir benutzen die Notation p, = P[N = n| fiir n € Ny. Nun verwenden wir die
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

gs(z) = Z]P)[S =k]- 2"

:i<iP[X1+...+XN:k|N:n]-pn) 4

k=0 \n=0

i(iP[X1+...+Xn:k|N:n].pn) e

k=0 \n=0

Da nun das Ereignis {N = n} vom Ereignis {X; + ... + X,, = k} unabhéngig ist, erhalten
wir

gs(z):i(iP[Xl—i-...—f-Xn:k‘]-pn) -2k

k=0 \n=0
:ipn. (izk-P[X1+...+Xn:k]>
n=0 k=0
= an CgXy et X (2)-
n=0
Nun sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt, somit erhalten
wir

95(2) = D pal9x.(2))" = gw(9x,(2)).

O

KOROLLAR 12.2.4 (Wald-Identitét). Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 12.2.2
gilt
E[X: +...+ Xy] = E[N]-E[Xy].

BewErs. Ubung. O

BEMERKUNG 12.2.5. Im Beispiel mit der Versicherung kann man den erwarteten Gesamt-
schaden berechnen, indem man die erwartete Anzahl an gemeldeten Schiéden mit der zu
erwarteten jeweiligen Schadenshche multipliziert.

12.3. Verzweigungsprozesse

Einen Verzweigungsprozess (auch Galton—Watson Prozess genannt) kann man sich als ein
Modell fiir eine Kettenreaktion vorstelllen. Hier folgt die Beschreibung dieses Modells. In Ge-
neration 0 gibt es 1 Teilchen. Dieses Teilchen erzeugt eine zuféllige Anzahl T6chterteilchen,
die zu Generation 1 gehoren. Jedes Teilchen in Generation 1 erzeugt eine zufillige Anzahl
Tochterteilchen, die zu Generation 2 gehoren, usw. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich alle

5



Teilchen unabhingig voneinander verhalten. (Die Anzahl der Tochterteilchen, die ein Teil-
chen produziert, ist also unabhéngig davon, wieviele T6chterteilchen die anderen Teilchen
produzieren). Wir bezeichnen mit p; die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen k& Téchter
erzeugt. Wir nehmen an, dass sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht von Teilchen zu Teilchen
andern.

Nun geben wir eine prézisere Beschreibung des Modells. Es sei eine Zahlenfolge pg, p1, . ..
gegeben, so dass

(1) Po, D1, - - - 20

Es seien X, ,, i € N, n € Ny, unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit P[X;,, =
k] = pg. Dabei soll X;, die Anzahl der Tochterteilchen des Teilchens i in Generation n
bezeichnen. Definiere nun Zufallsvariablen Zy, Z1, ... induktiv durch Z; = 1 und

Zn
(12.3.1) Znp1 =Y Xin.
i=0
Somit ist Z,, die Anzahl der Teilchen in Generation n. Wie bestimmt man nun die Verteilung
von Z,?
SATZ 12.3.1. Sei g(t) = 12 prz*. Dann gilt fir die erzeugende Funktion von Z,:
92.(t) = g(g(...g(t)...))  (n-mal)

BEWEIS. Fiir n = 0 gilt gz, (t) = ¢, denn Z; = 1. Die erzeugende Funktion von X;,, ist g.
Wendet man nun Satz 12.2.2 auf die Formel (12.3.1) an, so erhélt man

9z, (t) = 92, (g(1)).

Wendet man das induktiv an, so erhélt man die Aussage des Satzes. 0

Wir kénnen den Erwartungswert von Z,, bestimmen.
SATZ 12.3.2. Sei p:=E[X,0] = > 7, prk. Dann gilt
E[Z,] = p".

BEMERKUNG 12.3.3. Diese Formel ist nicht iiberraschend. Jedes Teilchen erzeugt im Durch-

schnitt p Tochterteilchen fiir die néchste Generation. Jede Generation ist also im Durch-
n

schnitt p-Mal so gro8 wie die vorherige. Daher gilt E[Z,] = p™.

BEWEIS. Fiir n = 0 ergibt sich nach Definition E[Zy] = 1 = u°. Wendet man die Wald-
Identitdt auf die Formel (12.3.1) an, so erhélt man

E[Zn1] = E[Z,] - E[Xy,,] = E[Z,] - p.

Wendet man das induktiv an, so erhélt man die Aussage des Satzes. 0

DEFINITION 12.3.4. Die Aussterbewahrscheinlichkeit q ist definiert durch
¢g=PEneN:Z,=0]
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Wie lisst sich diese Aussterbewahrscheinlichkeit berechnen? Zunéchst einmal gibt es einen
trivialen Fall: Ist pg = 0, so erzeugt jedes Teilchen mindestens ein To6chterteilchen und der
Verzweigungsprozess kann nicht aussterben. Somit gilt in diesem Fall ¢ = 0. Im né&chsten
Satz betrachten wir den Fall p, > 0.

SATZ 12.3.5. Sei pg > 0. Dann gilt:

(1) Ist p < 1 (der subkritische Fall), so gilt ¢ = 1.

(2) Ist p =1 (der kritische Fall), so gilt ¢ = 1.

(3) Ist u > 1 (der superkritische Fall), so ist q die einzige Losung der Gleichung g(q) = q
mit q < 1. Es gilt also 0 < q < 1.

BEMERKUNG 12.3.6. Im subkritischen Fall 1 < 1 ist jede Generation im Durchschnitt klei-
ner als die vorherige. Deshalb ist es nicht iiberraschend, dass der Verzweigungsprozess mit
Wahrscheinlichkeit 1 aussirbt.

BEMERKUNG 12.3.7. Im kritischen Fall y = 1 ist jede Generation im Durchschnitt genauso
grof}, wie die vorherige. Es gilt also E[Z,,] = 1 fiir jedes n € Ny. Dennoch stirbt der Prozess
mit Wahrscheinlichkeit 1 aus. Das kann man sich intuitiv so vorstellen: eine Generation, die
im Durchschnitt aus einem Teilchen besteht hat eine gewisse positive Wahrscheinlichkeit, kein
einziges Tdchterteilchen zu produzieren. Da diese Wahrscheinlichkeit nun zu jedem Zeitpunkt
besteht, wird irgendwann tatsichlich kein einziges Tochterteilchen erzeugt und der Prozess
stirbt aus. Im kritischen Fall gilt lim,, o Z, = 0 f.s. (weil Z, mit Wahrscheinlichkeit 1 ab
irgendwann gleich 0 ist). Dabei ist E[Z,] = 1 fiir jedes n € Ny. Hier sehen wir, dass nicht
immer E[lim,, o, Z,] = lim, . E[Z,] gelten muss.

BEMERKUNG 12.3.8. Im superkritischen Fall © > 1 ist jede Generation im Durchschnitt
grofler, als die vorherige. Die Aussterbewahrscheinlichkeit ist kleiner als 1. Es sei aber be-
merkt, dass auch ein superkritischer Verzweigungsprozess mit positiver Wahrscheinlichkeit
aussterben kann. Das geschieht zum Beispiel dann, wenn das allererste Teilchen keine Nach-
kommen produziert. Das passiert mit Wahrscheinlichkeit py, also ist ¢ > pyg.

BEWEIS VON SATz 12.3.5. Ist die n-te Generation ausgestorben, so sind auch alle nachfol-
genden Generationen leer. Deshalb gelten folgende Inklusionen von Ereignissen:

{Z1 =0}y Cc{Z, =0} Cc{Z;=0} C....
Es sei g, die Wahrscheinlichkeit, dass die n-te Generation leer ist:
4o =P[Z, = 0] = 92,(0) =g (g(.-.9(0))...)  (n-mal).

Dabei ist g(z) = >, pk2” die erzeugende Funktion der Anzahl der Nachkommen eines
Teilchens. Mit dem Satz iiber die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit gilt

q=PlUy{Z, =0}] = lim P[Z, =0] = lim g (g(...g(0))...) (n-mal).

n—oo n—oo

Der Rest des Beweises ergibt sich aus dem Bild. (l



12.4. Momenterzeugende Funktion (Laplace-Transformierte)

Die erzeugende Funktion hat einen Nachteil: Sie kann nur fiir Zufallsvariablen, die ganz-
zahlige, nicht-negative Werte annehmen, definiert werden. Fiir Zufallsvariablen, die diese
Bedingung nicht erfiillen, miissen wir etwas anderes definieren.
DEFINITION 12.4.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R. Dann heifit

mx(t) = E[e"*] € (0,00], t€R,
die Laplace-Transformierte (oder die momenterzeugende Funktion) von X .

BEISPIEL 12.4.2. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx. Dann ist die
Laplace-Transformierte gegeben durch

mslt) = [ he(w)dy

BEMERKUNG 12.4.3. Es gilt immer mx(0) = 1.

BEMERKUNG 12.4.4. Ein Nachteil der Laplace-Transformierten ist, dass sie auch den Wert

oo annehmen kann. Es sei X z.B. Cauchy-verteilt, d.h. absolut stetig mit Dichte
1 1
=—- , e R.

Dann gilt fiir die Laplace-Transformierte:

1 1 t#0
mx(t) — / ety . Qdy _ +OO, 7é )

Die Laplace-Transformierte ist also iiberall gleich +o00 aufler an der Stelle 0. Man kann auch
andere Verteilungen konstruieren, die die gleiche Laplace-Transformierte haben. Sei z.B. X’
absolut stetig mit Dichte fx/(t) = 3y 21}y>1. Dann gilt mx (t) = mx/(¢) fiir alle ¢ € R. Wir
sehen, dass die Laplace-Transformierte die Verteilung einer Zufalsvariable nicht eindeutig
bestimmt.

Im weiteren werden wir voraussetzen, dass die Laplace-Transformierte endlich in einem In-
tervall (—e, ¢) ist. Im néchsten Satz berechnen wir die Momente von X mithilfe der Laplace-
Transformierten.

SATZ 12.4.5. Sei X eine Zufallsvariable mit mx(t) < oo fir allet € (—¢,e) mit e > 0. Dann
qgilt:
E[X"] = m§(0).
BEISPIEL 12.4.6. Fiir n = 1 und n = 2 ergibt sich
niy(0) = E[X], g (0) = E[X?]
Daraus ergibt sich die Formel fiir die Varianz:
Var X = m/y(0) — (m/x(0))*.
BEMERKUNG 12.4.7. Dieser Satz erklédrt auch die Bezeichnung “momenterzeugende Funkti-

on” fiir my. Die Momente konnen als Ableitungen der momenterzeugenden Funktion an der
Stelle 0 abgelesen werden.



IDEE DES BEWEISES VON SATZ 12.4.5. Wir betrachten die n-te Ableitung von mx(t):

Setzen wir nun ¢ = 0 ein, so erhalten wir mg?)(O) = E[X"]. Allerdings haben wir hier
den Erwartungswert mit dem Ableitungsoperator vertauscht. Dieser Schritt bedarf einer
Begriindung. Daher werden wir den Beweis auf eine andere Weise fiihren.

BEWEIS VON SATZ 12.4.5. SCHRITT 1. Wir entwickeln die Funktion e!* in eine Taylor-
Reihe:

X = f: (tX mﬁoo i ,  wobei S, .
k=0 = k=0

Die Summen S, kénnen wie folgt abgeschatzt werden:

— (tX)* — [EX]E
50 S IKE
k=0 k=0

wobei S = e + e X Fiir t € (—¢,+¢) gilt ES < oo nach Voraussetzung des Satzes. Wir
haben gezeigt, dass lim,, o S, = €X fast sicher (sogar sicher) und |S,,| < S mit ES < oo.
Daher kénnen rir den Satz von der majorisierten Konvergenz (Mafitheorie) anwenden:

- _ R[tX
n{l_r)réoE[Sm] =E[e"].

|Sm| =

SCHRITT 2. Es gilt fiir jedes ¢ € (—¢, ¢):

mx(t) = E[e™®] = lim E[S,] = lim E

m—0o0 m—0o0

! k!
k=0 k=0

Z k' = lim Y —E[X* =) —E[X"].
=0

SCHRITT 3. Dort, wo eine Taylor-Reihe konvergiert, kann man sie beliebig oft termweise
ableiten. Es ergibt sich

oo

n k(k—1)...(k—n+1) ,_,
m () =Y o trE[XR).

k=n
Setzt man in diese Formel ¢ = 0 ein, so verschwinden alle Summanden bis auf den ersten
(mit & = n). Daraus ergibt sich mg?)(O) =E[X"]. O
BEISPIEL 12.4.8. Sei X ~ Poi(\), d.h. P[X = k] = _’\)‘ p fiir & € Ny. Fiir die Laplace-
Transformierte von X erhalten wir
mX(t) _ E[etX] _ ZetkP[X _ l{?] _ Zetk —)\_ —)\Z k| — e~ '66 A eA(e —1)'

k=0 k=0

Damit lésst sich der Erwartungswert berechnen:
t_ / et_
EX =m/(0) = (e)‘(e 1)> lio = MeleM Y|y = A,
SATZ 12.4.9. Seien X,Y wunabhdingige Zufallsvariablen. Dann gilt:
mx+y(t) = mx(t) . my(t)
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BEWEIS. Mit der Definition der Laplace-Transformierten erhalten wir:
mxiy (t) = E[e! X)) = B[N - ] = E[e] - E[e™] = mx (t) - my (t).

Dabei haben wir benutzt, dass X und Y (und somit auch e** und e*) unabhingig sind.

O

12.5. Charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte)

Ein Nachteil der Laplace-Transformierten ist, dass sie auch unendlich sein kann (siehe das
Beispiel mit der Cauchy—Verteilung). Auflerdem ist die Verteilung einer Zufallsvariable nicht
immer eindeutig durch die Laplace-Transformierte festgelegt. Wir werden deshalb eine andere
Transformation betrachten, die sich von der Laplace-Transformation dadurch unterscheidet,
dass man im Exponenten e'* noch die Komplexe Zahl i = v/—1 hinzunimmt. Damit erreicht
man, dass die Transformierte immer endlich ist.

DEFINITION 12.5.1. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heifit
ox(t) =E[e"™] € C, teR,
die charakteristische Funktion (oder die Fourier-Transformierte) von X.
BEMERKUNG 12.5.2. Der Erwartungswert von e ist
E[e™X] = E[cos(tX) + isin(tX)] = Elcos(tX)] 4 iE[sin(tX)].

Die charakteristische Funktion ¢x () existiert also fiir jedes X und jedes ¢ € R, denn
|cos(tX)| <1 und |sin(tX)| < 1.

BEMERKUNG 12.5.3. Ist X diskret, mit den Werten 1, ys, . .. und den dazugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten py, ps, ..., so gilt fiir die charakteristische Funktion von X:

px(t) =E[eX] = " e™epy.
h—1

Ist X absolut stetig mit Dichte fx, so gilt

o0

ox(t) = E[6"¥] = / ¢ i (y)dy.

BEISPIEL 12.5.4. Nimmt X nur die zwei Werte +1 und —1 mit einer Wahrscheinlichkeit von
jeweils 1/2 an, so ist die charakteristische Funktion von X gegeben durch

ox(t) = §€Zt + 56_” = cos(t).

SATZ 12.5.5. Sei X eine Zufallsvariable. Dann hat die charakteristische Funktion px die
folgenden Eigenschaften:
(1) x(0) =1 und |px(t)| < 1 fir alle t € R.

(2) px(—t) = px(t) fir alle t € R.
(3) Die Funktion ¢x ist gleichmdfig stetig auf R.
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(4) Die Funktion @x ist positiv semidefinit, d.h., fir alle tq,...,t, € R und fir alle
C1y...,cn € C gilt:

n

Z Ckéj . QOX(tk - tj) Z 0.

k,j=1
Mit anderen Worten: (ox(t —t;)); ;—, ist eine positiv semidefinite Matriz.
BEWEIS VON 1. Fiir t = 0 gilt ¢x(0) = E[e"®*] = E1 = 1. Fiir ein beliebiges ¢ € R gilt:
lox(t)| = |Ee™| < Ele™*| =E1 = 1.
BEWEIS VON 2. Wir betrachten die charakteristische Funktion an der Stelle —t:
px(—t) =E [e7*] = E[cos(tX) — isin(tX)] = E[cos(tX)] — iE[sin(tX)].
Auf der anderen Seite gilt
ox(t) = E[etX] = E[cos(tX) + isin(tX)] = E[cos(tX)] + iE[sin(t X)].

Somit gilt x(—t) = px(1).
BEWEIS VON 3. Seien t, h € R. Dann gilt

]gox(t + h) B SOX(t)| _ ‘E[ei(tJrh)X _ eitXH <E |eitX(eihX . 1)‘ - ’eihX . 1} d;f g(h).

Nun miissen wir zeigen, dass limy,_,¢ g(h) = 0. Zunéchst bemerken wir, dass fiir jeden Ausgang
w € Q: limy,_,o [e™X®@) — 1| = 0. Somit gilt:

X — 1) L% 0.
h—0

AuBerdem haben wir die Abschiitzung |eX )

Konvergenz ergibt

— 1| < 2. Der Satz von der majorisierten

lim g(h) = lim E |eihX —1|=E [lim ‘eihX — 1|} =[E0=0.
h—0 h—0 h—0

Es folgt, dass

lim sup |ox (¢ + h) — ex(t)] = 0.
h—0 teR

Also ist px gleichméBig stetig.

BEWEIS VON 4. Fiir beliebige tq,...,t, und ¢y,...,c, € C gilt
Z Ck@¢X(tk — t]) — Z Ck@E [ei(tk—tj)X}
k,j=1 k,j=1

=E|) ckcje“tk"fj”]
Lk, j=1

) (i Ckeith> . (Zn: Cjeitjx>
| \k=1 j=1
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Mit der Bezeichnung A := ") | ¢xe"** erhalten wir somit

™ anciox (e — t;) = E[AA] = E[|AP) > 0,

k,j=1
denn |AJ* > 0. O

Es gilt auch eine Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes.

SATZ 12.5.6 (Satz von Bochner). Sei ¢ : R — C eine Funktion mit den 4 Eigenschaften aus
obigem Satz. Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit px = .

OHNE BEWEIS.

Im folgenden Lemma berechnen wir die charakteristische Funktion einer linearen Transfor-
mation.

LEMMA 12.5.7. Seien a,b € R und X eine Zufallsvariable. Dann gilt:
vaxb(t) = e™px(at).
BEwEIS. Wir benutzen die Definition der charakteristischen Funktion:
SOaXer(t) — E[eit(aXer)] — E[eitb X 6i(at)X] — ez’tb . E[ei(at)X] — 6itb . (,0)(<Clt).

SATZ 12.5.8. Sei X ~ N(u,0?). Dann gilt

L 242

(;OX(t> — @Z“t_T_
BEMERKUNG 12.5.9. Spezialfall: Fiir X ~ N(0,1) gilt ¢ (¢) = e~ 2. Somit stimmt in diesem
Fall die charakteristische Funktion mit der Dichte bis auf einen Vorfaktor iiberein.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir betrachten den Fall, dass X ~ N(0, 1). Zuerst berechnen wir die
Laplace-Transformierte:

1 2 [
a V2T e% 6_%(y_t)2dy
2 1 S 42
—eT . e 2dz

wobei wir die neue Variable z = y — t eingefiihrt haben.

SCHRITT 2. Aus der Laplace-Transformierten berechnen wir durch Hinzufiigen des Faktors
1 die charakteristische Funktion:

(it)? t2

ox(t)=mx(it)=e 2 =e 2.
12




SCHRITT 3. Sei nun X ~ N(u,0?) mit beliebigen Parametern u,c?. Dann haben wir die
Darstellung X = oY + p, wobei Y ~ N(0,1). Mit Lemma 12.5.7 gilt dann:

. . 02 2
px(t) = e - py(ot) = e,

SATZ 12.5.10. Seien X,Y wunabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt
x4y (t) = ex(t) - oy (D).
BewErs. Ubung. O

Nun berechnen wir Momente mithilfe der charakteristischen Funktion.

SATZ 12.5.11. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|* < oo fir ein n € N. Dann ist die
charakteristische Funktion px n-mal stetig differenzierbar und es gilt:

E[X") =i} (0).
Zum Beweis benotigen wir ein Lemma.

LEMMA 12.5.12. Fiir y € R gilt die Ungleichung |e® — 1| < |y|.

v v
/ e"ds g/ le”|ds = y.
0 0

Fiir y < 0 benutzen wir, dass e — 1| = [e™% — 1. O

BeEweis. Fiir y > 0 gilt

e —1] =

BEWEIS VON SATZ 12.5.11. SCHRITT 1. Wir betrachten den Fall n = 1. Sei also E|.X| < oo.
Wir werden zeigen, dass ¢y stetig differenzierbar ist und dass

(12.5.1) ¢y (t) = E[iX ™.
Wir stellen den Differenzenquotienten der Funktion ¢x auf:

px(t+h) —ox(t) _ o { ix e’ — 1]
=E | ——].
h h
Mit der Taylor-Reihe der Exponentialfunktion erhalten wir

. itX e —1 S itX
lim [ et —— | =iXe"".

h—0 h
Auflerdem erhalten wir mit Lemma 12.5.12 die Abschétzung
ihX ihX
axe"t —1 et —1
= <|X].
e = | < i

Wir haben vorausgesetzt, dass E|X| < co. Also kénnen wir den Satz von der majorisierten
Konvergenz benutzen:

lim
h—0

ex(t+h) —ox(t) 1o ax
Y —E[@Xe }

13



Somit ist ¢ x differenzierbar und die Formel (12.5.1) gilt. AuBerdem ist die Funktion E[i X e~ ]
stetig. Der Beweis dafiir ist identisch mit dem Beweis, dass px stetig ist.
Nun setzen wir t = 0 in (12.5.1) ein: ¢’y (0) = E[iX]. Das beweist den Satz fiir n = 1.

SCHRITT 2. Sei nun n € N beliebig und E|X|" < co. Wendet man die Methode von Schritt 1
induktiv an, so erhélt man die Formel

P (1) = E[(iX)"e™X].

Setzt man t = 0 ein, so erhélt man die Aussage des Satzes. ([l

BEISPIEL 12.5.13. Sei X ~ N(0,1) standardnormalverteilt. Die Taylor-Entwicklung der
charakteristischen Funktion lautet: px (t) = e */2 =1 — 12 + ... Damit gilt

Y (0)=0=EX =0,
Wv(0)=—-1=EX*=i?.(-1)=1

Also gilt fiir die Varianz von X: Var(X) = E[X?] — (EX)? = 1.

Wenn die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable bekannt ist, dann kann man die
Momente dieser Zufallsvariable ausrechnen. Wie kann man aber die ganze Verteilung, also
die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable, wiederherstellen?

SATZ 12.5.14 (Umkehrformel). Sei Z eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion
vz und Verteilungsfunktion Fy. Dann gilt fir alle a,b € R mit a < b und P[Z = a] = P[Z =
bl = 0 die Formel

1 c e—ita _ 6—7,tb
Pla < Z <b] = Fz(b) — Fz(a) = — lim / —pz(t)dt.

Te—oo J_, it

BEMERKUNG 12.5.15. Die Eigenschaft P[Z = a] = 0 bedeutet, dass a kein Atom von X ist,
bzw. dass die Verteilungsfunktion Fz an der Stelle a stetig ist.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir verwenden das Fresnel-Integral

lim S(c) = g, wobei S(c) ::/ Sm(x)dx.
0

c—+00 x

Auflerdem benétigen wir die Vorzeichenfunktion:

1, 0>1,
sgn(@) =<0, 6=0,
-1, <1

Sei § € R\{0}, dann gilt (wobei wir die Variable s = |0|¢ einfiihren):

¢ sin 0l Gin(s) ds %le sin (s
[ = iy [T ey [T s = s sl

t S
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Die Formel gilt auch fiir § = 0, denn beide Seiten sind dann gleich 0.

SCHRITT 2. Nun zum Beweis der Umkehrformel. Betrachte das Integral

c _—ita __ ,—ith
I(c) == / €T Lo bdt

e 1t

c t(Z—a) _ it(Z-Db)
/ E [6 - }dt
—c it
¢ Lit(Z—a) _ Lit(Z—b)
_E { / ¢ ¢ dt},
—c 1t

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Fubini benutzen durften, denn

cit(Z—a) _ it(Z—b)

it

eit(b—a) -1
it

‘Sb—a.

Da e = cosz + isinz, wobei cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist, erhalten

Wir o 2.k [/OC sin(t(Z — a)) ; sin(t(Z — b))dt}

=2-E[sgn(z —a)S(|Z — a|c) —sgn(Z — b)S(|Z — b|c)] .

Fiir die Funktion unter dem Erwartungswert gilt (mit dem Fresnel-Integral aus Schritt 1)

Jim (sgn(z —a)S(|z — ale) —sgn(z = b)S(|z — ble)) = mhup(2),

wobei
(0, z<a,
%7 z = a7
m
VYap(z) = = (sgn(z —a) —sgn(z — b)) =<1, a<z<b,
2 L B
9y R = ba
0, z>b.

\

Aus der Existenz eines endlichen Grenzwerts lim,_, ., S(c) folgt, dass B := sup.q|5(c)| <
oo. AuBlerdem gilt |sgnt| < 1. Daher haben wir die obere Schranke

|sgn(z —a)S(|z — ale) —sgn(z — b)S(]z — blc)| < 2B.

Wir kénnen also den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen und erhalten damit:

L lim I(c) = = lim E [sen(z — a) - S(|= — ale) — sgn(z — b) - S(|= — b[o)]

T ¢—00 2T c—o0
1
=—-E [lim sgn(z —a) - S(|z — ale) —sgn(z — b) - S|z — ble)
T c—00
= E[¢a,b(z)]‘
Da nun @ und b keine Atome von X sind, ist die rechte Seite gleich Pla < z < b]. U
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SATZ 12.5.16 (Eindeutigkeitssatz). Die charakteristische Funktion bestimmt die Verteilungs-
funktion vollstindig, das heifit: Sind X,Y Zufallsvariablen mit px (t) = @y (t) fir allet € R,
dann gilt:

Fx(t) = Fy(t) fir allet € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Die Menge aller Punkte, wo beide Verteilungsfunktionen Fyx und Fy
stetig sind, bezeichnen wir mit

S ={teR: Fx und Fy sind stetig an der Stelle ¢}.

Die Menge R\S ist hochstens abzdhlbar. Nun benutzen wir die Umkehrformel, die besagt,
dass fiir alle a,b € S mit a < b gilt:

1 c e—ita _ e—itb

Fx(b) = Fx(a) = 5 lim | ————@x(t)dt
1 ' c e—ita o e—itb

= 5y A g e

= Fy(b) — Fy(@).

Dabei haben wir benutzt, dass ¢x = py laut Voraussetzung. Fiir alle a,b € S mit a < b gilt
also Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a).

SCHRITT 2. Da das Komplement von S hochstens abzéhlbar ist, kénnen wir fiir jedes n € N
ein a,, < —n mit a,, € S finden. Daraus folgt, dass lim,,_,, a,, = —oo. Fiir alle b € S gilt nun
laut Schritt 1:

Fx(b) = Fx(b) — lim Fx(an)
n—oo
= lim (Fx(b) = Fx(an))
= lim (Fy (b) — Fy(a,))
n—oo
= Fy(b) = lim Fy(an)
= Fy(b).
Fiir alle b € S gilt also Fx(b) = Fy (b).

SCHRITT 3. Sei nun b € R beliebig. Da das Komplement von S hochstens abzihlbar ist,
kann man fiir jedes n € N ein b, € (b,b+ 1/n) NS finden. Insbesondere gilt lim,, o, b, = b
und dabei ist b,, > b. Dann gilt:

Fx(b) = lim Fx(b,) (da Fx rechtsstetig)

n—oo

= lim Fy(b,) (mit Schritt 2)
n—oo
= Fy(b) (da Fy rechtsstetig).
Fiir alle b € R gilt also Fix(b) = Fy (b). O

Die Umkehrformel gilt fiir beliebige Zufallsvariablen. Sie ist aber nicht sehr schon, weswegen
wir noch eine einfachere Darstellung zeigen, die aber nur fiir absolut stetige Zufallsvariablen
gilt.
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SATZ 12.5.17 (Umkehrformel fiir die Dichte). Sei Z eine Zufallsvariable, deren charakteris-
tische Funktion oz integrierbar ist, d.h. [°°_|pz(t)|dt < oo. Dann gilt: Z ist absolut stetig
mat Dichte

few) =5 [ ozl

BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite mit
1 o
— / e "Wy (t)dt.

9(y) = o

Die Funktion g ist wohldefiniert, denn |e=®p4(t)] = |pz(t)| und |pz| ist integrierbar (laut
Voraussetzung). Auflerdem ist g stetig. (Beweis identisch mit dem Beweis fiir Stetigkeit der
charakteristischen Funktion).

Nun wollen wir zeigen, dass die Zufallsvariable Z eine Dichte besitzt und dass g diese Dichte
ist. Dazu betrachten wir das Integral

/abg(y)dy = /ab % </: e”ysoz(t)dt) dy
% /_ Z ( / b e_itygpz(t)dy) dt (Fubini)
_ % h (wz(t) - / b e—itydy) dt

—zta _ —ztb
= — —dt
/ P2 it

=Pla < Z <b] (mit Umkehrformel).

Wir haben gezeigt, dass fiir alle a,b € R mit a < b, die Stetigkeitspunkte von F sind,

/ 9(y)dy = Pla < Z < ]

Daraus folgt (genauso wie im Beweis von Satz 12.5.16), dass g die Dichte von Z ist. O

BEeispiEL 12.5.18. In diesem Beispiel berechnen wir die charakteristische Funktion einer
Cauchy-verteilten Zufallsvariable. Sei zuerst X eine Zufallsvariable mit der Dichte fx(y) =
%e“m (zweiseitige Exponentialverteilung). Die charakteristische Funktion von X ist dann
gegeben durch:

~ 1 A 1/ [ . 0 A
ox(t) :/ 56—|y\eztydy - (/ e—y|eztydy_|_/ 6_|y|enydy)
—00 0 —00

1 1 n 1 1
S22 1 —dit 14at| 142
Nun kann man die Umkehrformel fiir die Dichte anwenden:
1 1 1

el = — h e M _——_dt.
2 27 J_ o 1+¢2
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Nun ersetzen wir ¢t durch —¢ und multiplizieren beide Seiten mit 2:

A | =
oyl — /Oo oty <; = +t2) dt = /oo e f7(t)dt = pz(y),

wobei Z eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable ist. Wir haben somit gezeigt, dass die charak-
teristische Funktion einer Cauchy-verteilten Zufallsvariable gleich ¢z (y) = e~ ¥l ist.

BEISPIEL 12.5.19. Seien X ~ N(uy,0?) und X3 ~ N(p2,03) unabhingige, normalverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt:

Xi+ Xz ~ N(u + piz, 07 + 03).

BEwEIs. Wir haben das bereits mithilfe der Faltungsformel gezeigt. Hier fithren wir den
Beweis mit charakteristischen Funktionen. Die charakteristischen Funktionen von X; und
X5 sind gegeben durch

ox, (t) = ei“kt_%"'%ﬁ, k=1,2.
Nun berechnen wir die charakteristische Funktion von X; + X5:
iult—%o%tZ R i,ugt—%ath

i +uz)t— (o3 +0R)e?

PX1+X2 (t) = ¥x; (t) 2. (t) =e€ € =€

Auf der rechten Seite erkennen wir die charakteristische Funktion einer N (uy + po, 03 + 03)-
Verteilung. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt dann, dass

Xi+ Xz ~ N(u + piz, 07 + 03).
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