KAPITEL 13

Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass eine Summe von sehr vielen unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz approximativ normalverteilt ist. Dieser Satz
begriindet theoretisch die herausragende Rolle, die die Normalverteilung in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik spielt. Bevor wir den zentralen Grenzwertsatz beweisen, miissen
wir eine weitere Konvergenzart, die Konvergenz in Verteilung, definieren.

13.1. Konvergenz in Verteilung

Fiir eine Zufallsvariable X bezeichnen wir mit
S(X)={t e R: Fy ist stetig an der Stelle ¢}

die Menge der Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X. Die Menge R\S ist die
Menge der Atome von X. Diese Menge ist hochstens abzéihlbar.

DEFINITION 13.1.1. Eine Folge von Zufallsvariablen X;, Xs,... konvergiert in Verteilung
gegen eine Zufallsvariable X, wenn fiir alle t € S(X) gilt:

BEZEICHNUNG. X,, —— X oder Fx, —%y Fy. Dabei steht d fiir “distribution” (Verteilung).
n—oo

n—oo
BEMERKUNG 13.1.2. In der obigen Definition sind nur die Verteilungsfunktionen von X,, und
X relevant. Der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum spielt keine Rolle. Es kann z.B.
sogar sein, dass die Zufallsvariablen auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen definiert
sind.

BEISPIEL 13.1.3. In diesem Beispiel zeigen wir, warum in der Definition der Verteilungskon-
vergenz die Einschrinkung auf die Stetigkeitspunkte von F'y sinnvoll ist. Seien ¢; > ¢y >
... > 0 Konstanten mit lim,,_,., ¢,, = 0. Als Beispiel kann man ¢, = % betrachten. Definiere
nun Zufallsvariablen X,, := ¢, und X := 0. Es gilt:

0, t<0
lim Fx, (t) =<1, t>0=Fx(t), firallet #0.
n—oo

0, t=0

Fiir t = 0 stimmt die Gleichung lim,,,~, F'x, (0) = Fx(0) nicht, denn Fx(0) = 1. Da allerdings
0 ¢ S(X), ist die Bedingung in der Definition der Verteilungskonvergenz erfiillt und wir

haben X, 4 X

n—oo
Hétten wir aber in der Definition der Verteilungskonvergenz verlangt, dass lim,, ., F, (t) =

Fx(t) fiir alle t € R gelten soll (und nicht nur fiir alle t € S(X)), so wiirde der resultierende
Konvergenzbegrift die absurde Eigenschaft haben, dass % nicht gegen 0 konvergiert.
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Der néchste Satz zeigt, dass die Verteilungskonvergenz die schwichste der von uns ein-
gefithrten Konvergenzarten ist.

SATZ 13.1.4. Seien X,, und X Zufallsvariablen mit X, 2y X. Dann gilt: X, 4 X,

n—o0 n—oo

BEMERKUNG 13.1.5. Man kann nun die Beziehungen zwischen verschiedenen Konvergenz-
arten folgendermaflen darstellen:

fs. = P = d
fr

= [} = [ = L

BEWEIS VON SATZ 13.1.4. Sei X, Ly X. Firallee >0 gilt also:

n—oo

lim P[|X, — X| >¢] =0.
n—oo

SCHRITT 1. Fiir alle ¢t € R gilt:
Fx, (t) =P[X, <{]
=PX, <t |X, - X|<e]+PX, <t |X,— X|>¢]
<PX <t+e]+P)|X, - X|>¢]
=Fx(t+e)+P|X, — X| > ¢l

Mit der Voraussetzung X, L x gilt nun fiir n — oc:
n—oo

limsup Fy, (t) < Fx(t +¢).

n—oo

Das gilt fiir jedes ¢ > 0. Wir kénnen € | 0 gehen lassen und die Rechtsstetigkeit von Flx
benutzen:
limsup Fx, (t) < Fx(t).

n—oo
SCHRITT 2. Sei t € S(X) beliebig. Es gilt:
Fx(t—e)=P[X <t—¢

=PX <t—e|X,—X|<e]+PX <t—¢g|X,— X|>¢]

< Fyx, (t) + P[| X, — X]| > €].
Mit der Voraussetzung X, L x gilt nun fiir n — oo:

n—oo
Fx(t — 8) S lim inf FXn(t)
n—oo

Das gilt fiir jedes € > 0. Wir konnen also € | 0 gehen lassen und benutzen, dass Fy an der

Stelle ¢ stetig ist (denn t € S(X)):
Fx(t) < liminf F, ().

n—oo

SCHRITT 3. Fiigt man Schritt 1 und Schritt 2 zusammen, so erhélt man, dass fiir alle
te S(X)
limsup Fy, (t) < Fx(t) < liminf Fy, (1).

n—0o n—00
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Daraus folgt, dass Fx(t) = lim, . FXx, (t) fiir alle ¢t € S(X). Somit gilt X, 4 X, O

n—00

BEISPIEL 13.1.6. Wir betrachten eine Folge von normalverteilten Zufallsvariablen X,, ~
N(0,02) mit lim,,_,o, 02 = 0. Wir zeigen, dass X, 0.

n—oo

BeEweEis. Es gilt X, £2> 0, denn

E[(X, — 0)*] = E[X?] = Var X,, = 02 — 0.

n—oo

Nun folgt aus der L2-Konvergenz die stochastische Konvergenz und damit auch die Konver-
genz in Verteilung nach dem Schema L? = P = d. 0J

BEISPIEL 13.1.7. Dieses Beispiel soll zeigen, dass die Umkehrung von Satz 13.1.4 im Allge-
meinen falsch ist. Wir betrachten eine Zufallsvariable X ~ N(0,1) und die Folge X,, = —X
fiir alle n € N.

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass X,, in Verteilung gegen X konvergiert. Es gilt:
Fx, (1) =PX, <t]=P-X <t] =P[X <t] = Fx(¢).

Dabei haben wir benutzt, dass N(0, 1) eine symmetrische Verteilung ist, d.h. die Verteilung
von X stimmt mit der Verteilung von —X iiberein. Da Fx, (t) = Fx(t) fiir alle t € R, folgt,
dass X, gegen X in Verteilung konvergiert.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir, das X,, jedoch nicht in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert.
Es gilt:

1 1 2
P|X,—X|>1|=P2IX|>1|=P||X|>=| = — e 2dt =:¢c> 0.
1%, - X| > 1) = PRIX| > 1] =P 1] > 3| ==

[t|>1/2

Da das Integral unabhéngig von n ist, folgt lim, . P[| X, — X| > 1] = ¢ > 0. Somit gilt
: P
nicht, dass X,, — X.

n—o0

Es gibt allerdings einen Spezialfall, in dem die Umkehrung von Satz 13.1.4 richtig ist. Man
muss namlich voraussetzen, dass die Grenzwertzufallsvariable konstant ist.

SATZ 13.1.8. Seien X1, Xo,... Zufallsvariablen und ¢ € R eine Konstante mit X, LI

n—oo

Dann gilt: X, L

n—oo

BEWEIs. Sei X, -2 ¢. Dann gilt fiir alle t # ¢:

n—oo

1, t>c
lim Fx, (t) = Fx(t) =< ’
25, P (8) = Px(t) {0, t<c
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Sei nun € > (0. Dann gilt:
P| X, —c| >¢]| =P[X, <c—e]+P[X, >c+¢]
<PX,<c—¢|+1-PX,<c+¢
:Fxn(c—€)+1—Fxn(C+€)7:o0,

da lim, . Fx,(c—¢) = 0 und lim,,_,, Fx, (c+¢) = 1. Es gilt also lim,, o P[|X,,—¢c| > ¢] =0
und somit X, £y x. O

n—oo

BEeIspIEL 13.1.9. Fiir jedes n € N sei X,, eine Zufallsvariable, die gleichverteilt auf der
Menge {£,2,..., 2} ist. Sei auferdem X gleichverteilt auf [0, 1]. Somit ist X, eine diskrete
Zufallsvariable, wohingegen X absolut stetig ist. Wir zeigen, dass

X, 4 X

n—oo

BEWEIS. Fiir ¢ < 0 hat man Fy, (t) = Fx(t) = 0. Fiir ¢ > 1 hat man Fy, (t) = Fx(t) = 1.
Fiir ¢ € [0,1] hat man
t
m — t=Fy (t),

n n—oo

Fx, (t) =
wobei [-] die GauB-Klammer ist. Also gilt fiir jedes t € R:
nh—>nolo FXn(t> = Fx(t).

Somit folgt X, —=» X. O

n—oo

BEISPIEL 13.1.10 (Poisson-Grenzwertsatz). Wir betrachten eine Folge von Zufallsvariablen
mit X,, ~ Bin(n,p,), wobei fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p, gilt: lim, . np, = A €
(0,00). Zum Beispiel kann man p, = 2 betrachten. Sei auBerdem X ~ Poi()). Wir zeigen,
dass

X, -4 X

n—oo

BEWEIS. Der Poisson-Grenzwertsatz besagt, dass fiir alle k£ € Ny gilt:

)\k

lim P[X, = k] = e~

Die Menge der Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X ist S(X) = R\Ny. Firt < 0

gilt Fx,(t) = 0 = Fx(t). Sei deshalb t > 0 mit ¢ ¢ Ny. Dann kann man ein m € Ny mit
m <t <m+1 finden. Es gilt

= P[X = &].

m m Ak
E&@:Pm@gﬂ:zﬁﬂ;ZMEQE:aﬁ;:MXgﬂ:Fﬂu
k=0 k=0 )

Daraus folgt: X, 4 X, OJ

n—oo



13.2. Eine Charakterisierung der Konvergenz in Verteilung

DEFINITION 13.2.1. Die Menge der stetigen und beschrédnkten Funktionen bezeichnen wir
mit

Cy = {f:R—)R | f ist stetig und sup |f(t)| < oo}.

teR
SATZ 13.2.2. Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen. Folgende zwei Aussagen sind dquivalent:
(1) X, -5 X.

n—oo
(2) Fir alle f € Cy gilt: lim, oo Ef(X,,) = Ef(X).
BEWEIS VON (1) = (2). Sei X, —Ly X. Sei f € Cy eine stetige und beschréinkte Funktion.
n—oo

Wir werden zeigen, dass
lim Ef(X,) =Ef(X).

n—oo
SCHRITT 1. Fiir f beschrinkt ist, gilt b := sup,cp | f(t)] < .

SCHRITT 2. Sei € > 0. Es gilt lim._,o P[|X| > ¢] = 0. Somit existiert ein hinreichend grofes
¢ mit

P X| > | < %

Indem man ¢ vergrofiert, kann man auBerdem erreichen, dass ¢ € S(X) und —c € S(X).

SCHRITT 3. Aus X, - X folgt limy o0 P[| X,| > ¢] = P[|X| > ¢, denn

n—oo

P[| X,| > ¢] = Fx, (—¢) + (1 — Fx, (c)) —_ Fx(—c)+ (1= Fx(c)) =P[|X]| > ¢].
Fiir hinreichend grofles n gilt somit:

2
P[| X,| > ¢] < f

SCHRITT 4. Da die Funktion f stetig ist, kann man eine Funktion g mit folgenden Eigen-
schaften konstruieren:

(1) supreg (1) — g(0)] < <.
(2) g ist eine Treppenfunktion:

k

g<t) = Z a; - ﬂti_1<t§t“

i=1
wobel —c =ty <ty <...<tp=cundty,..., ty € S(X).

SCHRITT 5. Fiir hinreichend grofles n gilt:
[Ef(Xn) —Ef(X)]
<Ef(Xoa)Lix,<e — Ef (X)L ixi<c| + [Ef (X)L ix,>e| + [Ef (X)L 1x)>]
< [Ef(Xn)Lix,<e = Ef(X)x)<c| + 3¢
< |Ef(Xn)Lx, < — Bg(Xn)| + [Eg(X) — Ef(X)1x)<c| + [Eg(X,) — Eg(X)| + 3¢
< [Eg(Xy) — Eg(X)] + 5¢,



wobei die zweite Ungleichung gilt, da [f(X,)| < b, |[f(X)| <

| , P X,] > ¢ < % und
P[|X| > c] < ¢, und die letzte Ungleichung gilt, da |f(z) — g(z)|

b
E.

[N o

SCHRITT 6. Wir betrachten nun den Term Eg(X,,) —Eg(X). Aus X, Ly Xundt,... ty €
n—o0
S(X) folgt, dass
k

Eg(Xn) = Z g+ Eﬂti_1<Xn§ti

i=1

= Zai - (Fx, (t) — Fx,, (ti-1))

k
= ;az‘ (Fx(ti) — Fx(ti1))
=Eg(X).
Daraus folgt: lim,, o, Eg(z,) = Eg(X). Fiir hinreichend grofies n gilt somit:
[Eg(Xn) —Eg(X)| <e.

SCHRITT 7. Aus Schritt 5 und Schritt 6 ergibt sich, dass fiir hinreichend grofles n gilt:
[Ef(Xn) —Ef(X)] < 6e.

Dabei war € > 0 beliebig. Daraus folgt, dass lim, . Ef(X,) = Ef(X).

BEWEIS VON (2) = (1). Sei lim,, o Ef(X,) = Ef(X) fiir alle f € C,. Wir zeigen, dass

X, -4 X

n—oo

Beweisidee: Diirften wir f(z) = 1,<; einsetzen, so wiirde gelten:

lim Fy, () = lim Ef(X,) = Ef(X) = Fx(t)

n—o0

Allerdings ist die Indikatorfunktion 1,<; nicht stetig. Also werden wir dieese Indikatorfunk-
tion durch stetige Funktionen approximieren.

SCHRITT 1. Sei t € R und € > 0. Dann existiert eine Funktion f € C, mit
Ty<t < f(y) < Ly<iq fiir alle y € R.
(1) Es gilt also 1x,<: < f(X,) < 1x,<t4.. Daraus folgt:
Fx,(t) =Elx, < <Ef(X,).
(2) AuBlerdem gilt 1x<; < f(X) < Lx<tie. Es folgt:
Ef(X) < Elx<ie = Fx(t +¢).
Fiigt man nun (1) und (2) zusammen, erhélt man fiir n — oo:
limsup Fy, (t) < nh_g)lo]Ef(Xn) =Ef(X) < Fx(t+e).

n—oo
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Das gilt fiir jedes € > 0. Da nun Fly rechtsstetig ist, erhalten wir fiir € | 0:
limsup F, (t) < Fx(t).

n—o0

SCHRITT 2. Sei t € S(X) und € > 0. Dann existiert ein f € C, mit L,<;—. < f(y) < 1y«
fiir alle y € R. Es gilt:

Fx(t — 6) = EﬂXSt—a S Ef(X) = lim Ef(Xn) S lim infE]anSt = lim inf FXn (t)

n—oo n—oo n— o0
Fiir € | 0 erhalten wir dann:
Fx(t) <liminf F, (t).

n—oo
SCHRITT 3. Fiigt man nun Schritte 1 und 2 zusammen, so folgt fiir alle ¢t € S(X):
n—o0

Und das bedeutet, dass X,, —= X. 0

n—o0

13.3. Satz von Helly

Fiir eine Verteilungsfunktion G bezeichnen wir mit S(G) die Menge der Stetigkeitspunkte
von G.

SAaTz 13.3.1 (Helly). Seien Fy, Fsy, ... Verteilungsfunktionen. Dann gibt es eine rechtsstetige
nichtfallende Funktion G und eine Teilfolge F,,, F,,,... , so dass fir alle t € S(G) gilt:

lim F,, (t) = G(t).

BEWEIS. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar, also gibt es eine Abzdhlung Q =
{ry,r2,...}. Wir werden im Folgenden eine geschachtelte Familie von unendlichen Mengen
N =Ky D K; D... mit gewissen (unten ndher beschriebenen) Eigenschaften konstruieren.

SCHRITT 1. Sei Ky = N. Es gilt: {F,(r1) }nen C [0, 1]. Mit dem Satz von Bolzano—Weierstrafl
folgt: Es gibt eine Teilmenge K7 C Ky mit |K;| = oo und

lim  F,(r) = g1

n—oo,n€ Ky
SCHRITT 2. Genauso gilt: {F,(r2)}nex, C [0,1]. Und damit folgt wiederum mit dem Satz
von Bolzano—Weierstra$, dass eine Teilmenge Ky C K existiert mit |K5| = 0o und

lim  F,(r2) = go.

n—o00,ncKq

SCHRITT 3. Diese Argumentation kann fortgesetzt werden. Es existieren also Mengen N =
Ky C Ky C Ky C ... mit |Kj| = oo und

lim  F,(r;) = g; fir alle j € N.

n—o0,n€Kj

SCHRITT 4. Nun benutzen wir die sogenannte Cantor-Diagonalisierung. In jeder Menge K
wahlen wir das kleinste Element. Die Vereinigung dieser Elemente nennen wir K, so dass
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K = {min K, }en. Es gilt nach Konstruktion |K| = co. Auflerdem gilt fiir alle j € N: K ist
bis auf endlich viele Elemente eine Teilmenge von K; und somit

lim KFn(rj) = g, fiir alle j € N.

n—o00,ne

Wir haben gezeigt, dass fiir alle j € N der folgende Grenzwert existiert:
H(rj) = hmeKFn(Tj).

n—00,n
Die Funktion H ist nur auf der Menge der rationalen Zahlen definiert. Wir erweitern die
Funktion H auf ganz R:
G(t) :=nf{H(r) :r € Q,r > t}.
Fiir diese Funktion gilt: G ist nichtfallend und rechtsstetig (Ubung).
SCHRITT 5. Nun miissen wir noch zeigen, dass fiir t € S(G) gilt:

lim_Fu(t) = G(1).

n—00,n

Sei also t € S(G) und sei € > 0. Dann existiert y < t mit G(t) —e < G(y) < G(t). AuBerdem
existieren r,s € Q mit y < r <t < s und G(s) < G(t) + . Nun gilt also:

G(t)—e <G(y) <G(r) <G(s) <G(t) +e.
Es folgt, dass
G(r) EE F,(r) < F,(t) < F,(s) 5 G(s).

n—oo n—oo
Somit gilt
G(t) —e < liminf F,(¢) < limsup F,(t) < G(t) +«.
n—oo,n€K n—oo,n€EK
Fiir € | 0 erhalten wir dann: G(t) = limy, 00 nex Fn(t). O

BEISPIEL 13.3.2. Die Funktion G aus dem Satz von Helly ist monoton nichtfallend und
rechtsstetig, sie muss aber nicht unbedingt eine Verteilungsfunktion sein. Es fehlen ndmlich
die Eigenschaften lim; , ., G(t) = 0 und lim;,, ., G(t) = 1. Um zu sehen, dass die beiden
Eigenschaften nicht immer erfiillt sind, betrachten wir die Folge X,, = n. Fiir die Vertei-
lungsfunktion von X, gilt dann

Tim Fx,, (1) = lm T, e0)() = 0.

Also ist auch der Grenzwert jeder Teilfolge von F, gleich 0. Die Funktion G = 0 ist aber
keine Verteilungsfunktion.

DEFINITION 13.3.3. Eine Folge Fi, Fy, ... von Verteilungsfunktionen (bzw. eine Folge von
Zufallsvariablen, die diese Verteilungsfunktionen haben) heiit straff, wenn fiir alle € > 0 ein
¢ > 0 existiert, so dass fiir alle n € N gilt:

F.(—c)+ (1= F,(c)) <e.

BEMERKUNG 13.3.4. Ist F,, die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X,,, so kann man
die obige Bedingung auch so darstellen: fiir alle ¢ > 0 existiert ein ¢ > 0, so dass

P[|X,| > ¢] < € fiir alle n € N.
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BEISPIEL 13.3.5. Die Folge der Verteilungsfunktionen F,, = 1y, o) ist nicht straff.

BEISPIEL 13.3.6. Seien X, X5, ... beliebige Zufallsvariablen, die nur Werte in einem Intervall
[—A, A] annehmen. Dann ist diese Folge von Zufallsvariablen straff.

SATZ 13.3.7 (Helly, Prochorow). Sei Fy, Fy, ... eine straffe Folge von Verteilungsfunktionen.

Dann existieren eine Verteilungsfunktion G und eine Teilfolge F,,, Fp.,, ... , so dass fiir alle
t € S(G) gilt:

lim F, (t) = G(t).

k—o0
BEMERKUNG 13.3.8. Mit anderen Worten: aus einer straffen Folge von Zufallsvariablen kann
man eine in Verteilung konvergente Teilfolge extrahieren. Vergleiche das mit dem Satz von
Bolzano-Weierstra: Aus einer beschrinkten Folge von Vektoren in R? kann man eine kon-
vergente Teilfolge extrahieren.

BEWEIS. Aus Satz 13.3.1 folgt, dass es eine Teilfolge nq, no, . .. und eine nichtfallende, rechtss-
tetige Funktion G mit limg_, Fy, (t) = G(t) fiir alle t € S(G) gibt. Wir berechnen die
Grenzwerte lim;_,4 ., G(t).

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein ¢ > 0 mit F, (—c) < e und 1 — F},, (¢) < ¢ fiir alle k£ € N, da
die Folge I}, F5, ... straff ist. Indem wir ¢ vergroflern, kénnen wir zusétzlich annehmen, dass
¢, —c € S(G). Nun lassen wir k — oo und erhalten, dass

G(—c) <eund 1 —G(c) <e.

Da das fiir alle ¢ > 0 gilt, ergibt sich daraus, dass lim._, o, G(—¢) = 0 und lim,_, ;.. G(c) = 1.
Also ist G eine Verteilungsfunktion. 0

13.4. Stetigkeitssatz von Lévy

Der néchste Satz wird im Beweis des zentralen Grenzwertsatzes eine wichtige Rolle spielen.
Dieser Satz besagt, dass Konvergenz in Verteilung dquivalent zur punktweisen Konvergenz
der entsprechenden charakteristischen Funktionen ist.

SATZ 13.4.1 (Stetigkeitssatz von Lévy). Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit charakte-
ristischen Funktionen ©x,px,, Px,,- ... Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

1) X, -5 X.

n—oo

(2) lim,, o @x, (t) = @x(t) fir alle t € R.

Im Beweis werden wir die vereinfachte Notation ¢x, = ¢, und px = ¢ benutzen. Fiir die
Verteilungsfunktionen von X,, und X benutzen wir die Notation Fx, = F,, und Fx = F.

BEWEIS VON (1) = (2). Sei X, ~%5 X. Dann gilt mit Satz 13.2.2 fiir alle t € R:
n—oo

©n(t) = Ecos(tX,) + iEsin(tX,) — Ecos(tX) + iEsin(tX) = ¢(t).

n—o0
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BEWEIS VON (2) = (1). Es gelte lim, o ¢n(t) = ¢(t) fiir ale ¢ € R. Wir wollen zeigen,
dass X, 4y X,

n—oo

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass die Folge von Verteilungsfunktionen £}, Fy, ... straff ist.
Wir definieren eine Funktion B, (u) folgendermafen:

B,(u) == %/u(l — on(t))dt = %/u E[l — ¢™]dt = E F /u(l — eitX")dt] ,

—u —u U J_y
wobei wir im letzten Schritt die Integrale nach dem Satz von Fubini vertauscht haben. Das
war moglich, denn |1 —e®X»| < 2. Da nun sin z eine gerade Funktion ist und der Imaginérteil
somit nach der Integration verschwindet, erhalten wir, dass

o =2m (1~ ) sy Lo 2],

UAnp

Es gilt: p(0) = 1 und ¢ ist stetig, da ¢ eine charakteristische Funktion ist. Somit existiert
fiir jedes € > 0 ein hinreichend kleines u > 0, so dass

1 u
B(u) = o / (1 —(t))dt < e.
Da lim,, o n(t) = @(t) fiir alle t € R gilt, folgt mit der majorisierten Konvergenz:
1 [ 1M
B,(u) = — 1 — @, (t))dt — 1 —(t))dt = B(u).
=1 [ G=euta =+ [ (=)= 5w

Wir durften die majorisierte Konvergenz benutzen, da |1 — ¢, ()| < 2. Somit existiert ein
no, so dass By, (u) < 2¢ fiir alle n > ny. Dann ist auch

2
P {\Xn| > —] < B, (u) < 2¢ fiir alle n > ny.
u

Indem wir die Schranke % vergroBern, konnen wir erreichen, dass die obige Ungleichung sogar
fiir alle n € N gilt. Daraus folgt, dass die Folge Fi, Fy, ... straff ist.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir durch Widerspruch, dass X, %4 X. Wir nehmen also an, dass

n—roo
diese Konvergenz nicht gilt. Es existiert somit ein ¢ € R mit
(13.4.1) lim F,(t) # F(t) und P[X =¢t] = 0.
n— oo

Daraus folgt: es gibt ein € > 0 und eine Teilfolge F,,,, F},,, ... mit
|F,. (t) — F(t)] > ¢ fiir alle k € N.

Da die Folge F}, F5, ... und somit auch die Teilfolge F,,,, F,,,, . .. straff ist, folgt mit Satz 13.3.7,

dass eine Verteilungsfunktion G und eine Teilteilfolge F},, , F), ... existieren, fiir die gilt:

(13.4.2) F,, -5 G.
7 g—00
Wir betrachten zwei Félle:
FALL 1. G ist nicht stetig an der Stelle . Dann folgt: G # F', denn F’ ist stetig an der Stelle
t wegen (13.4.1).
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FALL 2. G ist stetig an der Stelle ¢. Dann folgt aus (13.4.2), dass lim;_, Foy, (t) = G(t) #
F(t), also G # F.
In beiden Fallen gilt G # F. Aus (13.4.2) und wegen der bereits bewiesenen Richting (1) =
(2) im Satz folgt, dass

lim @y, (1) = pa(t) fir alle t € R.

j—o0
Dabei bezeichnen wir mit ¢g die charakteristische Funktion von G. Nach Voraussetzung
sollte aber auch gelten, dass

lim ¢y, (t) = p(t) fir alle t € R.

Jj—00
Somit gilt o = . Das heiflt, die charakteristischen Funktionen von G und F' sind gleich. Da-

bei haben wir aber gezeigt, dass G # F'. Dies ist ein Widerpruch, da die Verteilungsfunktion
eindeutig durch die charakteristische Funktion bestimmt wird. 0

13.5. Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X1, Xs, ... unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX}, = u, Var X}, = o2.
Wir betrachten die Summe S,, = X7 + ...+ X,,. Wir werden nun die Frage beantworten, wie
die Summe S, fiir n — oo verteilt ist. Damit wir eine sinnvole Aussage iiber die Verteilung
von S, erhalten kénnen, miissen wir zuerst einige Vorbereitungen treffen.

SCHRITT 1. Durch Abziehen des Erwartungswerts konnen wir S,, zentrieren. Das heifit, wir
betrachten die Zufallsvariable

S, —ES, =S5, —nu.
Es gilt dann E[S,, — nu] = 0.
SCHRITT 2. Indem wir durch die Standardabweichung dividieren, konnen wir die Zufallsva-
riable auch normieren. Das heifit, wir betrachten die Zufallsvariable

S, —ES, S,—nu

VVarS, oy

Dann gilt ]E[SZ—_\/’%H] =0 und Var[sg—\_/%’i] =1

SATZ 13.5.1 (Der zentrale Grenzwertsatz). Seien X1, X, ... unabhdngige, identisch verteilte,
quadratisch integrierbare Zufallsvariablen mit EXy = p, Var X = o2 € (0,00). Sei S,, =
X1+ ...+ X,. Dann gilt:

S, —
o TR 4, N,
U\/ﬁ n—00

wobei N ~ N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

BEMERKUNG 13.5.2. Mit anderen Worten: Fiir alle x € R gilt

[LJ%W < x} — ®(z) mit (z) = \/%Z e dt.

Als Spezialfall erhalten wir den folgenden Satz von de Moivre-Laplace.

lim P

n—oo
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SATZ 13.5.3 (de Moivre (1733), Laplace (1812)). Sei S,, ~ Bin(n,p) binomialverteilt, wobei
p € (0,1) konstant ist. Dann gilt fir alle x € R:
Sp —np

np(1 —p)
BEwEIS. Wir definieren unabhégige, identisch verteilte Zufallsvariablen X, X5, ... mit
PXy =1 =pund P[X; =0]=1—p.
Dann gilt fiir die Summe der Zufallsvariablen
Sp=X1+ ...+ X, ~ Bin(n, p).

Der Erwartungswert von X} ist u = p und die Varianz ist 0 = p- (1 —p). Mit dem zentralen
Grenzwertsatz folgt die Behauptung. 0

<z

= ®(z).

n—o0

limIP[

BEMERKUNG 13.5.4. Mit dem Satz von de Moivre-Laplace kann man die Binomialverteilung
Bin(n, p) fiir ein grofles n und ein konstantes p durch die Normalverteilung approximieren.
Sei ndmlich S, ~ Bin(n,p). Wir wollen die Wahrscheinlichkeit Pla < S, < b, dass S,
innerhalb eines gegebenen Intervalls [a, b] liegt, berechnen. Mit dem Satz von de Moivre-
Laplace erhalten wir die folgende Approximation:

a—n,u<Sn—nu<b—nu
ovn T oyn T oyn

Wobei Goe =a" und l:\%‘ = b*. Wir haben benutzt, dass SZ;\/%“ ~ N ~ N(0,1) fiir groes n

Pla <S5, <b] =P RPla" <N <0 =0(0") - ®(a”),

1st.

BEISPIEL 13.5.5. Wir betrachten ein n = 100-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p = % Sei S = Sipo ~ Bin(100, %) die Anzahl der Erfolge. Wir approximieren
nun mit dem zentralen Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit P[S < 55].

LOsuNG. Fiir den Erwartungswert und die Varianz von S erhalten wir
1 11
ES:npzl()O-§:50und VarSznp(l—p)leO-§-§:25.
Also gilt mit dem Satz von de Moivre—Laplace:
S —50 < 55 — 50
V25 /25

P S—50 ~
wobei wir benutzt haben, dass g N.

Um eine bessere Approximation zu erhalten, kann man den sogenannten :i:% Trick anwenden.
Da die Zufallsvariable S,, ndmlich ganzzahlig ist, sind die Wahrscheinlichkeiten P[S < 55]
und P[S < 56] gleich. Sollen wir nun 55 oder 56 in die Approximation einsetzen? Wir werden
den Mittelwert 55.5 einsetzen:

P[S < 55] = P[S < 55,5] = P {

P[S < 55] = P { } ~P[N < 1] = ®(1) = 0.8413,

S — 50 < 95,5 — 50
V25 T V25
Der exakte Wert fiir die Wahrscheinlichkeit ist tibrigens P[S < 55] = 0.86437.

} ~P[N < 1,1] = &(1,1) = 0,86433.
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BEISPIEL 13.5.6. Seien Xy, X5, ... ~ N(u,0?) unabhiingige normalverteilte Zufallsvariablen.
Dann gilt nicht nur approximativ, sondern sogar exakt, dass

Sp —np

13.6. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

BEWEIS VON SATZ 13.5.1. Es seien X, Xs,... unabhéngige identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit EX; = g und Var X, = 02 > 0. Definiere S, = X; + ... + X,,. Wir zeigen,

dass
Sn —np  dq
——F — N~ N(0,1).
J\/ﬁ n—00 ( ’ )
Anstelle von X7, X, ... betrachten wir die normierten Zufallsvariablen
Xy —
o

Y, = mit EY, =0 und VarY, = 1.

Wir definieren die Zufallsvariable

Sp—np  Yi+...+Y,

e VT

Zu zeigen ist, dass
V, -4 N ~ N(0,1).

n—oo
Wir werden zeigen, dass die charakteristische Funktion von V,, gegen die charakteristische
Funktion der Standardnormalverteilung punktweise konvergiert. Dann kann man den Stetig-

keitssatz 13.4.1 anwenden. Sei t € R fest. Fiir die charakteristische Funktion von V,, gilt:

. L Y14y LY Yo t n
=B =[5 _p o] e o] (5 (L))

die charakteristische Funktion von Y; ist. Nun wollen wir n — oo gehen
= 1 und ¢ stetig ist, gilt

wobei ¢ = ¢y,
lassen. Da ¢(0)

t
li — | =1.
(7

Also haben wir es mit einer Unbestimmtheit von der Form 1°° zu tun. Um die aufzulosen,
werden wir die ersten zwei Terme der Taylor-Entwicklung von ¢ betrachten. Es gilt

p(0) =1, ¢(0)=iEY; =0, ¢"(0) = —E[VZ] = 1.
Somit erhalten wir die folgende Taylorentwicklung:

S2

o(s)=1-— 54—0(52), s — 0.

Nun setzen wir s = —= ein:
Vvn



Und dann gilt fiir die charakteristische Funktion von V/;:

w0~ () = B)) e

Dabei haben wir die folgende Aussage benutzt: fiir eine Folge ay, ao, ... mit lim,, . na, = A
gilt, dass lim,, (1 + a,)" = e*. Da e /2 die charakteristische Funktion der Standardnor-
malverteilung ist, folgt schliellich mit dem Stetigkeitssatz 13.4.1, dass V,, in Verteilung gegen
eine Standardnormalverteilte Zufallsvariable konvergiert. Das beweist die Behauptung. [

13.7. Sitze von Lindeberg und Ljapunow

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes. Er besagt, dass
eine Summe von sehr vielen sehr kleinen und unabhéngigen zufélligen Fehlern unter ziemlich
allgemeinen Bedingungen approximativ normalverteilt ist. In diesem Satz werden wir anstatt
einer Folge ein sogenanntes Dreiecksschema von Zufallsvariablen betrachten:

Xo1, Xoo
Xs1, Xz2, Xss

ana XnZa Xn37 s Xnn

Wir werden annehmen, dass jede Zeile dieses Dreiecks aus unabhéngigen Zufallsvariablen be-
steht. Abhéngigkeiten zwischen den Variablen aus verschiedenen Zeilen sind jedoch erlaubt.

SATZ 13.7.1 (Lindeberg). Fir allen € N gelte, dass X1, Xpa, - - ., Xon unabhingige Zufalls-
variablen mit EX,;, = 0 und Var X,y = 02, sind, wobei Y ;_, 02, = 1. Auferdem gelte die
folgende Lindeberg-Bedingung: fiir jedes € > 0

(13.7.1) Lo(e) := lim Y E[X311x,0>e] = 0.
k=1

Dann gilt:
Xot4 o+ Xow =5 N ~ N(0,1).
_)

n—oo

BEMERKUNG 13.7.2. Die Lindeberg-Bedingung besagt, dass alle Werte der Zufallsvariablen,
die grofler als € sind, einen asymptotisch verschwindenden Beitrag zur Varianz der Summe
der Zufallsvariablen leisten.

BEMERKUNG 13.7.3. Wir beweisen, dass der zentrale Grenzwertsatz ein Spezialfall von
Satz 13.7.1ist. Seien X7, X», ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X}] =
p und Var X, = 02 = 0. Wir definieren die Zufallsvariablen

Xi — 1
ovn’
Dann sind die Zufallsvariablen X, ..., X,, fiir jedes n € N unabhéngig, da X,...,

nach Voraussetzung unabhiingig sind. AuBerdem gilt EX,;, = 0 und 02, = Var X,; =
Somit gilt tatsdchlich Yy, o2, = 1.

Xnk: kzl,...,n.

n
1
o
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Um zu zeigen, dass alle Voraussetzungen aus Satz 13.7.1 erfiillt sind, miissen wir noch die
Lindeberg—Bedingung (13.7.1) iiberpriifen. Sei ¢ > 0 fest. Es gilt, da die Zufallsvariablen

identisch verteilt sind,
Xy —
ov/n

k=1

Wir zeigen, dass der Erwartungswert auf der rechten Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert.
Es gilt

2
1
> L x e ] = ;E[(Xl — 1) L1x,—pfseoyil-

(X7 — M)21|X1—u\>aa\/ﬁ nf_)—sgo 0 (sogar sicher),

da die Indikatorfunktion fiir hinreichend grofles n gleich 0 wird. Auflerdem gilt fiir alle n die
Abschétzung

(X1 = 1)1 x, —ppseoym < (X1 — p)® mit E [(X1 —p)?] < oo,

Damit kénnen wir den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden. Somit gilt die
Lindeberg-Bedingung (13.7.1).
Nun koénnen wir Satz 13.7.1 von Lindeberg anwenden:
X1 —p X — p
2y N~N 0,1
o\/n et o\/n  n—oo (0.1).

Der zentrale Grenzwertsatz ist also ein Spezialfall von Satz 13.7.1.

BEMERKUNG 13.7.4. Der Satz von Lindeberg ist etwas allgemeiner, als der zentrale Grenz-
wertsatz. Zum Beispiel wird im Satz von Lindeberg nicht verlangt, dass die Zufallsvariablen
X1, ..., X, identisch verteilt sein sollen.

BEISPIEL 13.7.5. Definiere X,,; = X, wobei X eine beliebige (aber nicht normalverteilte)
Zufallsvariable mit EX = 0 und Var X = 1 ist. Die restlichen Zufallsvariablen X, ..., X,
seien gleich 0. Dann gilt

Xp1+ oo+ X = X = N(0,1).
In diesem Fall konvergieren die Summen also nicht gegen die Normalverteilung. Die Ursache
dafiir ist, dass die Lindeberg-Bedingung (13.7.1) nicht erfiillt ist.

BEMERKUNG 13.7.6. Wenn die Lindeberg—Bedingung (13.7.1) erfiillt ist, so gilt, dass

lim max o2, = 0.
n—oo k=1

.....

BEWEIS. Aus der Gleichung
Uik =E [X?m] =E [XrZLk : H\Xnk\ﬁa} +E [Xr%k ' H\Xnk\>6}

folgt, dass fiir die maximale Varianz folgende Abschétzung gilt:

Mn = knlaX Unk <e +ZEXnkI]'|X k|>5] _8 +L ( )
,,,,, P

Da die Lindeberg—Summe auf der rechten Seite gegen 0 fiir n — oo konvergiert, erhalten
wir, dass limsup,, .., M, < 2. Da das fiir jedes € > 0 gilt, folgt, dass lim,,_,., M,, = 0. ]

Zum Beweis von Satz 13.7.1 brauchen wir zunéchst einige Hilfsaussagen.
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LEMMA 13.7.7. Fir alle yy,...,y, € C und fir alle zy, ..., z, € C mit |yg] <1 und |z| <1

fir alle k=1,...,n, gilt:
<D vk — =l
k=1

n n
Lo~ 11
k=1 k=1

BEWEIS. Wir benutzen die Induktion.

INDUKTIONSANFANG. Fiir n = 1 nimmt unsere Ungleichung die Form |y, — 21| < |y; — 21
an. Sie stimmt also.

INDUKTIONSSCHRITT. Wir nehmen an, dass die Ungleichung fiir ein n € N gilt. Nun gilt es,
zu zeigen, dass sie auch fiir n 4+ 1 gilt. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir, dass

n+1 n+1 n+1 n+1
Hyk_H = H?/k yn+1H yn+1HZk—H
k=1 k=1 k=1

n

g

k=1

= |?Jn+1| + : ‘yn+1 - Zn+1|

n n
[Lw— 11
k=1 k=1

n n
[Lve~ 11
k=1 k=1

da |yp1] <1 und [[];_, zx] < 1. Nun kénnen wir die Induktionsannahme anwenden:

<

+ |Ynt1 — 2n1ls

o s n+1
Hyk — sz < Z\yk — 25| + |Yns1 — Znga| = Zwk ~ .
Somit ist die Ungleichung auch fiir n + 1 Terme giiltig. 0

LEMMA 13.7.8. Sei X eine Zufallsvariable mit E[|X|"] < oo fiir ein n € N. Dann gilt die
Taylor- Entwicklung

o) =5 W gk ),

k!
k=0
wobei fiir den Restterm R, (t) die folgende Abschitzung gilt

n+1 n
|R,(t)] <E |min £X] ,2|tX’ .
(n+ 11" nl

BEMERKUNG 13.7.9. Wenn man sich erlaubt, Erwartungswerte und unendliche Summen
ohne Begriindung zu vertauschen, dann erhélt man die Entwicklung

=L (it X)* i) .
> 08| -5~ e,

k=0 k=0

px(t) =E[¢"*] =E

Das Lemma ist eine exakte Aussage dariiber, inwieweit diese Entwicklung moglich ist. Hat
die Zufallsvariable n Momente, so konnen wir in der Entwicklung Terme bis zum Grad n
benutzen und den Restterm wie im Lemma abschétzen.
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BEWEIS vON LEMMA 13.7.8.

SCHRITT 1. Zuerst beweisen wir eine Abschétzung fiir den Restterm in der Taylor-Entwicklung
der Funktion €. Wir werden zeigen, dass fiir alle t € R

w - (@) o
=D Smm{m+1wzﬁf'

k=0
INDUKTIONSANFANG. Fiir n = 0 stimmt die zu beweisende Ungleichung (13.7.2), denn

(13.7.2)

Wir fithren den Beweis mit Induktion.

e — 1| < |t| und |e" — 1| < 2.

INDUKTIONSSCHRITT. Wir nehmen an, dass die Ungleichung (13.7.2) fiir ein n € N gilt.
Nun ist zu zeigen, dass sie auch fiir n 4 1 gilt. Sei 0.E.d.A. ¢ > 0, denn die Funktion auf der

rechten Seite von (13.7.2) ist gerade. Es gilt
n+1 ,. k t n - Nk t
it (is) _ is (is)
S e <
Nun benutzen wir die Induktionsannahme:
ntl . \f t n—+1 n
(it) = / min 8—,25— ds
0 (n+1)!" n!

k=0 k=0
it
€ _Z k!
t n+1 t .n
< min /S—,Q/ 7 ds
o (m+D1"" Jy nl

k=0
tn+2 tn+1
= min ,2 .
{m+m!(n+n&

Die zu beweisende Ungleichung gilt also auch fiir n + 1.

1S - (Zs)k
e —ZT ds.

k=0

SCHRITT 2. Nun beweisen wir die Abschétzung fiir den Restterm R,,(t):

_ ax N (@ X)F) ax N (@ X)F X X
|R.(t) = |E |e —Z 1 <Ele —Z 1 < E |min (n+1)!’2 oy :
Das Lemma ist somit bewiesen. O

Nun kénnen wir den Satz von Lindeberg beweisen.
BEWEIS VON SATZ 13.7.1. Es ist zu zeigen, dass

Xt + -4 X =2 N(0,1).

n—o0

SCHRITT 1. Nach dem Stetigkeitssatz 13.4.1 reicht es, zu zeigen, dass fiir alle ¢t € R gilt:

+2

Juy [L om0 = e
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Dabei sei 1 (t) = E[e?®*] die charakteristische Funktion von X,;. Deshalb betrachten wir

die Differenz dieser beiden Terme:
n 2 n n n
[Lenett) ¢ % | = TLoult) ~ TLe b (da > = 1)
k=1 k=1 k=1 k=1
<>
k=1
k=1

n
<D
k=1

Nun schéitzen wir diese beiden Summen separat ab und definieren hierfiir

l\')

pui(t) — 727"

_ 1.2 42 1
6 2Unkt _1+ Unth .

1
Spnk( -1+ Unktz 2

2

1.2 42 1
e 2%kt — 1 + Jth

1
nr(t) =1+ soni |, dox = 9n

C?’lk}: 2 n

SCHRITT 2. Betrachten zunéchst ¢,;,. Mit Lemma 13.7.8 erhalten wir

Onk(t) — (1 - 10 th) ‘ < E [min {[t X%, [t X0 }] -

Cnk =
9 n

Und nun verwenden wir fiir X,,, < ¢ die Abschétzung [t X,,;x|> und fiir X,,, > € die Abschétzung
|tXnk |22

e < E [|tXnk\31|Xnk|ge] +E UtXnk‘21|Xnk|>s'} :

Sei Ly(e) = > E[X2.1|x,,|>:] die Summe aus der Lindeberg-Bedingung. Nun schétzen
wir die Summe tber ¢, ab:

n

Y cnn S NP EIXkl*Lix ] + [HPLa(e)

k=1 k=1

<P e BIX kP Tix,12e] + [P (e)
k=1

< [tPe ) om + [t Lae)
k=1

= |t]’e + [t]* L, (e).

Da die Lindenberg-Summe L, (¢) gegen 0 fiir n — oo konvergiert und € > 0 beliebig klein
gewahlt werden kann, erhalten wir, dass

li = 0.
Y o =0
k=1
SCHRITT 3. Wir betrachten nun d,,. Wir verwenden hier die Abschéitzung

Zk,

o0

le* — (1 — 2)|

k=2
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1.2 42,
) nkt

1
e 2%t — (1 - §Uikt2>

Somit gilt fiir die Summe

Zd"k < [¢]%e”’ Zank < [¢]te”’ max o2

.....

Und nun substituieren wir z =

dnk = < oneltlter e < ot

Also gilt laut Bemerkung 13.7.6
Yz, ) doe =0

SCHRITT 4. Wir haben also gezeigt, dass

i (] Tem(t) - 6‘2‘ = 0.
k=1
Mit dem Stetigkeitssatz 13.4.1 folgt daraus, dass X,,; + ...+ X, LN N(0,1). O

n—o0

Nun beweisen wir einen Satz, der eine vereinfachte Form des Satzes von Lindeberg ist.

SATz 13.7.10 (Ljapunow). Fir alle n € N seien X,1, ..., Xun unabhdngige Zufallsvariablen
mit EX,x = 0 und Var X, = 02, wobei > ,_ 02, = 1. Es gelte auferdem die folgende
Ljapunow-Bedingung: Es existiert ein 6 > 0 mit

: 2446 _
(13.7.3) JLHQOZE|XM| = 0.
k=1
Dann gilt:
Xor 4 o+ Xow =5 N ~ N(0,1).

n—o0

BEwEIS. Wir zeigen, dass die Ljapunow—Bedingung (13.7.3) die Lindeberg—Bedingung (13.7.1)
impliziert. Sei also (13.7.3) erfiillt. Sei € > 0 beliebig. Dann gilt

n n |Xnk|2+5
— Y E[X%lixpd < OE {—66 Lo < ZE %] — 0.
k=1 k=1
Somit gilt die Lindeberg—Bedingung (13.7.1). O

BeispiEL 13.7.11. Wir betrachten ein n-faches Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p,, fir die lim, o np,(1 — p,) = oo gilt. Dann gilt:

Sn - n
~on W N~ N(O,1).

(13.7.4)
npn(l - pn) N300

BEMERKUNG 13.7.12. Dies ist beispielsweise anwendbar, wenn p,, = \/Lﬁ, pp=1— \/La oder
wenn p, = p € (0,1) konstant ist. Zum Vergleich: Der Poisson-Grenzwertsatz gilt, wenn
limy, 00 PP, = A € (0,00).
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BEWEIS VON (13.7.4). Den Satz von de Moivre-Laplace kénnen wir nicht anwenden, denn p,,
ist im Allgemeinen nicht konstant. Wir werden stattdessen den Satz von Lindeberg anwenden.
Wir betrachten unabhéngige Zufallsvariablen Y, ..., Y,, ~ Bin(1, p,), d.h.

PYk =1 =pn, PYu=0=1-p,.
Fiir die Summe dieser Zufallsvariablen gilt dann
Sp =Y+ ...+ Y, ~ Bin(n, p,).
Wir betrachten auch die normierten Zufallsvariablen
Yok — Dn

V npn(l - pn) .
Es gilt EX,; = 0 und 22:1 Var X, = 1. Fiir die Summe dieser Zufallsvariablen X,,; gilt
dann

Xnk =

Sn — NPn

V npn(l - pn) '
Wir zeigen, dass S} in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung konvergiert, indem wir

die Lindeberg-Bedingung iiberpriifen. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir koénnen die Zufallsvariable
X, wie folgt abschéitzen:

Sy =Xn+...+ X =

1

V npn(l - pn) ‘

Somit ist | X,x| < € fiir hinreichend grofes n, denn lim, . np,(1 — p,) = oo. Es gilt al-
so L,(e) = >0 E[X21x,,/>s) = 0 fiir hinreichend groBes n. Somit ist die Lindeberg—
Bedingung erfiillt. Nun darf der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg benutzt werden. Er
besagt, dass

S L5 N(0,1).

n—o0

O

BEISPIEL 13.7.13. Seien X7, Xo,... unabhéngige (aber nicht identisch verteilte) Zufallsva-
riablen mit

PX, =n] =P[X, = —n|=
Definiere die Partialsummen
Sp=X1+..+X,=+1+2+...£n.
Wir behaupten nun, dass
V3. on d, N(0,1).

n3/2 nooco
BEWEIS. Den zentralen Grenzwertsatz konnen wir nicht anwenden, da die Zufallsvariablen
nicht identisch verteilt sind. Stattdessen muss man den Satz von Lindeberg oder den Satz von
Ljapunow anwenden. Wir entscheiden uns fiir den Satz von Ljapunow. Zunéchst bemerken
wir, dass EX}, = 0 und Var X;, = E[X?] = k*. Die Varianz der Summe S, ist dann

- 1(2n+1 3
Di::VarSn:;kQ:n(n+ >6(n+ >N%’ n — oo.
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Daraus folgt, dass
n3/2
D, ~—, n— .
V3
Um nun den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow anwenden zu kénnen, definieren wir uns

folgende Zufallsvariablen:

X
Xnk—D—kfurk—l N

n
Wir erkennen, dass

EX,. =0, i\/ar X5 = Z Var X = 1.
=1

Dy k=1
Nun zeigen wir, dass die Ljapunow-Bedingung mit § = 1 erfiillt ist:

n n ]{5 3 n
ZEankm -3 (5,) =m0

denn Y 7 k* ~ - und D3 ~ fur n — 00. Der Satz Ljapunow besagt dann, dass

b, Zxk ZXMT:ONO 1).

Also ist die Behauptung bewiesen, da D,, ~ % fiir n — oo ist.
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