KAPITEL 2

Kombinatorik

In der Kombinatorik geht es um das Abzéhlen von Kombinationen.

2.1. Geburtstagsproblem

BEISPIEL 2.1.1 (Geburtstagsproblem). In einem Raum befinden sich &£ = 200 Studenten.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es im Raum 2 Studenten gibt, die am gleichen Tag
Geburtstag feiern?

LOSUNG. Es gibt n = 365 Tage im Jahr. Stellen wir uns vor, dass jeder Student seinen
Geburtstag zufillig aus der Menge {1,...,n} auswahlt. Die Grundmenge dieses Experiments
i
" Q={1,....,n}" ={(ar,...,ax) 1 a; € {1,...,365} fiir alle i = 1,... k}.
Die Anzahl der Elemente in €2 ist # = n*. Nun definieren wir das Ereignis

A = “mindestens zwei Studenten haben am selben Tag Geburtstag”.
Das Gegenereignis lautet dann

A€ = “keine zwei Studenten haben am selben Tag Geburtstag”.

Aquivalent kann man A°¢ auch so beschreiben:

A€ = “alle Studenten haben Geburtstage an verschiedenen Tagen”.

Um die Anzahl der Ausgénge im Ereignis A° zu berechnen, gehen wir wie folgt vor. Wir
mochten die Anzahl der Moglichkeiten bestimmen, fiir alle Studenten Geburtstage aus-
zuwahlen, so dass keine zwei Geburtstage gleich sind. Der erste Student hat fiir seinen Ge-
burtstag n Moglichkeiten, der zweite hat n — 1 Moglichkeiten, usw. Der letzte, k-te Student,
hat (n — k 4+ 1) Moglichkeiten. Diese Moglichkeiten konnen beliebig miteinander kombiniert
werden, also

#A =n-(n—1)-...-n—k+1) % (n),.
Somit gilt fiir das Gegenereignis

#AC (n)k
P[A°] = = —.
[A°] 20 o
Fiir das Ereignis A erhalten wir
—1)-...-(n— 1
PlA]=1-Pla]=1- M= m kA D)
n

BEMERKUNG 2.1.2. Fiir n = 23 Studenten gilt iiberraschenderweise P[A] ~ 0.507297 =~ 0.5.
Fiir n = 200 Studenten gilt

P[A] ~ 0.9999999999999999999999999999983898744815.
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2.2. Urnenmodelle

Es sei eine Urne mit n Béllen gegeben. Die Bélle seien mit 1, ..., n beschriftet. Wir betrachten
folgendes Zufallsexperiment: es wird k£ Mal ein Ball aus der Urne gezogen und seine Nummer
notiert. Es gibt nun 4 Mé6glichkeiten:

e die Bille werden mit/ohne Zuriicklegen gezogen;
e die Nummern werden mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge notiert.

Modell 1: Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen. “Ziehen mit Zuriicklegen”
heifit, dass nach jeder Ziehung der gezogene Ball zuriick in die Urne gelegt wird. Insbesondere
kann ein Ball mehrmals aus der Urne gezogen werden. “Ziehen mit Reihenfolge” heifit, dass
zwei Ausginge des Experiments auch dann als unterschiedlich angesehen werden, wenn sie
sich nur durch die Reihenfolge der gezogenen Bélle unterscheiden. Zum Beispiel gibt es fiir
n = 4 Bille und k& = 2 Ziehungen folgende Ausgénge:

(LD (L2 ] (L3) ] (14)
21|22 (23] 24
EDIIEDIICDIIET
40| (42| (33| (@4

Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind présent (da Ziehen mit Zuriicklegen). Elemente (1, 2)
und (2, 1) gelten als verschiedene Elemente (da Ziehen mit Reihenfolge).

Beim Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen handelt sich um ein Produktexperiment:
das Ziehen eines Balls aus einer Urne mit n Béllen wird £ Mal unter gleichen Bedingungen
wiederholt. Die Grundmenge kann somit wie folgt dargestellt werden:

Q={(ar1,...,a,) 1 a; €{1,...,n}}.
Es gilt #Q = nk.

BEISPIEL 2.2.1. k-maliges Wiirfeln. Man stelle sich eine Urne mit 6 Biéllen 1,...,6 vor.
Anstatt einmal zu wiirfeln kann man auch einen Ball aus dieser Urne ziehen. Anstatt k-mal
zu wiirfeln, kann man das Ziehen k-mal wiederholen. Da eine Augenzahl mehrmals gewiirfelt
werden kann, miissen die Bille zuriick in die Urne gelegt werden. Beim Wiirfeln miissen die
Ausgénge “zuerst 1 gewiirfelt, dann 2”7 und “zuerst 2 gewiirfelt, dann 1”7 als unterschiedlich
angesehen werden. Also wird die Reihenfolge beriicksichtigt.

BEISPIEL 2.2.2. Geburtstage von k Studenten. Die moglichen Geburtstage kénnen als n =
365 Balle dargestellt werden.

Modell 2: Ziehen mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen. “Ziehen ohne Zuriicklegen”
heifit, dass ein aus der Urne gezogener Ball nicht mehr in die Urne gelegt wird. Insbesondere
kann jeder Ball hochstens einmal gezogen werden. Zum Beispiel ergeben sich fiir n = 4 Bélle
und k = 2 Zieungen folgende Mdoglichkeiten:

(1,2) | (1,3) | (1.4)
2,1) (2,3) | (2,4)
3,1) | (3,2) (3,4)
4,1) | (4,2) | (4,3)
Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind nicht présent, da wir ohne Zuriicklegen ziehen. Ele-
mente (1,2) und (2, 1) gelten als unterschiedlich, da die Reihenfolge beriicksichtigt wird.

— ]
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Die Grundmenge kann wie folgt dargestellt werden:
Q={(ar,...,ar) 1 a; € {1,...,n},a; # a; fir i # j}.

Elemente von 2 kénnen als geordnete k-elementige Teilmengen von {1,...,n} angesehen
werden. Die Anzahl der Ausgéinge in 2 kann so bestimmt werden: fiir die erste Ziehung
gibt es n Moglichkeiten, fiir die zweite n — 1, usw. Fiir die letzte Ziehung gibt esn — k41
Moéglichkeiten. Somit gilt
#Q=nn—-1)-...-(n—k+1) =] (n)g.

BEMERKUNG 2.2.3. Fiir £ > n hat das Experiment keinen Sinn: wir kénnen nicht mehr
Biille ziehen, als es in der Urne gibt. Es gilt dann logischerweise (n), = 0 (das Experiment
hat keine Ausgéinge).

BEMERKUNG 2.2.4. Ein wichtiger Spezielfall ist der Fall £ = n. In diesem Fall wird jeder Ball
aus der Urne genau einmal gezogen, es geht nur darum, in welcher Reihenfolge das geschieht.
Die Ausgéinge sind somit Mogliche Permutationen von n Béllen. Zum Beispiel gibt es fiir
n = 3 Bille folgende 6 Moglichkeiten:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).

Die Anzahl der Permutationen von n unterscheidbaren Objekten ist n! =1-2-3-4... - n.
Das kann man wie folgt sehen: an die erste Stelle kann man n mogliche Objekte Stellen, fiir
die zweite Stelle kann man aus (n — 1) moglichen Objekten auswéhlen, usw.

Modell 3: Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen. “Ziehen ohne Reihen-
folge” heifit, dass 2 Ausgénge, die sich nur durch die Reihenfolge der gezogenen Bille un-
terscheiden, als gleich gelten. “Ziehen ohne Zuriicklegen” heifit, dass ein Ball hochstens ein-
mal gezogen werden kann. Fiir n = 4 Bille und k£ = 2 Ziehungen ergeben sich folgende
Moglichkeiten:

(1,2) | (1,3) | (1,4)
(2,3) [ (2,4)
)

Beachte: Ausgénge (1,1),...,(4,4) sind nicht prisent (da Ziehen ohne Zuriicklegen). Die
Ausgénge (1,2) und (2,1) gelten als gleich (da die Reihenfolge nicht beriicksichtigt wird).
Deshalb haben wir in der obigen Tabelle nur einen dieser beiden Ausgéinge aufgefiihrt.

Die Grundmenge kann so dargestellt werden:

Q={(ar,...,ax) a1 < ...<ag,a; €{l,...,n}}

Alternativ kann man sich €2 als die Menge aller (ungeordneten) k-elementigen Teilmengen
von {1,...,n} vorstellen:

Q={{a,...,ar}:a; €{1,...,n}}.

Zur Erinnerung: in einer Menge sind die Elemente nach Definition nicht geordnet, so dass
z.B. {1,2} = {2,1}. Die Anzahl der Elemente von Q kann wie folgt bestimmt werden.
Zuerst konnen wir mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen ziehen. Es gibt (n); Ausgénge. Nun
miissen wir aber die Reihenfolge vergessen. Das heifit, wir miissen Ausginge, die sich nur
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durch Permutationen unterscheiden, identifizieren (z.B. miissen (1,2) und (2, 1) identifiziert
werden). Da man k! Permutationen von k Elementen hat, werden jeweils k! Ausginge zu
einem Ausgang zusammengefasst. Es gilt also

()i _n(n—1)- ... (n—k+1) a (n)

Q pum— pu—

# k! k! k

DEFINITION 2.2.5. Der Binomialkoeffizient (Z) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge:

n\ nn-1)-...-(n—k+1) n!
(kz> B k! Ckl(n— k)

BEISPIEL 2.2.6 (Lotto). Aus eine Urne mit 49 Kugeln mit den Nummern 1, 2, . .., 49 werden 6
Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Um zu gewinnen, muss man die Nummern der gezogenen
Kugeln erraten. Man tippt auf eine Kombination, etwa auf (1,2,...,6). Wie wahrscheinlich
ist das Ereignis

A = “man hat die richtige Kombination getippt”.
Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, muss beim Lotto nicht erraten werden.

LOSuNG 1. Stellen wir uns vor, dass alle 6 Kugeln gleichzeitig, mit einem Griff, aus der
Urne gezogen werden. Es wird also eine 6-elementige Teilmenge von {1,2,...,49} zufillig
ausgewahlt.

2 = Menge aller 6-elementigen Teilmengen von {1,...,49}.
Es gilt somit #Q = (). Nur eine Kombination (ndmlich, {1,2,...,6}) fithrt dazu, dass
man gewinnt. Somit gilt #A4 = 1 und
4A 1 1
T #Q () 13983816

P[A] =7,15-107%.

LOSUNG 2. Stellen wir uns vor, dass die Kugeln nacheinander gezogen werden und die
Nummern der Kugeln mit Beriicksichtigung der Reihenfolge notiert werden. Es gilt dann

2 = Menge aller geordneten 6-elementigen Teilmengen von {1, ...,49}.

Es gilt #Q = (49)g = 49-48-...-44. Nun fithrt aber nicht nur die Kombination (1,2, 3,4, 5, 6)
zum Gewinn, sondern zum Beispiel auch die Kombination (2,1, 3,4,5,6), genauso wie jede
andere Permutation von (1,...,6). Es gibt 6! solche Permutationen, also #4 = 6!. Wir
erhalten

Yy 6! 1 1

~ (M) 13983816

PlA] = T2 = —
4] #O T 49-48- .44 (%

=7,15-107%.

SAaTz 2.2.7 (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten). Es gelten folgende Formeln:
(W) () = (% + (Go)-
(2) (k) - (nfk)n
3) (z+y)" = kZ_:O (w)zhy" ™.

KOROLLAR 2.2.8. Es gilt > p_ (3) = 2" und >_;_o(—=1)(}) = 0.
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BEISPIEL 2.2.9. In einem Raum gibt es n Plidtze. Der Raum wird von k Studenten be-
treten, die die Plédtze besetzen. Auf einem Platz kann maximal 1 Student sitzen. Wieviele
Moglichkeiten gibt es?

LOSUNG. Das Problem ist nicht eindeutig gestellt. Sind die Studenten unterscheidbar, so
handelt es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge. Jeder Student “zieht”
sich einen Platz. Ohne Zuriicklegen, denn kein Platz kann zweimal gezogen werden. Mit
Reihenfolge, denn die Studenten sind unterscheidbar: “Student A setzt sich auf Platz 1 und
Student B auf Platz 2”7 ist ein anderer Ausgang, als “Student A setzt sich auf Platz 2 und
Student B auf Platz 1”. Es gibt (n), Kombinationen.

Sind die Studenten ununterscheidbar, so handelt es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen und
ohne Reihenfolge. Mit anderen Worten, es wird eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n}
ausgewdhlt. Das sind dann die Plétze, die besetzt werden. Welcher Platz von wem besetzt
wird, spielt keine Rolle, denn die Studenten sind ununterscheidbar. In diesem Fall gibt es
(Z) Kombinationen.

Modell 4: Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen. Da wir mit Zuriicklegen
ziehen, kann ein Ball mehrmals gezogen werden. Da wir ohne Reihenfolge ziehen, achten wir
nur darauf, wie oft jeder Ball gezogen wurde, nicht aber in welcher Reihenfolge das geschah.
Fiir n = 4 Bélle und k = 2 Ziehungen ergeben sich folgende Moglichkeiten:

LD [(L2) [ (L3 [ (04)
(2,2) [ (2,3) | (2,4)

(3:3) | (34)
(4,4)
Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind présent, denn es wird mit Zuriicklegen gezogen.

Elemente (1,2) und (2, 1) gelten als identisch, denn die Reihenfolge wird nicht beriicksichtigt.
Deshalb haben wir nur (1,2) in der Tabelle aufgefiihrt. Die Grundmenge ist gegeben durch:

Q={(ay,...,ax) a1 <ay<...<aga €{1,...,n}}.

Elemente von 2 konnen als ungeordnete k-elementige Teilmengen von {1,...,n} angesehen
werden, wobei Wiederholungen der Elemente in der Teilmenge erlaubt sind. Im né#chsten

Beispiel zeigen wir, dass
n+k—1 n+k—1
Q= = .

BEISPIEL 2.2.10. k Vogel setzen sich auf n Baume. Mehrfachbesetzungen sind moglich. Die
Vogel sind ununterscheidbar. Wie viele Besetzungen gibt es?

LOsuNG. Wir werden Vogel als Kreuze darstellen. Vogel, die auf verschiedenen Béumen
sitzen, trennen wir durch eine Trennwand. Gibt es zum Beispiel n = 4 Baume und sitzen auf
diesen Biumen 2,3,0,1 Vogel, so stellen wir das wie folgt dar:

X X | X X X ] X

Im Allgemeinen haben wir n — 1 Trennwénde (da n Béume), und k& Kreuze (=Vogel). Ins-
gesamt haben wir n + k — 1 Elemente. Aus diesen n + k — 1 Elementen miissen diejenigen &
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Elemente ausgewéhlt werden, die Kreuze sind. Die Anzahl der Konfigurationen ist somit

()= (55

BEISPIEL 2.2.11. Wieviele Moglichkeiten gibt es, eine Zahl k als Summe von n Summan-
den zu schreiben? Reihenfolge der Summanden wird beriicksichtigt, Nullen sind erlaubt.
Beispielsweise kann man k = 4 wie folgt als Summe von n = 2 Summanden darstellen:

4=44+0=3+1=2+2=1+3=0+4.

LOSUNG. Jede Darstellung von k als Summe von n Summanden entspricht genau einer Be-
setzung von k Baumen durch n ununterscheidbare Viogel. Dabei entspricht der i-te Summand
der Anzahl der Vogel auf dem i-ten Baum. Somit gibt es ("ﬂlzfl) Moéglichkeiten.

2.3. Hypergeometrische Verteilung

BEISPIEL 2.3.1 (Hypergeometrische Verteilung). Betrachte einen Teich, in dem n Fische
schwimmen. Von den Fischen seien n; rot und ny gelb, mit n; + no, = n. Ein Fischer fingt
k verschiedene Fische (ohne Zuriicklegen). Betrachte das Ereignis

A = “es wurden genau k; rote Fische gefangen (und somit ky := k — ky gelbe)”.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit von A?

LOsuNG. Die Grundmenge €2 ist die Menge aller k-elementigen Teilengen von {1,...,n}.

Somit gilt
n
Q= :
#- (i)

Nun bestimmen wir die Anzahl der Elemente in A. Damit A eintritt, muss der Fischer k;
rote und ks gelbe Fische fangen. Er kann sich aus der Menge der roten Fische k; Fische
aussuchen, dafiir gibt es (Zi) Moglichkeiten. Dann kann er sich aus der Menge der gelben

Fische ks Fische aussuchen, dafiir gibt es (Z;) Moglichkeiten. Da man jede Auswahl der roten
Fische mit jeder Auswahl der gelben Fische beliebig kombinieren kann, ergibt sich fiir die

Anzahl der Elemente in A:
nq N9
A= . )
# (k‘l) (kz)

Fiir die Wahrscheinlichkeit von A erhalten wir dann
_#A Ga) - ()
#2 (+)
Diese Formel nennt man die hypergeometrische Verteilung. Genauer: man sagt, dass die

Anzahl der roten Fische, die der Fischer gefangen hat, eine hypergeometrische Verteilung
hat.

PlA]

BEeIspIEL 2.3.2 (Lotto). Es werden 6 Kugeln aus einem Topf mit 49 nummerierten Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Man darf auf 6 verschiedene Nummern tippen. Bestimme die
Wahrscheinlichkeit von

A = “man hat genau 3 Nummern richtig getippt”.
Auf die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, wird beim Lotto nicht getippt.
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LOsuNG. Kugeln = Fische. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit tippen wir auf die Kugeln
1,2,...,6. Das sind die roten Fische. Alle anderen Kugeln, ndmlich 7, ..., 49, sind die gelben
Fische. Die Kugeln liegen in der Urne (= die Fische schwimmen im Teich). Es werden 6
Kugeln zufillig ohne Zuriicklegen gezogen (= 6 Fische gefangen). Wir interessieren uns fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen 6 Fischen genau 3 rot sind. Es ergibt sich

() - (5)
P[A] = W ~ 0.01765.
Wir konnen das Beispiel mit den Fischen verallgemeinern.

BEISPIEL 2.3.3 (Eine allgemeinere Form der hypergeometrischen Verteilung). Wir betrachten
einen Teich mit n Fischen. Jeder Fisch habe eine der » > 2 Farben. Es gebe im Teich n,
Fische von Farbe 1, ny Fische von Farbe 2, ..., n, von Farbe r, wobei ny + ...+ n, = n.
Ein Fischer fangt ohne Zuriicklegen k£ Fische. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses

A = “es wurden k; Fische von Farbe 1,
ko Fische von Farbe 2,

k, Fische von Farbe r gefangen”.

Dabei seien kq, ..., k. gegeben und es gelte k1 + ... + k. = k.

n ny ny
Q= A= - .
w0 () #4=(0) ()
A () )
# (%)
BEISPIEL 2.3.4. Ein Kartenspiel aus 52 Karten wird auf 2 Spieler verteilt, jeder erhélt 26
Karten. Bestimme die Wahrscheinlichkeit von

LOsuNG. Es gilt

Somit erhalten wir

PlA]

A = “Erster Spieler erhélt genau 3 Asse, genau 2 Konige und genau 1 Dame”.

LOSuUNG. Die Grundmenge besteht aus allen 26-elementigen Teilmengen einer 52-elementigen
Menge. Diese Teilmenge ist die Menge der Karten, die der erste Spieler bekommt, der zweite
bekommt dann automatisch den Rest. Es gilt somit #€) = (gz) Damit A eintritt, muss der
erste Spieler 3 der 4 Asse, 2 der 4 Konige, 1 der 4 Damen, und 20 der 40 restlichen Karten
bekommen. Somit erhalten wir

#-() () () ()

Die Wahrscheinlichkeit von A ist




2.4. Binomialverteilung und Multinomialverteilung

BEISPIEL 2.4.1. In einem Teich schwimmen n Fische, davon seien n; rot und ny gelb, mit
ny+ny = n. Es werden k Fische mit Zuriicklegen gefangen. Bestimme die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses

A = “Es wurde genau k;-mal ein roter Fisch aus dem Teich gezogen”.

BEMERKUNG 2.4.2. Definiert man ks = k — ki, so kann man das Ereignis A auch so be-
schreiben:

A = “Es wurde genau ks-mal ein gelber Fisch aus dem Teich gezogen”.

LOSUNG. Es handelt sich um eine k-fache Wiederholung (unter gleichen Bedingungen) des
Experiments “ein Fisch wird gezogen, Farbe notiert, Fisch freigelassen”. Somit gilt

Q=1{1,....n}"

Die Anzahl der Ausgénge ist #Q = n*. Um die Anzahl der Elemente in A zu bestimmen,
schauen wir uns zuerst ein anderes Ereignis an:

B = “Bei den ersten k; Versuchen wurden rote Fische gefangen

und bei den restlichen ky Versuchen wurden gelbe Fische gefangen”.

Der Unterschied zwischen den Ereignissen A und B besteht darin, dass bei B die Nummern
der Versuche, bei denen rote (bzw. gelbe) Fische gefangen werden sollen, explizit angegeben
sind. Bei A hingegen diirfen diese Nummern beliebig sein. Es gilt

k k
#B=n;-ny-...-Np-Ng-...ng =ny" - ny°.
Somit errechnet sich die Wahrscheinlichkeit von B zu

nkl . nk2
Bei A kann man sich zusétzlich die Versuche, bei denen ein roter Fisch gefangen werden soll,
frei aussuchen. Es gibt dafiir (kk1 ) = (kk2 ) Moglichkeiten. Somit besteht A aus (:1 ) disjunkten
“Kopien” von B und wir erhalten

k k
H#A= (lﬁ) -#B = (kl) -n’fl 'nISQ-

Fiir die Wahrscheinlichkleit von A erhalten wir

pray - () I () ey
k1 nk k1 n n
Man sagt, dass die Anzahl der Versuche, bei denen ein roter Fisch gefangen wurde, binomi-
alverteilt ist.

Nun werden wir das obige Beispiel erweitern, indem wir eine beliebige Anzahl an Farben
zulassen. Dafiir brauchen wir eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten.

BEeISPIEL 2.4.3 (Multinomialkoeffizienten). Es seien k unterscheidbare (z.B. nummerierte)
Gegenstéande gegeben. Diese will man auf r unterscheidbare (z.B. nummerierte) Schubladen
verteilen. In eine Schublade kénnen mehrere Gegenstéande gelegt werden. Leere Schubladen
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sind zugelassen. Zwei Verteilungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Gegenstédnde inner-
halb der Schubladen unterscheiden, gelten als identisch. Wie viele Méglichkeiten gibt es, die
Gegensténde auf die Schubladen zu verteilen, so dass die erste Schublade k1 Gegensténde, die
zweite ko, ..., die r-te Schublade k, Gegenstdnde enthéalt? Dabei seien ky, ..., k. vorgegeben
mit k& + ...+ k. = k.

LOSUNG. Die gesuchte Anzahl N ist gegeben durch

(O ()

Der Faktor (:1 ) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die k; Gegenstéinde auszusuchen, die in
die erste Schublade gelegt werden sollen. Danach stehen uns nur noch k — k; Gegensténde

zu Verfiigung. Der Faktor (k;fl) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die ko Gegenstéinde aus-

zuwihlen, die in die zweite Schublade gelegt werden sollen. Und so weiter. Ubrigens ist der

letzte Faktor, ndmlich (k_kl_,'ﬁ"_k“l), gleich 1, da wir bei der letzten Schublade keine Wahl

mehr haben. Dies kann man schreiben als
N = k! (k — kqp)! (k—Fky—...—k._1)!
kM= k) Rl(k =k — k) T k,.10! ’
oder, nachdem Terme gekiirzt wurden,
k!
N=———.
LI |

DEFINITION 2.4.4. Die Multinomialkoeffizienten sind definiert durch

k B k!
ki, ..o ko) ke kU

Dabei wird k; + ... + k. = k vorausgesetzt.

BEMERKUNG 2.4.5. Im Spezialfall » = 2 haben wir (k1kk2) = (:1) = (:2), mit ki + ko = k.

SATZ 2.4.6 (Eigenschaften der Multinomialkoeffizienten). Es gelten folgende Formeln:
k k k k
(1) (k:1 ..... kr) = (k1—1,k2 ..... kr) + (lchkg—l ,,,,, kr> toF (kl ..... kT—l)'

777777

-----

KOROLLAR 2.4.7. Es gilt > (k k k ) =rk,
ket o=k T

BEISPIEL 2.4.8. 33 Schiiler sollen auf 3 FuBlballmannschaften (jeweils 11 Schiiler) verteilt
werden. Wieviele Moglichkeiten gibt es?

LOSUNG. Das Problem kann auf zwel verschiedene Weisen verstanden werden. Wenn die 3
Mannschaften (= Schubladen) unterscheidbar sind, gibt es

33 33!
(11,11,11) (11!)3 36526995463040
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Moglichkeiten. Unterscheidbar konnte z.B. heiflen, dass die erste Mannschaft in der ersten
Liga Spielen soll, die zweite in der zweiten, und die dritte in der dritten. In diesem Fall miissen
zwei mogliche Verteilungen der Schiiler auch dann als verschieden angesehen werden, wenn
sie sich nur durch das Permutieren der Mannschaften unterscheiden.

Wenn die 3 Mannschaften ununterscheidbar sind, so gibt es weniger Méglichkeiten. Es miissen
namlich jeweils 3! = 6 Moglichkeiten, die sich nur durch das Permutieren der Mannschaften
unterscheiden, als gleich angesehen werden. Die Anzahl der Moglichkeiten ist dann gegeben
durch

1 33
— = 22754499243840.
3! (11, 11, 11) 754499243840

BEISPIEL 2.4.9 (Multinomialverteilung). In einem Teich schwimmen n Fische. Jeder dieser
Fische hat eine der r moglichen Farben. Die Anzahl der Fische von Farbe i sei mit n;
bezeichnet, wobei ¢ = 1,...,r. Dabei gelte ny + ...+ n, = n. Ein Fischer fangt k£ Fische mit
Zuriicklegen. Bestimme die Wahrscheinlichkeit von

A = “es wurden k; Fische von Farbe 1,
ko Fische von Farbe 2,

k, Fische von Farbe r gefangen”.

LOSUNG. Es handelt sich um ein Produktexperiment und somit gilt #Q = n*. Fiir die Anzahl

der Elemente in A gilt
k
#A= (k1,...,kr) ey

e PR R € AR €

BEISPIEL 2.4.10. Es werde 12-mal mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt. Bestimme die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses

Somit erhalten wir

A = “Jede der 6 moglichen Augenzahlen wurde genau 2-mal gewtirfelt”.

LOSUNG. Mit n =6,r =6, k1 = ... = kg = 2, k = 12 erhalten wir

12 1
P[A] = —.
[4] (2,2,2,2,2,2) 612
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