KAPITEL 3

Zufallsvariablen

Ein Zufallsexperiment ergibt oft eine zuféllige Zahl. Diese Zahl bezeichnen wir als Zufallsva-
riable.

BEISPIEL 3.0.1. Beim zweimaligen Wiirfeln kann man folgende Zufallsvariablen betrachten:
Augensumme, groflere Augenzahl, kleinere Augenzahl, Differenz der Augenzahlen, ...

DEFINITION 3.0.2. Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heiit jede Funk-
tion

X: Q=R
eine Zufallsvariable. Fiir w € Q heifit X (w) der Wert von X zum Ausgang w.

BEISPIEL 3.0.3. Wir betrachten das zweimalige Wiirfeln. Die Grundmenge ist dann
Q= {(ay,as) : a,ap € {1,...,6}} ={1,...,6}>
Dann kann man z.B. folgende Zufallsvariablen X; : 2 — R und X, : 2 — R definieren:
Xi(ay,az) = ay (“erste Augenzahl”)
Xo(a1,a9) = ay  (“zweite Augenzahl”).

Wird z.B. der Ausgang (2,6) gewiirfelt, so nimmt X; den Wert 2 und X, den Wert 6 an.
Definieren wir nun Y = X; + X5, dann gilt

Y(ai,a2) = a; +ay (“die Augensumme”).
Sei Z = max (X1, X3), dann gilt
Z(ay,ay) = max(ay, az) (“groBere Augenzahl”).
Hier sind X7, X5, Y, Z Beispiele von Zufallsvariablen.

DEFINITION 3.0.4. Sei A C (2 ein Ereignis. Die Indikatorfunktion von A ist die Zufallsvariable
14:Q — R, die wie folgt definiert wird:

1, weA,
HA(W):{O wé¢ A

Die Indikatorfunktion nimmt den Wert 1 genau dann an, wenn das Ereignis A eintritt.
Ansonsten nimmt sie den Wert 0 an.

BEMERKUNG 3.0.5. Fiir beliebige Ereignisse A, B C €2 gelten folgende Eigenschaften:
(1) Ly = 1a- 1.
(2) ILAUB :max{]lA,]lB}.
(3) Taup=1a+1p falls AN B = (.
(4) ILAAB:ILA"i_]lB mod 2.



DEFINITION 3.0.6. Sei Z : €2 — R eine Zufallsvariable. Die Zdhldichte oder die Verteilung
von Z ist die Funktion pyz : R — [0, 1] mit

pz(y) =PlZ = y] =Pl{w € Q: Z(w) = y}].
Mit anderen Worten, pz(y) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable Z den Wert

1y annimmt.
DEFINITION 3.0.7. Sei Z eine Zufallsvariable. Das Bild von Z ist die Menge
Im(Z) ={yeR:3we Qmit Z(w) = y}.
Mit anderen Worten, Im Z ist die Menge aller Werte von Z. Fiir y ¢ Im(Z) gilt es pz(y) = 0.

BEMERKUNG 3.0.8. Fiir die Zahldichte gelten folgende zwei Eigenschaften:
(1) pz(y) € [0,1] fiir alle y € R.
(2) Zyelm(Z) pZ(y) =L

BEISPIEL 3.0.9. Es sei Z die Augensumme beim Wiirfeln mit 2 fairen Wiirfeln. Bestimme
die Zahldichte von Z.

LOsUNG. Die Grundmenge dieses Experiments ist = {1,...,6}? mit #Q = 36. Die Menge
der Werte, die Z annehmen kann, ist Im(Z) = {2, ..., 12}. Nun bestimmen wir die Z&hldichte
von Z:

pA(2) =BlZ=2)=
pal3) = PlZ =3 = o
paA) =PlZ =T = o
2
pz(11) =P[Z = 11] = 36
p2(12) = P[Z = 12] = %

Zusammenfassend gilt

y—1

Ly ye{2,...,7},
pz(y) =< 35,

{% ye{7,...,12}.

BEISPIEL 3.0.10. Sei A C Q ein Ereignis und Z = 14 die Indikatorfunktion von A. Fiir die
Zahldichte von Z gilt:
1 —-P[A], y=0,
pz(y) = P[A]a =1,
0, sonst.



