KAPITEL 4
Unabhingigkeit

4.1. Unabhéingigkeit von Ereignissen

Wir stellen uns vor, dass zwei Personen jeweils eine Miinze werfen. In vielen Féllen kann
man annehmen, dass die eine Miinze die andere nicht beeinflusst (d.h., es gibt keine Inter-
aktion zwischen den Miinzen). Das bedeutet, dass jedes Ereignis, das mit der ersten Miinze
zusammenhéngt, von jedem Ereignis der anderen Miinze unabhéngig ist.

Welche Ereignisse sind dann abhéngig? Man stelle sich vor, die beiden Miinzen sind durch
einen Stab miteinander verbunden, sodass sie immer das gleiche Symbol zeigen. In diesem
Fall hangt das Symbol, das die erste Miinze zeigt, vom Symbol der zweiten Miinze ab.

Nun stellen wir uns vor, dass die erste Miinze in 60% aller Fille Kopf zeigt, wihrend die
zweite Miinze in 50% aller Félle Kopf zeigt. Sind die Miinzen unabhéngig, so miisste das
Ereignis “beide Miinzen zeigen Kopf” in 50% derjenigen Fille eintreten, wo die erste Miinze
Kopf zeigt. Das heif3t, die Wahrscheinlichkeit, dass beide Miinzen Kopf zeigen, sollte sich als
das Produkt 0.6 - 0.5 errechnen. Wir werden diese Uberlegung als eine Definition benutzen.

DEFINITION 4.1.1. Seien (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C € zwei Ereignisse.
Dann heiflen A und B unabhdngig, wenn

(4.1.1) P[AN B] =P[A] - P[B].
Wenn dies nicht gilt, heiflen die Ereignisse A und B abhéngig.

Es zeigt sich, dass manche FEreignisse, die im ersten Moment abhéngig erscheinen, doch
unabhéngig sind.

BEISPIEL 4.1.2. Wir betrachten das einmalige Werfen eines fairen Wiirfels und legen folgende
Ereignisse fest:

A = “Augenzahl ist > 5" = {5,6}, B = “Augenzahl ist gerade” = {2,4,6}.
Es gilt dann

2 1 3 1
PAl==-=—-, PB]==-=-.
6 3 6 2
Sind diese beiden Ereignisse nun unabhéngig oder nicht? Es gilt AN B = {6} und somit
1 11
P[ANB|=-=---=P|A|-P[B|.
[ANB)=¢ =35 =Pl P[B]

Es folgt, dass A und B per Definition unabhéngig sind (obwohl es intuitiv nicht so scheint).
Betrachte nun zusétzlich das Ereignis

C' = “Augenzahl ist > 4” = {4,5,6}.

Man sieht, dass P[B] = P[C] = 3, wihrend P[BN C] = 2 # P[B] - P[C]. Ereignisse B und C
sind somit abhéngig.



BEISPIEL 4.1.3. Wir betrachten das Wiirfeln mit 3 fairen Wiirfeln. Die Wiirfel muss man sich

immer als unterscheidbar vorstellen. Beispielsweise, kann man sie mit verschiedenen Farben

farben. Dieses Experiment ergibt 3 Augenzahlen. Die Grundmenge dieses Experiments ist

Q={1,...,6} mit #Q = 6>. Nun kénnen wir 3 Zufallsvariablen X, X5, X3 definieren:
X;: Q= R, X;(ay,as,a3) = a; = “Augenzahl, die Wiirfel i zeigt”,

wobei i = 1,2,3 und ay, as, a3 € {1,...,6}. Nun definieren wir zwei Ereignisse A und B:

A ={X; = Xy} = “die ersten beiden Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”,
B ={Xy = X3} = “der zweite und dritte Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”.
Sind die Ereignisse A und B nun unabhéngig oder abhéngig? Es scheint, dass beide Ereig-

nisse von der zweiten Augenzahl X5 abhéngen. Dennoch sind sie unabhéngig, was wir nun
nachweisen. Es gilt

A={(a,a,b):a,be{l,...,6}},
B ={(a,b,b):a,be {1,...,6}}.

Somit erhalten wir, dass #A = #B = 6% und
62
T 6

P[A] = PB] —é
Fiir das Ereignis AN B gilt

ANB={X; =X, =X3} ={(a,a,a) :a € {1,...,6}}.
Somit erhalten wir #(A N B) = 6 und

6 1 11
PANB=G=5"55

Daher sind die Ereignisse A und B per Definition unabhéngig.

— P[A] - P[B].

BEMERKUNG 4.1.4. Disjunktheit und Unabhéngigkeit sind vollig verschiedene Begriffe. Dis-
junkte Ereignisse sind ndmlich niemals unabhéngig (auBler eines der Ereignisse hat die Wahr-
scheinlichkeit 0). Wir beweisen das. Seien A und B disjunkt (d.h. AN B = @) mit P[A] #0
und P[B] # 0. Aus unseren Annahmen folgt, dass

P[AN B] =P[)] = 0 # P[A] - P[B].
Somit sind A und B abhéngig.
BEMERKUNG 4.1.5. Ereigniss 2 ist von jedem Ereignis A unabhéngig, denn
P[QN Al =P[A] = P[A] - P[Q], da P[] = 1.
Ereignis ) ist ebenfalls von jedem Ereignis A unabhingig, denn
P[d N A] = P[0] = P[A] - P[0], da P[@] = 0.

Die beiden Aussagen sind ziemlich natiirlich. Zum Beispiel tritt das sichere Ereignis €2 immer
ein, unabhéngig davon, ob irgend ein anderes Ereignis A eintritt oder nicht.

Wir haben definiert, wann zwe: Ereignisse unabhéngig sind. Nun wollen wir definieren, wann
viele Ereignisse unabhéngig sind.



DEFINITION 4.1.6. Eine Familie Ay, A, ... C € von Ereignissen heift unabhdngig, wenn fiir
alle £ € N und alle Indizes i1 < ... < i gilt, dass

(4.1.2) PlA;, N...NA;, ] =P[A;,] ... - P[A;,].

DEFINITION 4.1.7. Ereignisse Aq, As,... C Q heiflen paarweise unabhingig, wenn fiir alle
/L.l,Z.Q € N mit il 7é iQ gllt

(4.1.3) P[A;, NA,] =P[A,] - P[A,].

Unabhéngige Ereignisse sind paarweise unabhéngig. Das folgt aus den beiden Definitionen.
Wir wollen nun an einem Beispiel zeigen, dass die Umkehrung nicht gilt.

BEISPIEL 4.1.8. Wir betrachten das Wiirfeln mit 3 fairen Wiirfeln. Wir bezeichnen mit X
die Augenzahl, die der i-te Wiirfel zeigt, wobei ¢ = 1,2, 3. Wir legen die Ereignisse A, B und
C wie folgt fest:

A={X;1=Xo}, B={X,=X;3}, C={Xs=X;}.

Wir haben bereits in Beispiel 4.1.3 gezeigt, dass A und B unabhéngig sind. Analog sind
auch A und C unabhéngig, und das Gleiche gilt fiir B und C. Somit sind Ereignisse A, B, C'
paarweise unabhéngig.

Wir zeigen nun, dass die Familie A, B, C' nicht unabhéngig ist. Der Schnitt der 3 Mengen ist
gegeben durch:

AﬂBﬂO:{Xl :X2:X3}:{<(I,CL,(I)ZCLE {1,,6}}
Somit gilt #(AN BNC) = 6. Die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge AN B N C ist somit
6 1 1 1 1 1
]P’[AHBHC]:@:ﬁ P[A]-P[B]-P[C] ===~ ==
Die Familie A, B, C' ist paarweise unabhéngig, aber nicht unabhéngig.
BEMERKUNG 4.1.9. Von nun an wird nur noch der Begriff der Unabhéngigkeit benutzt. Die
paarweise Unabhéngigkeit spielt keine Rolle in der Zukunft.
SATZ 4.1.10. Es seien A, B C Q) zwei unabhdngige Ereignisse. Dann gilt:
(1) A und B¢ sind unabhdngig.
(2) A® und B sind unabhdngig.
(3) A° und B¢ sind unabhdingig.
BEWEIS. Wir zeigen, dass A und B¢ unabhéngig sind. Wir setzen P[A] = p, P[B] = ¢. Da A
und B unabhingig sind, folgt P[A N B] = p - ¢. Somit gilt
P[AN BY = P[A\B] = P[A] —~ P[AN B] = p—p-q =p- (1 — q) = P[A] - P[B.
Es folgt, dass A und B¢ unabhéngig sind. Die beiden anderen Aussagen lassen sich analog
beweisen. 0

SATZ 4.1.11. Es seien A, B,C' C 2 unabhingig Ereignisse. Dann gilt
(1) A, BUC sind unabhingig.
(2) A, BN C sind unabhingig.



BewErs. Ubung. O

BEMERKUNG 4.1.12. Diese Aussage kann auch verallgemeinert werden. Betrachte eine un-
abhéngige Familie von Ereignissen Aq,..., A,, B1,..., B,,. Es sei A irgendein Ereignis, das
aus Ereignissen Ay, ..., A, durch die Anwendung von mengentheoretischen Operationen U,
N, ¢ in irgendeiner Reihenfolge entsteht. Sei B ein Ereignis, das aus By, ..., B,, durch An-
wendung von U, N, ¢ entsteht. Dann sind A und B unabhéngig.

4.2. Produktriume

Wir betrachten n Experimente (€4,P,),. .., (2,,P,) mit Wahrscheinlichkeitsfunktionen
pi(a) =P;({a}), a €y, i=1,... n.

Wir stellen uns nun vor, dass diese Experimente unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden.
Die Unabhéngigkeit kann man beispielsweise erreichen, indem man die Experimente raumlich
voneinander trennt.

Werden nun alle Experimente ausgefiihrt, so ist die Grundmenge gegeben durch

Q:Ql X .. XQn:{(al,...,an):ai GQZ}
Wegen der Unabhéingigkeit liegt es nun nahe, die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs (ay, ..., a,) €

Q) wie folgt zu definieren:

plag,...,a,) = pi(ar) - pa(as) - ... - pulay),

wobei p;(a;) die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs a; € €2; im i-ten Experiment ist. Die
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A C {2 definieren wir dann wie folgt:

def
PIA]= ) pla).
acA
Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heifit der Produktraum von (21,P),..., (2, P,) und
wird auch mit (€25 x ... x Q,,P; x ... x P,) bezeichnet.

BEISPIEL 4.2.1. Wir betrachten Ereignisse Ay C (4,..., A, C ,. Das Ereignis A; ist
somit mit Experiment ¢ verbunden. Nun betrachten wir das folgende Ereignis: “Im ersten
Experiment tritt A; ein, im zweiten Experiment tritt A, ein, usw.”. Dieses Ereignis kann
man auch wie folgt darstellen:

d
Avxoox Ay L(an, . an) rar € Ay, an € Ay C Q.

Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses

PlA; X ... X A,] = > play, ... a)

(al,...,an)GAl X...XAp

=Y ple) )

aleAlv--waneAn

= (Z p(al)) ( Z p(an)>
a1 €A an€An

—PiA] ... P[A,].
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4.3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

BEISPIEL 4.3.1. Stellen wir uns vor, dass jemand mit 2 fairen Wiirfeln wiirfelt. Die Grund-
menge ist Q2 = {1,...,6}*. Wir betrachten zwei Ereignisse:

A = “erster Wiirfel zeigt 6” = {(6,1), (6,2),...,(6,6)},
B = “Augensumme = 10” = {(6,4), (5,5), (4,6)}.

Stellen wir uns vor, dass das Experiment durchgefiihrt wurde und dass uns mitgeteilt wurde,
dass das Ereignis B eingetreten ist. Ob das Ereignis A eingetreten ist, wissen wir aber nicht.
Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit von A bestimmen, gegeben, dass B eingetreten ist.
So etwas nennt man “bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B” und bezeichnet mit
P[A|B]. Da B eingetreten ist, kommen nur Ausgéinge {(6,4),(5,5),(4,6)} in Frage. Alle
anderen Ausginge sind durch die Information, dass B eingetreten ist, ausgeschlossen. Die
Grundmenge hat sich also auf das Ereignis B verkleinert. Von den drei gleichwahrscheinlichen
Ausgéngen {(6,4), (5,5), (4,6)} fithrt aber nur der Ausgang (6,4) zum Eintreten von A. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist also
1
P[A|B] = .
3
Zum Vergleich: die Wahrscheinlichkeit von A ohne Bedingungen ist P[A] = %.
DEFINITION 4.3.2. Seien A, B C 2 zwei Ereignisse mit P[B] # 0. Die bedingte Wahrschein-
lichkeit von A gegeben B ist definiert durch
P[AN B|
P[B]
BEMERKUNG 4.3.3. Beachte: A|B ist kein Ereignis, sondern lediglich eine Notation fiir eine
neue Art von Wahrscheinlichkeit.

SATZ 4.3.4. Sei B C Q) ein Ereignis mit P[B] # 0.
(1) Fir jedes Ereignis A C Q0 gilt P[A|B] € [0, 1].
(2) Es gilt P[QY|B] = P[B|B] =1 und P[}|B] = 0.
(3) Fir paarweise disjunkte Ereignisse Ay, As, ... C Q gilt:

(4.3.1) P[A|B] =

P U2, A;|B] = jSPAw
(4) Fiir jedes Ereignis A C Q gilt P[A°|B] = 1 — P[A|B].
(5) Sind Ereignisse A und B unabhdngig, so gilt P[A|B] = P[A].
BEWEIS. Zu (1): Folgt aus 0 < P[AN B] < P[B] und (4.3.1). Zu (3):

u (5): Sind A und B unabhéngig, so heifit es, dass P[AN B| = IP’[A]]P’[B]. Es folgt, dass
P[ANB] P[A]-P[B]
PB] P[B]

P[A|B] = = P[A].



O

BEMERKUNG 4.3.5. Aus (4.3.1) sieht man, dass P[A|B] und P[B|A] im Allgemeinen nicht
gleich sein miissen.

SATZ 4.3.6 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Die Grundmenge sei als Q@ = By U
... U B, dargestellt, wobei By, ..., B, paarweise disjunkte Ereignisse sind und P[B;] # 0 fir
allei =1,...,n. Sei A C Q ein weiteres Ereignis. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von

A:
P[] = > _P[A|B]- P[B)].

BEWEIS. Das Ereignis A ist eine disjunkte Vereinigung der Ereignisse AN By,..., AN B,.
Somit gilt

PA] = PUL,(AN B = S PlAN B] = 3 PlAIB] - PIB)]

O

BEISPIEL 4.3.7 (Grippetest). Bei einer kranken Person schliagt ein Grippeschnelltest mit
Wahrscheinlichkeit 0.9 an. Bei einer gesunden Person kann der Test allerdings ebenfalls
anschlagen, und zwar mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.2. Wenn nun 1% aller Personen in
einer Population tatsdchlich krank sind, wie grof§ ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der
Test bei einer zufillig gewdhlten Person anschlagt?

LOSUNG. Wir legen zunéchst passende Ereignisse fest:
A = “Person wird positiv getestet”,

By = “Person hat Grippe”,
By = “Person hat keine Grippe”.

Also sind die Ereignisse B; und B, disjunkt, d.h. B; N By = (), und es gilt Q = B; U B,. Laut
Aufgabenstellung gilt

P[A|By] = 0.9,
P[A|By] = 0.2.
Da zusétzlich noch bekannt ist, dass 1% aller Personen krank sind, gilt auflerdem:

P[B,] = 0.01,
P[B,] = 1 — 0.01 = 0.99.

Mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:
P[A] = P[A|By] - P[By] + P[A|Bs] - P[B3] = 0.9 -0.01 4+ 0.2 - 0.99 = 0.207.
Eine Person wird also mit Wahrscheinlichkeit 0.207 positiv getestet.
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SATZ 4.3.8 (Bayes-Formel). Die Grundmenge sei als Q@ = By U ... U B, dargestellt, wobei
By, ..., B, paarweise disjunkte Ereignisse sind und P[B;] # 0 fir allei =1,...,n. Sei A C Q
ein weiteres Ereignis mit Wahrscheinlichkeit P[A] # 0. Dann gilt fir alle i =1,... n:
PIA|B] - P[Bi] _  P[A|Bi] - P[B]]
P[A] > i—1 P[A|By] - P[By]
BeEwEIs. Wir wenden die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (4.3.1) zweimal an:
P(B,|A] = P[B; N A] _ P[AN B;] _ P[A|B;] - P[B]
P[A] P[A] P[A]

Das beweist die erste Hilfte von (4.3.2). Die zweite Hélfte folgt aus dem Satz von der totalen
Wabhrscheinlichkeit. O

(4.3.2) P[B;|A] =

BEISPIEL 4.3.9 (Fortsetzung von Beispiel 4.3.7). Eine Person, iiber die nicht bekannt ist,
ob sie gesund oder krank ist, wurde positiv getestet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie
tatsiachlich krank?

LOSUNG. Gegeben ist, dass die Person positiv getestet wurde. Das Ereignis A ist also ein-
getreten. Gegeben diese Information wollen wir wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
Ereignis B; eintritt. Gefragt wird also nach der bedingten Wahrscheinlichkeit P[B;|A]. Die
Bayes-Formel (4.3.2) ergibt

PlA|B,]-P[B,] 0.9-0.01

P[A] ©0.207

Wir erkennen also, dass dieser Schnelltest ziemlich schlecht ist. Man kann auch die Wahr-
scheinlichkeit berechnen, dass eine Person gesund ist, gegeben, dass sie positiv getestet wurde:

P[B,|A] = 1 — P[By|A] ~ 1 — 0.043 ~ 0.957.

P[B,|A] = ~ 0.043.

4.4. Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Wir haben Unabhéngigkeit von Ereignissen definiert. Man kann aber auch Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen definieren. Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

DEFINITION 4.4.1. Die Zufallsvariablen Xi,..., X, : € — R heiflen unabhdingig, wenn fiir
alle y1,...,y, € R gilt:

Diese Definition lésst sich in folgender dquivalenter Form darstellen.

SATZ 4.4.2. Seien Xq,..., X, : Q = R Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum (S, P). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(1) Die Zufallsvariablen X, ..., X, sind unabhdingig.
(2) Fiir beliebige Mengen By, ..., B, C R gilt:

(4.4.2) PX; € By,..., X, € B, =P[X; € By]-...-P[X,, € B,].

(3) Die Ereignisse {X1 =u1},...,{Xn = yn} sind unabhingiq fir alle yi,...,y, € R.
(4) Die Ereignisse {X1 € B1},...,{X, € B,} sind unabhingig fir alle By, ..., B, C R.
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Wenn man jedoch eine unendliche Familie von Zufallsvariablen betrachtet, dann heiflen diese
Zufallsvariablen unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie unabhéngig ist.

DEFINITION 4.4.3. Die Zufallsvariablen X, X5, ... heiflen unabhéngig, wenn fiir alle n € N
gilt, dass X,..., X, unabhéngig sind.

BEISPIEL 4.4.4. Wir wiirfeln n-mal mit einem fairen Wiirfel. Die Grundmenge lautet 2 =

{1,...,6}" und wir gehen von der Laplace-Annahme aus, dass alle Ausgénge in 2 die gleiche
Wahrscheinlichkeit 1/6™ haben. Wir bezeichnen mit X; die Augenzahl beim i-ten Wurf:

Xi(al,...,an) = Qa, (al,...,an) e (.

Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhéngig sind. (Das ist im Einklang
mit dem gesunden Verstand). Es gilt

PX, =y,..., X :y]:{ﬁ%, falls y1,...,yn € {1,...,6},

0, sonst

BEISPIEL 4.4.5. In diesem Beispiel betrachten wir die Augensumme S = X; +...+ X,,. Wir
zeigen, dass die Zufallsvariablen S und X; abhéngig sind. Zu diesem Zweck miissen wir einen
Fall finden, fiir den die Produktformel nicht gilt. Wir betrachten die Ereignisse {X; = 1}
und {S = 6n}. Die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse sind strikt positiv:

1 1
Auf der anderen Seite, konnen beide Ereignisse gleichzeitig nicht eintreten, somit
PX; =1,5S=6n|=0.
Daraus folgt dann, dass S und X; abhéngig sind.

BEMERKUNG 4.4.6. Es sei Xq,...,X,,Y1,...,Y,, eine unabhéngige Familie von Zufallsva-
riablen. Man kann zeigen, dass fiir beliebige Funktionen f : R® — R und ¢g : R™ — R die
Zufallsvariablen f(X7y,...,X,) und g(Y3,...,Y,,) unabhingig sind.



