KAPITEL 8

Zufallsvariablen: Die allgemeine Definition

8.1. Zufallsvariablen

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir ausschliefSlich Zufallsvariablen mit endlich oder abzéahlbar
vielen Werten (also diskrete Zufallsvariablen) betrachtet. Jetzt werden wir allgemeine Zu-
fallsvariablen einfiihren.

DEFINITION 8.1.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q@ — R
heifit messbar, wenn fiir alle a € R gilt:
{X <a} eF.
Hierbei ist {X < a} die Menge aller Punkte im Wahrscheinlichkeitsraum, wo die Funktion
X einen Wert < ¢ annimmt:
{X<a}={we: X(w) <a} C
Eine messbare Funktion nennen wir auch eine Zufallsvariable.

Fiir eine Zufallsvariable X ist also die Wahrscheinlichkeit P[X < a] wohldefiniert. Der néchste
Satz besagt, dass auch die Wahrscheinlichkeit P[X € B] wohldefiniert ist, wobei B C R eine
beliebige Borel-Menge ist.

SATZ 8.1.2. Sei X : Q) = R eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge B C R:
{XeB}eF.
Hierbei ist
{(XeB}=XYB)={weQ: X(w) € B}.
BEMERKUNG 8.1.3. Aus diesem Satz folgt, dass fiir eine Zufallsvariable X gilt:

(1) Das Ereignis {X = a} ist messbar, fiir alle a € R.

(2) Das Ereignis {X € A} ist messbar, fiir jede hochstens abzéhlbare Menge A C R.

(3) Somit ist auch das Ereignis {X ¢ A} = {X € A} ebenfalls messbar, fiir jede
hochstens abziahlbare Menge A C R.

(4) Insbesondere ist das Ereignis {X € Q} messbar.

(5) Ereignisse {a < X < b}, {a < X <b}, {a < X <b}, {a <X < b} sind messbar.

Fiir den Beweis von Satz 8.1.2 bendtigen wir eine Hilfsaussage.

PROPOSITION 8.1.4. Seien (2, F) ein Messraum und E eine Menge. Auflerdem seien X :
Q — E eine Abbildung und € C 2F eine Mengenfamilie mit der Eigenschaft, dass X *(B) €
F fiir jede Menge B € €. Dann gilt auch X 1 (B) € F fiir jede Menge B € o(£).
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BEMERKUNG 8.1.5. Mit anderen Worten: Um zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus
einer o-Algebra messbar sind, reicht es zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus einem
Erzeuger dieser o-Algebra messbar sind.

BEWEIS VON PROPOSITION 8.1.4. Wir wollen zeigen, dass das Urbild jeder Menge aus
0(€) ein Element von F ist. Deshalb betrachten wir die Familie

A={BCE:XYB)e F}c2t

Wir werden im Weiteren zeigen, dass die Familie A eine o-Algebra ist. Aulerdem gilt £ C A
laut Voraussetzung. Die Familie A ist also eine o-Algebra, die £ enthélt. Die von & erzeugte
o-Algebra o(&) ist (laut Definition der erzeugten o-Algebra) die kleinste o-Algebra, die £
enthélt. Somit muss (&) C A gelten. Fiir jede Menge B € (&) gilt dann B € A. Laut
Definition von A bedeutet das, dass X ~!(B) € F fiir jede Menge B € o(&). Das beweist die
Behauptung der Proposition.

Wir werden nun zeigen, dass fiir die Familie A alle drei Bedingingen aus der Definition einer
o-Algebra gelten.

Bedingung 1. Es gilt E € A, denn X }(F) =Q und Q € F.

Bedingung 2. Wir zeigen, dass A komplementstabil ist. Sei also A € A. Wir zeigen, dass
A¢ e A. Es gilt

XU A) = {weQ: X(w) €AY ={weQ: X(w) ¢ A} = {we Q: X(w) € A} = (X1(A))".

Aus A € A folgt, dass X '(A) € F. AuBerdem ist die Familie F eine o-Algebra und
somit komplementstabil. Es folgt, dass X 1(A°) = (X1(A))¢ € F. Das bedeutet aber, dass
Ace A

Bedingung 3. SchlieBlich zeigen wir, dass die Familie A o-vereinigungsstabil ist. Seien also
Ai, Ag, ... € A. Wir zeigen, dass U,enA, € A. Es gilt

X Upend,) ={w € Q: X(w) € UpenAn} = Upen{w € Q: X(w) € A} = Upen X 1(4,).

Aus A, € A folgt, dass X 1(A,) € F fiir alle n € N. AuBerdem ist die Familie F eine o-
Algebra und somit o-vereinigungsstabil. Es folgt, dass X 1 (U,enA,) = Unen X 1(A,) € F.
Das bedeutet, dass U,cnA, € A.

Somit haben wir gezeigt, dass die Mengenfamilie A eine o-Algebra ist. O
BEWEIS VON SATZ 8.1.2. Betrachte die Mengenfamilie
£ ={(—00,d],a € R} C 2%,

Da X : Q — R messbar ist, gilt X~ '(B) = {X < a} € F fiir jedes B = (—00,d] € €.
Proposition 8.1.4 besagt, dass X 1(B) € F fiir alle B € o(£). Dabei ist aber o(€) nichts
anderes als die Borel-o-Algebra. O



BEISPIEL 8.1.6. Sei (§2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € F ein messbares Ereig-
nis. Wir zeigen, dass die Indikatorfunktion von A

1, weA,

eine Zufallsvariable ist.

LOSUNG. Sei a € R beliebig. Wir betrachten das Ereignis

Q, a>1,
{X <a} =<0, a<0,
A°, a€|0,1).

Es gilt Q,0, A € F, denn A € F und F ist eine o-Algebra. Somit ist X messbar.

8.2. Zufallsvektoren

DEFINITION 8.2.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Xi,..., Xy : Q@ — R
Funktionen, wobei d € N. Betrachte nun die Funktion X : Q — R? mit

X(w) = (X1(w),..., X4(w)) € R%

Die Funktion X heifit ein d-dimensionaler Zufallsvektor (oder messbar), wenn X, ..., X,
messbar sind.

SATZ 8.2.2. Sei X : Q — R? eine Funktion. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) X ist ein Zufallsvektor.
(2) Fiir jede Borel-Menge B C R gilt {X € B} € F.

BEWEIS VON (1) = (2). Seien X7,..., X messbar. Sei A = (—00,a1] X ... X (—00,aq] ein
“Oktant”. Dann gilt:

XA ={weQ: X(w)eA={weQ: Xj(w) <ay,..., Xqw) <ag} =Ni_{Xp < ar}.

Wegen der Messbarkeit von Xy gilt { Xy < ax} € F fiir alle k = 1,...,d. Da F eine o-
Algebra ist, folgt, dass X 1(A) € F. Wir haben gezeigt, dass das Urbild jedes Oktanten
messbar ist. Die Familie der Oktanten erzeugt die Borel-o-Algebra B%. Mit Proposition 8.1.4
folgt daraus, dass das Urbild jeder Borel-Menge messbar ist. U

BEWEIS VON (2) = (1). Wir nehmen an, dass fiir jede Borel-Menge B C R? gilt, dass
{X € B} e F. Seike{l,...,d} fest. Sei B = {(z1,...,74) € R?: 7, < a}. Diese Menge
ist Borel, da abgeschlossen. Es folgt, dass X 1(B) = {X} < a} € F. Somit ist die Funktion
X}, messbar. Das gilt fiir jedes k € {1,...,d}. Somit ist X messbar. O

Die Familie der Borel-Mengen in R? wird mit B¢ bezeichnet.

DEFINITION 8.2.3. Eine Funktion f : R% — R% heifit Borel-messbar (oder Borel-Funktion),
wenn gilt:

fHA) € B fiir alle A € B%.
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BEMERKUNG 8.2.4. Eine Funktion ist also Borel-messbar, wenn das Urbild jeder Borel-
Menge wieder eine Borel-Menge ist. Zum Vergleich: Eine Funktion ist stetig, wenn das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

PROPOSITION 8.2.5. Jede stetige Funktion f : R — R® ist Borel-messbar.

BEWEIS. Die Funktion f sei stetig. Es folgt, dass fiir jede offene Menge A C R% das Urbild
f7Y(A) offen ist. Das Urbild jeder offenen Menge ist also eine Borel-Menge. Die Familie
der offenen Mengen erzeugt die Borel-o-Algebra. Mit Proposition 8.1.4 folgt, dass auch das
Urbild jeder Borel-Menge eine Borel-Menge ist. Somit ist f Borel-messbar. 0

SATZ 8.2.6. Sei X : Q — R% ein Zufallsvektor und f : R" — R eine Borel-Funktion.
Dann ist auch die Verkniipfung

foX:Q—R®
ein Zufallsvektor.
BEWEIS. Sei A € B%. Dann gilt f~}(A) € B, denn f ist eine Borel-Funktion. Es gilt
(foX)™H(A)=X""(f71(A) € F,
da X messbar ist. Nach Satz 8.2.2 ist f o X ein Zufallsvektor. OJ

KOROLLAR 8.2.7. Sind X, Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P),
so sind auch X +Y, X - Y und a- X, wobei a € R, Zufallsvariablen.

Beweis. Die Funktionen (z,y) — = +y, (z,y) — xy, x — ax sind Borel-Funktionen, da sie
stetig sind. Die Behauptung folgt aus Satz 8.2.6. O

8.3. Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable

Die Familie der Borel-Teilmengen von R wird mit B bezeichnet.

DEFINITION 8.3.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X : 2 — R eine Zufalls-
variable.

(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
PxB%[O,l] mltpx(A):]P)[XEA], AeB.

Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fy :R—[0,1] mit Fx(t) =P[X <], t€R.

BEISPIEL 8.3.2. Im Einheitskreis werde ein Punkt (X, Y") zufillig und gleichverteilt gew&hlt.
Es sei R der Abstand von (X,Y) zum Mittelpunkt des Kreises. Bestimme die Verteilungs-
funktion von R.



LOSUNG. Als Grundmenge wihlen wir den Einheitskreis Q = {(x,y) € R? : 2% +¢* < 1}.
Sei F = B2, die o-Algebra der Borel-Teilmengen von ). Als Wahrscheinlichkeitsmafl wihlen
wir

IP[A]:@, AeF,

wobei A das Lebesgue-Maf3 ist. Das entspricht der Annahme, dass der Punkt gleichverteilt
ist. Der Abstand zum Ursprung ist dann die Zufallsvariable R : 0 — R mit

R(z,y) =22+ 42, (z,y) € Q.

Beachte, dass R stetig und somit messbar ist. Um die Verteilungsfunktion von R zu bestim-
men, schauen wir uns das Ereignis {R <t} an:

Q, t>1,

{R<ty={(z,y) € Q: /a2 +y?2 <t} =<0, t <0,

Kreis vom Radius ¢, ¢ € [0,1].
Es folgt, dass

L t=1, L t=>1,
Fr(t)=P[R<t]=40, t<0, =<0, t<O0,
™ te 0,1 2, te[0,1].

Dies ist die Verteilungsfunktion von R.

BEISPIEL 8.3.3. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei unabhéngige und in [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahlen X, Y. Bestimme die Verteilungsfunktion von 7 := X + Y.

LOSUNG. Als Grundmenge withlen wir = [0, 1]2. Sei F = B, die Einschriinkung der Borel-
o-Algebra B? auf Q. Die Bedingung der Gleichverteilung und Unabhingigkeit von X und Y
wird so interpretiert: die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A € F ist

P[A] = A (A).
Wir kénnen die Zufallsvariablen XY, Z : 2 — R definieren:
X(zy) =z, Y,y =y, Z@y) =c+y, (v,y) €01
Das Ereignis, das uns hier interessiert, ist
{Z<t}={(z,y) €[0,1] 1z +y < t}.
Es gilt
0, t <0,
gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenldnge t, t €[0,1],

das Komplement eines solchen Dreiecks mit Kathetenlinge 2 — ¢, t € [1,2],
Q, t>2.



Somit erhalten wir

0, t <0,

£ t€0,1]
F,(t)=P[Z<t|=L 2’ T
Z() [ ] 1 (2—215)2’ te [1,2]’

1, t> 2.

Dies ist die Verteilungsfunktion von Z. Sie ist stetig.

BEISPIEL 8.3.4. Betrachte eine konstante Zufallsvariable, also X = c¢. Wie sieht dann die
Verteilungsfunktion Fx aus?

LOSUNG. Es gilt

0, t<ec,
1, t>c

Dieses Beispiel zeigt, dass eine Verteilungsfunktion Unstetigkeitsstellen haben kann.

SATZ 8.3.5. Set X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Dann hat Fx die folgen-
den drei Figenschaften:

(1) Grenzwerte: limy_, o, Fx(t) =0 und lim;_, ;o Fix(t) = 1.

(2) Monotonie: Fir alle t; < ty gilt Fx(t1) < Fx(ts).

(3) Rechtsstetigkeit: Fir alle ty € R gilt limy ) Fx(t) = Fx(to) -

BEMERKUNG 8.3.6. Der linksseitige Grenzwert lim, Fx (t) existiert ebenfalls, da die Funkti-
on F'y monoton ist. Allerdings muss der linksseitige Grenzwert nicht mit Fx (ty) tibereinstimmen,
siehe Beispiel 8.3.4 mit ¢, = c.

BEWEIS VON (2). Seien t; <ty beliebig. Betrachte die Ereignisse
{thl}:{OJEQZX(W)Stl}C{WEQiX(w)StQ}Z{XStQ}

Deshalb gilt fir die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse P[X < ;] < P[X < t5], was
gleichbedeutend ist mit Fx(t1) < Fx(t2). O

BEWEIS VON (1). Wir betrachten den Fall ¢t — —oo. Fiihre die Ereignisse A, = {X < —n}
mit n € N ein. Dann gilt A; D Ay D ... und NyenA, = 0. Aufgrund der Stetigkeit der
Wahrscheinlichkeit folgt daraus, dass

lim Fx(—n) = lim P[A4,] = P[0] = 0.

n—oo n—oo
Dabei darf allerdings n nur natiirliche Werte annehmen. Fiir ein beliebiges ¢t < 0 kann man
immer ein n € N mit —n < t < —n + 1 finden. Wegen der Monotonie von F und des
Sandwichprinzips gilt dann

0= lim Fx(—n) < tlim Fx(t) < lim Fx(—n+1) = 0.

n—oo ——00 n—oo
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Somit ist lim;_, o, F'x(t) = 0, wie behauptet. O

BEWEIS VON (3). Sei ty € R beliebig. Wir definieren die Ereignisse A, = {X <ty + 1/n}
mit n € N. Es gilt dann A; D Ay D ... und NyenA4,, = {X < to}. Aufgrund der Stetigkeit
der Wahrscheinlichkeit gilt fiir den Grenzwert:

n—oo

1
n—o00 n

Das gilt wieder nur fiir n € N. Fiir ein beliebiges t > t; konnen wir n € N mit t5 + % <t<
to + ﬁ finden. Aufgrund der Monotonie von Fx und des Sandwichprinzips erhalten wir

Fx(to) = nhlgo fx (to + %) < ltiltrol Fx(t) < nllj{.lo Fx (to + ﬁ) = Fx(to).
Somit ist limy ¢, Fx(t) = Fx(to), wie behauptet. O
Der néchste Satz besagt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable durch ihre Verteilungs-
funktion eindeutig festgelegt wird.
SATZ 8.3.7. Seien Xy und Xy Zufallsvariablen mait

Fx,(t) = Fx,(t) fir alle t € R.
Dann gilt fir alle Borel-Mengen B C R:

P[X; € B] =P[X, € B].

Fiir den Beweis benotigen wir einen Satz aus der Mafitheorie.

SATZ 8.3.8 (Eindeutigkeit der MaB-Fortsetzung). Sei Q eine Menge und £ C 2% eine schnitt-
stabile Mengenfamilie. Die Schnittstabilitit bedeutet: fiir A, B € € gilt auch AN B € €. Fs
sei A =0(E) die von & erzeugte o-Algebra. Seien Py und Py zwei WahrscheinlichkeitsmajSe

auf (Q, A) mit der Eigenschaft, dass
P, [A] = Py[A] fir alle A € €.

Dann gilt sogar

P, [A] = Py[A] fir alle A € A.

BEMERKUNG 8.3.9. Mit anderen Worten: stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem
Erzeuger einer o-Algebra iiberein, so stimmen sie auch auf der ganzen o-Algebra iiberein,
wenn der Erzeuger schnittstabil ist.

BEWEIS VON SATZ 8.3.7. Die Mengenfamilie £ = {(—o0, t],t € R} ist schnittstabil, denn
(—o0,t] N (=00, 8] = (—oo, min(t, s)] € &.
Fiir die Verteilungen von X; und X, gilt nun:
Px,((—00,t]) = P[X; <t] = Fx,(t) = Fx,(t) = P[Xy < t] = Px,((—00,t]).

Die Wahrscheinlichkeitsmafie Py, und Py, stimmen also auf £ iiberein. Nach der Eindeu-
tigkeit der Maf-Fortsetzung stimmen sie auch auf der Borel-o-Algebra B = ¢(&) tiberein.
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Somit gilt Px,(B) = Px,(B) fiir alle B € B. Mit anderen Worten, P[X; € B] = P[X, € B|
fir alle B € B. O

BEISPIEL 8.3.10. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t].
Bestimme P[X < t].

LOSUNG. Betrachte Ereignisse A, = {X <t — %} mit n € N. Es gilt A; C Ay C ... und
UnenAn, = {X < t}. Mit der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit folgt, dass

1
PX <t] = lim P[A,] = lim P [X <t-— —] = lim Fx(s).
n—00 n—00 n st

Beachte: dieser Grenzwert muss im Allgemeinen nicht mit F'(¢) iibereinstimmen.

BEISPIEL 8.3.11. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t].
Bestimme P[X = ¢].
LOSUNG. Es gilt
PX =t =PX <t]-PX <t]=Fx(t) — liPFX(s).
sTt
Die Wahrscheinlichkeit, dass X =t ist, ist also gleich dem Sprung, den die Verteilungsfunk-

tion F'x an der Stelle ¢ macht. Die Funktion Fly ist stetig an der Stelle ¢t genau dann wenn
PX =t] =0.

DEFINITION 8.3.12. Sei X eine Zufallsvariable. Ein Wert ¢ € R mit P[X = ¢] > 0 heifit ein
Atom von X. Atome sind also Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion F.

PROPOSITION 8.3.13. Jede Zufallsvariable hat hochstens abzdhlbar viele Atome. Mit an-
deren Worten, jede Verteilungsfunktion hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen
(Springe).

BeEwEIs. Es gilt: F ist monoton, lim;, o, Fix(t) = 0 und lim;, ;. Fx(t) = 1. Fiir jedes
n € N kann es also hochstens n Spriinge geben, die eine Héhe von > 1/n haben. Sonst wére
die Summe der Sprunghohen > 1, was ein Widerspruch ist. Die Menge der Spriinge ist eine
abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen und somit selbst abzéhlbar. 0

BEISPIEL 8.3.14. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t]. Fiir
a < b bestimme Pla < X <], Pla < X <b, Pla <X <b], Pla <X <b.

LOsuNG. Es gilt
Pla < X <b] =P[X <b —P[X <a]=Fx(b) — li%rnFX(s),
Pla < X <b=PX <b]-P[X <a] = lig)lFX(s) - liTmFX(s),
Pla < X <b] =P[X <b —P[X <a]=Fx(b) — Fx(a),
Pla < X <b=PX <b] -P[X <qa] = lsiglFX(s) — Fx(a).
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8.4. Definition und Eigenschaften des Erwartungswerts

Wir haben den Erwartungswert nur fiir Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum definiert. Sei (2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Eine der Definitionen des Erwartungswerts war:

EX =) X(w)P{w}].

wef

Nun definieren wir den Erwartungswert fiir beliebige Zufallsvariablen. Sei dazu (2, F,P) ein
beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — R eine beliebige Zufallsvariable. Da der
Wahrscheinlichkeitsraum €2 im allgemeinen nicht abzéhlbar ist, kénnen wir die Summe )
nicht bilden. Wir werden die Summe durch das Integral (das sogenannte Lebesgue-Integral)
ersetzen:

(8.4.1) EX = / X(w) dP(w).
Q
Nun definieren wir den Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral). Das soll in mehreren

Schritten geschehen.

Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable (d.h. eine messbare Funktion) auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P).

SCHRITT 1. (Elementarfunktionen).

DEFINITION 8.4.1. Seien Ay, ..., A, € F paarweise disjunkte Mengen mit 2 = A;U...UA,.
Auflerdem seien yy,...,y, € R. Eine Elementarfunktion ist eine Funktion der Form

X = ZykﬂAk
k=1

Ist nun X : Q — R eine Elementarfunktion, so definieren wir den Erwartungswert von X
wie folgt:

de &
EX < Z yrP[A].
k=1
SCHRITT 2. (Nicht-negative, messbare Funktionen)

Sei X : 2 — [0, 00) eine messbare, nichtnegative Funktion. Nun definieren wir

EX ¥ sup{EY|Y : Q — [0, 00), Elementarfunktion mit 0 < Y (w) < X (w) Vw € Q}.

Die Idee ist also, dass wir X von unten mit Elementarfunktionen approximieren. Der so
definierte Erwartungswert EX nimmt nichtnegative Werte oder den Wert +o0o an.

SCHRITT 3. (Beliebige, messbare Funktionen)

Sei X : 2 — R eine beliebige messbare Funktion. Wir werden X als eine Differenz von zwei
nichtnegativen Funktionen X+ und X~ darstellen. Definiere

€ > e >
X*(w) def X(w), falls X(w) >0, X (w) def ) 0, falls X (w) > 0,
0, falls X (w) < 0, | X (w)|, falls X(w) < 0.



Dann sind X+ und X~ messbar (Ubung) und es gilt

Xt X >0, X=X"-X", | X|=X"T+X".
Fiir die nichtnegativen Zufallsvariablen X und X~ haben wir den Erwartungswert bereits
in Schritt 2 definiert. Mit dieser Definition kénnen wir nun folgende Félle betrachten:
FALL 1: Gilt EXT < oo und EX ™~ < o0, so heifit die Zufallsvariable X integrierbar. Bezeich-
nung: X € L. Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X definieren wir

EX Y EXt —EX~.

In allen anderen Féllen heifit die Zufallsvariable X nicht integrierbar.

FALL 2: Gilt EXT = 400 und EX~ < 400, so definieren wir

EX % .

FALL 3: Gilt EXT < 400 und EX~ = +00, so definieren wir
EX Y —.

FALL 4: Gilt: EXT = EX~ = +00, so kann man den Erwartungswert nicht definieren.

Wir werden einige Eigenschaften des Erwartungswerts (bzw. des Lebesgue-Integrals) ohne
Beweis auflisten.

SATZ 8.4.2. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt E|X| = EXT + EX ™. Insbesondere ist
X genau dann integrierbar, wenn E|X| < oco. Fir eine integrierbare Zufallsvariable X gilt
die Ungleichung
IEX| < E|X].

SATZ 8.4.3. Der Erwartungswert ist linear:

(1) Sind X und Y integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch X +Y integrierbar und es

qgilt
E[X 4+ Y] = E[X] +E[Y].
(2) Ist X integrierbar und ist a € R, so ist auch aX integrierbar und es gilt
ElaX] = aE[X].

In dem Fall, wenn die Zufallsvariable héchstens abzéhlbar viele Werte annimmt, stimmt die
neue Definition des Erwartungswerts mit der alten Definition {iberein.

SATZ 8.4.4. Ser X : Q — R eine Zufallsvariable, die héchstens abzihlbar viele Werte
Y1, Y2, - . . annimmt. Dann ist X integrierbar genau dann, wenn

E[X[ =) |ynl - PIX = y] < 0.

Ist X integrierbar, so gilt
EX =) yn-PIX =y,

Der Erwartungswert ist monoton:
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SATZ 8.4.5. Sei Y : 2 — R eine Zufallsvariable mit EY < oo und X eine weitere Zufallsva-
riable mit X (w) <Y (w) fir alle w € Q. Dann gilt EX <EY".

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable d&ndert sich nicht, wenn man die Werte der Zufalls-
variable auf einer Nullmenge verédndert. Dies wird im néchsten Satz beschrieben.

DEFINITION 8.4.6. Zwei Zufallsvariablen X, Y : 2 — R heiflen fast diberall gleich, wenn
Pw e Q: X(w) #Y(w)}] =0.

SATZ 8.4.7. Sind X und Y fast tiberall gleich und eine der Zufallsvariablen integrierbar, so
ist auch die andere Zufallsvariable integrierbar und es gilt EX = EY .

8.5. Diskrete und absolut stetige Verteilungen

DEFINITION 8.5.1. Eine Zufallsvariable X heifit diskret, wenn X nur endlich oder abzahlbar
viele Werte annimmt. Die Zdhldichte von X ist die Funktion

px(y) =PIX =yl
BEMERKUNG 8.5.2. Fiir die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable gilt

pr fiir alle t € R.

y<t

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable ist eine “Sprungfunktion”.

DEFINITION 8.5.3. Eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'x heifit absolut stetig,
wenn es eine Borel-Funktion fx : R — [0, 00) gibt, so dass

t
Fx(t) = / fx(y)dy fiir alle t € R.

Die Funktion fx heifit die Dichte von X.

BEMERKUNG 8.5.4. Fiir die Dichte gelten die folgenden zwei Eigenschaften:
( ) fx(y )>0fﬁralley€R.
2) fo fx(y)dy = 1.
SATZ 8.5.5. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge B C R

P[X € B) = / Fx(y)dy

BEMERKUNG 8.5.6. Zum Vergleich: Im diskreten Fall gilt
P[X € B]=> px(y

yeB

BEWEIS. Definiere zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (R, B):
P,(B) =P[X € B, / fx(y)dy, B eB.

Diese Wahrscheinlichkeitsmafie stimmen auf allen Mengen der Form B = (—o0, ] iiberein,
denn

B) = [ ey = Fe(t) = PIX <4 = By(B).
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Die Mengen der Form (—oo,t] bilden einen schnittstabilen Erzeuger der Borel-o-Algebra.
Durch die Eindeutigkeit der Mafifortsetzung folgt, dass

P.(B) = Py(B) fiir alle B € B.
Somit gilt P[X € B] = [, fx(y)dy fiir alle B € B. O

Die Verteilungsfunktion ist das Integral der Dichte. Umgekehrt, ist die Dichte die Ableitung
der Verteilungsfunktion. Das gilt allerdings nicht an allen, sondern an fast allen Stellen.

SATZ 8.5.7. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und Verteilungsfunktion
Fx. Dann gibt es eine Borel-Menge N C R mit Lebesgue-Majf$ 0, so dass die Funktion Fx
differenzierbar an allen Stellen t € R\N ist und

Fy(t) = fx(t) fiir alle t € R\N.
OHNE BEWEIS.

Die wichtigsten Eigenschaften der diskreten und der absolut stetigen Verteilungen werden in
der folgenden Tabelle zusammengefasst. Einige dieser Formeln werden wir spéter beweisen.

Diskrete Zufallsvariablen Absolut stetige Zufallsvariablen
Zahldichte px Dichte fX
Verteilungsfunktion: Fx(t) =3 ., px(y) | Verteilungsfunktion: Fx( f fx(
px(y) € [0,1] fiir alle y € R fx(y) >0 fiir alleyER
> yerPx(y) =1 I fx(y)dy =1
px(y) =PX =yl yeR foly) = Fily) = limyo =220 £y
P[X € B] = ZyeBpX(y), B C R Borel P[X € B] = [, fx(y)dy, B C R Borel

X integrierbar, wenn 3 . [y[ - px(y) < oo | X integrierbar, wenn [p [y[ - fx(y)dy < oo

Erwartungswert: EX =3 py - px(y) Erwartungswert: EX = [Ly- fx(y)dy

8.6. Beispiele von absolut stetigen Verteilungenen

Gleichverteilung auf einem Intervall

DEFINITION 8.6.1. Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf einem Intervall [a, b], wobei
a,b € Rund a < b, wenn X absolut stetig ist und die Dichte von X durch die folgende Formel

gegeben ist:
1
—a YE [(l, b]7
fx(y) =40
0, y¢lab].
BEZEICHNUNG. X ~ Ula, b]. Dabei steht “U” fiir “uniform”.

BEMERKUNG 8.6.2. Die Dichte ist also konstant auf dem Intervall [a, b]. Die Werte auerhalb
von |a, b] Werden nicht angenommen, da die Dichte auBerhalb von [a,b] verschwindet. Die
Konstante ;— wurde so gewihlt, dass die Bedingung fR fx(y)dy = 1 erfiillt ist.

12



BEMERKUNG 8.6.3. Die Verteilungsfunktion einer gleichverteilten Zufallsvariable X ~ Ula, b]
ist

' 0, t<a,
t)—/ Fe)dy = =2t e [,
- 1, t>0b

Die Verteilungsfunktion ist also linear auf dem Intervall [a,b] und konstant sonst. Die ver-
teilungsfunktion ist stetig. Leitet man die Verteilungsfunktion ab, so erhélt man die Dichte.
Es gibt allerdings zwei Ausnahmestellen 0 und 1, an denen die Verteilungsfunktion nicht
differenzierbar ist.

SATZ 8.6.4. Sei X eine Zufallsvariable, die auf [a,b] gleichverteilt ist. Dann gilt

a+b

EX =
2

BEWEIS.
1 b 1 b2 a2 a-+b
EX = /ny dy—/—dy— a/aydy——b_a(g——Q)— 5

Exponentialverteilung

DEFINITION 8.6.5. Eine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0,
wenn X absolut stetig ist und die Dichte von X durch die folgende Formel gegeben ist:

e ™My >0,
fx(y) = {07 y < 0.

BEZEICHNUNG. X ~ Exp(]A).

BEMERKUNG 8.6.6. Das Integral der Dichte ist gleich 1, denn fooo Ae Mdy = 1. Eine Expo-
nentialverteilte Zufallsvariaboe kann nur positive Werte annehmen: P[X > 0] = 1.

BEMERKUNG 8.6.7. Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X ~ Exp()) ist gegeben

durch
t 0, t<0
t)_/ fX(y)dy_ {1—€_>\t, tZO

BewEls. Fiir t < 0 gilt Fy(t f fx(t) = fjoo 0 = 0, denn die Dichte fx verschwindet
auf der negativen Halbachse Fur t 2 0 gilt

t t
= / fx(y)dy = / e Mdy = —e_’\y‘g =1—e
—00 0

BEMERKUNG 8.6.8. Alternativ kann man die Exponentialverteilung durch die folgende For-
mel definieren:
PIX >t]=e™  t>0.
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SATZ 8.6.9. Fiir eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable X gilt

1
EX = —.
A

BEWEIS.
EX = / yfx(y)dy = / Aye Mdy = / y (—e™) dy.
0 0 0

Nun benutzen wir die partielle Integration:

EX :/ Yy (—e_ky)/dy = —ye_’\y}go +/ e Mdy = l
0 0 A

O

SATZ 8.6.10 (Vergessenseigenschaft der Exponentialverteilung). Sei X eine Zufallsvariable.
Die folgenden zwei Eigenschaften sind dquivalent:

(1) X ist exponentialverteilt mit einem Parameter X\ > 0.
(2) Fir alle s,t > 0 gilt:
PX >t+s|lz > t] =P[X > s|.
BEWEIS VON (1) = (2). Sei X ~ Exp(\). Dann gilt fiir alle ¢, s > 0:

PX >t+s|X >t PX>t+s] e )
PIX >t+s|X >t = PIX > 1 = PIX > = =P[X > g|.

Fiir den Beweis der Riickrichtung bendtigen wir ein Lemma.

LEMMA 8.6.11 (Cauchy-Funktionalgleichung). Sei g : [0,00) — R eine monotone Funktion
mit g(t + s) = g(t) + g(s) fiir alle t,s > 0. Dann ist g linear, d.h. es gibt ein A € R mit
g(t) = At fir allet > 0.

BEWEIS. Sei a € R. Dann gilt
9(2a) = g(a) + g(a) = 2g(a).
Analog ergibt sich
9(3a) = g(2a) + g(a) = 29(a) + g(a) = 3g(a).
Induktiv erhalten wir fiir jedes n € N
g(na) = ng(a).
Nun sei @ = 1/n. Es ergibt sich g(1) = ng(%) und somit

1Y _ 9(1) aer A
g n)] n n

wobei wir A := ¢(1) gesetzt haben. Sei m € N, dann gilt

()-aod) o (2) -2
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Wir haben somit gezeigt, dass g(r) = Ar fiir alle r € Q, r > 0 gilt. Nun miissen wir zeigen,
dass das auch fiir irrationale Werte gilt. Sei t € R\Q, ¢ > 0 beliebig. Es existieren Folgen
{r;} € Qund {s;} C Q mit den folgenden Eigenschaften:

(1) r; ist monoton fallend mit r; | ¢ fiir i — oo.

(2) s; ist monoton steigend mit s; 1 ¢ fiir i — oo.
Die Funktion g ist nach Voraussetzung monoton. Sei g zum Beispiel monoton fallend. (Fiir
g monoton steigend ist der Beweis analog). Dann gilt

(1) g(r;) ist monoton steigend mit g(t) > g(r;) fiir alle i € N.

(2) g(s;) ist monoton fallend mit g(t) < g(s;) fiir alle ¢ € N.
Da die Zahlen r; und s; rational sind, gilt g(r;) = Ar; und g(s;) = As;. Somit erhalten wir
Ar; <t < As;. Nun lassen wir ¢ — oo und benutzen den Sandwich-Satz: g(t) = At. O

BEWEIS VON (2) = (1) IN SATZ 8.6.10. Sei Fx die Verteilungsfunktion von X. Betrachte
die Funktion

g(t) @ og(1 - Fx(t), t>0.
Diese Funktion ist monoton fallend, da die Verteilungsfunktion F'y monoton steigend ist. Es
ilt
i P[X >t =1— Fx(t) =Y, t>0.
Mit der Vergessenseigenschaft erhalten wir
6g(tJrs)
=P[X >t+s|X >t]=P[X > s] =9,
e9(®)
Somit erfiillt g die Cauchy-Funktionalgleichung g(t+s) = g(t)+g(s) und ist monoton fallend.
Es gibt nach Lemma 8.6.11 ein A mit ¢g(t) = —At fiir alle ¢ > 0. Dabei muss A positiv sein,
da g monoton fallend ist. Es folgt, dass
Fx(t)=1—e™ t>0

Damit ist gezeigt, dass X ~ Exp(A). O

BEISPIEL 8.6.12 (Radioaktiver Zerfall). Die Lebensdauer eines Atoms bis zum radioaktiven
Zerfall sei eine Zufallsvariable X ~ Exp(\). Die Halbwertszeit m ldsst sich bestimmen durch

1
Lost man diese Gleichung auf, so erhélt man
1 log(2
e = 5 = Am =log(2) = m = og)\( )

Warum benutzt man Exponentialverteilung als die Verteilung der Lebensdauer eines Atoms?
Weil man davon ausgeht, dass fiir die Lebensdauer die Vergessenseigenschaft gilt. Und daraus
folgt, dass die Lebensdauer exponentialverteilt sein muss.

BEMERKUNG 8.6.13. Sei X eine beliebige Zufallsvariable mit Dichte fyx. Dann ist die Zer-
fallrate (oder die Ausfallrate) definiert durch

fx(t)
Tx(t) = —1 — FX<t)
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Bei einem Atom geht man davon aus, dass die Zerfallrate konstant (d.h. unabhéngig von t)
ist. Die Exponentialverteilung erfiillt diese Eigenschaft: Fiir X ~ Exp()) gilt

e~ M
Tx(t) = 6_>‘t =\

Normalverteilung (oder Gauf3-Verteilung)
DEFINITION 8.6.14. Eine Zufallsvariable X heif3t standardnormalverteilt, wenn X absolut
stetig ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:

1
fX(Z/)Z\/%e y2> yGR

BEZEICHNUNG. X ~ N(0,1).

Die Funktion fx ist trivialerweise nicht negativ. Aber warum ist das Integral dieser Funktion
gleich 17 Das beantwortet der folgende Satz.

Y

2
SATZ 8.6.15. Es gilt I := [*° e~z dy = /2.

BEWEIS. Die Stammfunktion von e ¥*/2 lisst sich nicht mit Hilfe der 4 Grungrechenarten
und Potenzen als eine endliche Kombination von y, €Y, log y, siny, cos y, usw. darstellen. Man
muss also einen Trick anwenden. Um das Integral I zu berechnen, betrachten wir I?%:

> a2 (2+2
[2:/ e_2d1:-/ e‘?dy:/ e ( i >da:dy.
—00 ) R2

Und nun gehen wir zu Polarkoordinaten iiber:

2 o0 2 0 -2 r2
I’ = / / e 2rdrdy = 27?/ re” 2dr =2m (—677
0 0 0

Da I > 0, kénnen wir die Wurzel ziehen: I = /2. O

BEMERKUNG 8.6.16. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist

I L.

Thre Werte konnen numerisch berechnet werden.

BEMERKUNG 8.6.17. Aus X ~ N(0,1) folgt fiir den Erwartungswert EX = 0.

2
BEWEIS. Erstens, ist X integrierbar, denn [ lyle=Tdy < oo. Fiir den Erwartungswert er-
halten wir dann

2
EX :/ye%dy =0,
R

denn es wird eine ungerade Funktion integriert. 0
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DEFINITION 8.6.18. Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Parameter p € R und
02 > 0, wenn X absolut stetig ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:

1 _w-w?

fX(y>: e 27, CUGR
210

BEZEICHNUNG. X ~ N(u,o?).

BEMERKUNG 8.6.19. Ist Y ~ N(0, 1) standardnormalverteilt, so ist p + oY normalverteilt
mir Parametern p und o? (Ubung). Daraus folgt, dass der Erwartungswert einer N(u, o?)-
verteilten Zufallsvariable gleich p ist. Spéter werden wir zeigen, dass der zweite Parameter
o? mit der Varianz der Zufallsvariable iibereinstimmt.

Cauchy-Verteilung

DEFINITION 8.6.20. Eine Zufallsvariable X heifit Cauchy-verteilt, wenn X absolut stetig ist
und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:
1

fx(y) ==

— e R.
nl+y? Y

BEZEICHNUNG. X ~ Cauchy.

BEMERKUNG 8.6.21. Die Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung ist gegeben durch

/t fx(y)d ! /t ! ! t t L + ! tant
= = — = —arctan = — + —arctan
Wy =_ s - vy =3t ,
da arctan(—oo) = —Z. Insbesondere gilt
>~ 1 1 1
/ fx(y / T dey =35 + = arctan(4o00) = 1,

so dass fx tatséchlich eine Dichte ist.

BEISPIEL 8.6.22. Sei ¢ ~ U[—n/2,7/2] gleichverteilt auf dem Intervall [—m/2,7/2] und sei
X = tan(p). Nun behaupten wir, dass X ~ Cauchy.

BEwEIS. Wir berechnen die Verteilungsfunktion von X:

arctant — (—5 1 1
PIX < t] =Plp < arctan(t)] = (-3) =3 + —arctant.
7r T

BEMERKUNG 8.6.23. Sei X ~ Cauchy. Die Dichte von X ist eine gerade Funktion und man
konnte meinen, dass der Erwartungswert von X aus diesem Grund gleich 0 ist. Dies ist
jedoch nicht der Fall. Wir behaupten, dass X nicht integrierbar ist. Wir berechnen EX*:

EX" = / yfx(y)dy = —/ Sdy = —log(1+4%)| = +oo.
0 Tty 1+y T 0

Analog ist EX~ = 4o00. Wir haben eine Unbestimmtheit EX = (+o00) — (+00) und die
Zufallsvariable X ist somit nicht integrierbar. Dabei ist der Erwartungswert von X weder
~+00 noch —oo, sondern er ist iiberhaupt nicht definiert.
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8.7. Singulidre Verteilungen

Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable besteht ausschliefllich aus Atomen. Sei nun X
eine Zufallsvariable, die keine Atome hat, d.h. es gelte P[X = y] = 0 fiir alle y € R. Eine
solche Zufallsvariable ist nicht diskret. Ist sie dann absolut stetig? Es stellt sich heraus, dass
die Antwort im Allgemeinen “nein” ist. Es gibt ndmlich eine dritte Klasse von Verteilungen,
die sogenannten singuldren Verteilungen. Aulerdem kann man Mischungen aus Verteilungen
von diesen drei Typen (diskret, absolut stetig, singuldr) bilden. Nach dem Zerlegungssatz
von Lebesgue kann jede Verteilung als eine solche Mischung dargestellt werden.

DEFINITION 8.7.1. Eine Zufallsvariable X heifit singuldr, wenn die folgenden zwei Bedin-
gungen gelten:

(1) X hat keine Atome, d.h. es gilt P[X = y] = 0 fiir alle y € R.

(2) Es gibt eine Borel-Menge N C R mit Lebesgue-Mafi A(N) = 0, so dass

PX e N]=1.
Eine singuldre Zufallsvariable nimmt also ausschlieSlich Werte in einer Nullmenge N an.

BEISPIEL 8.7.2 (Cantor-Menge). Jede Zahl z € [0, 1] kann man in einer Darstellung zur
Basis 3 (d.h. im Ternérsystem) schreiben:
Tr = [0.8162 .. .]3 = Z %
k=1
Dabei sind ¢, € {0, 1,2} die “Ziffern” von x. Die Cantor-Menge C ist die Menge aller Punkte
x € [0,1], dessen Ternardarstellung ausschliefllich aus den Ziffern 0 und 2 besteht (so dass
die Ziffer 1 also nicht vorkommt):

C:{xE[O,l]:xzzg—Z,ake{Oﬂ}}.

Bei manchen Zahlen (némlich, bei den Zahlen der Form +%) ist die Ternirdarstellung nicht

3m
eindeutig, z.B.

1
1=[1000.. ]s=[0222.. ] und 5 = [0.1000.. 5 = [0.0222.. ]

Solche Zahlen werden wir dann in die Cantor-Menge aufnehmen, wenn mindestens eine Dar-
stellung nur aus den Ziffern 0 und 2 besteht. Man kann zeigen, dass die Cantor-Menge
abgeschlossen ist. Wir werden nun zeigen, dass das Lebesgue-Mafl von C' gleich 0 ist. Be-
trachte die Menge C,,, die aus allen Zahlen in [0, 1] besteht, die keine einzige 1 unter den
ersten n Ziffern in ihrer Terndrdarstellung haben. Fiir die ersten n Ziffern gibt es also 2"
Méglichkeiten. Die Menge aller Zahlen in [0, 1], bei denen die ersten n Ziffern festgelegt sind,
ist ein Intervall der Lange 1/3™. Somit ist das Lebesgue-Mafl von C,, gleich

NC) = <§>n

Es ist aber klar, dass C' C C,, und zwar fiir jedes n. Somit gilt

AMC) < <§> fiir alle n € N.
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Das kann aber nur dann gelten, wenn A\(C') = 0. Das Lebesgue-Mafi der Cantor-Menge ist
also 0. Dabei ist die Cantor-Menge iiberabzéihlbar!

BEISPIEL 8.7.3 (Cantor-Verteilung). Nun konstruiren wir eine singulére Verteilung. Es han-
delt sich dabei um eine Art Gleichverteilung auf der Cantor-Menge. Seien dazu 1, e, ...
unabhéngige Zufallsvariablen mit

Ple, = 0] = Pley = 2] = 1/2.

Diese interpretieren wir als Ziffern in einer Terndrdarstellung einer zufélligen Zahl. D.h., wir
betrachten die Zufallsvariable

o0

€k

X = [0.8152 .. .]3 = Z @
k=1

Nach Definition gilt P[X € C] = 1. Dabei ist die Cantor-Menge C' eine Nullmenge. Wir
zeigen noch, dass X keine Atome hat. Sei y = [0.m172 .. .]3 € [0, 1]. Dann gilt fiir jedes n € N

1

P[X:y]gp[glznlavgn:nn]gg)_n

Daraus folgt, dass P[X = y] = 0. Somit ist X singulér.

BEMERKUNG 8.7.4. Die Verteilungsfunktion der Cantor-Verteilung hat viele interessante
Eigenschaften. Sie ist stetig, da die Cantor-Verteilung keine Atome hat. Auflerdem ist sie
konstant auf jedem Intervall, das komplett auBerhalb der Cantor-Menge liegt. Somit ist die
Ableitung der Verteilungsfunktion gleich 0 auflerhalb der Cantor-Menge, also fast iiberall.
Dennoch ist die Verteilungsfunktion nicht konstant, denn sie ist gleich 0 fiir ¢ = 0 und gleich
1 fiir t = 1. Fiir diese Verteilungsfunktion gilt der Satz von Newton—Leibniz nicht, denn

1
1=Fx(1)— Fx(0) # / Fi(t)dt = 0.

0
Dabei gilt die letzte Gleichheit, weil F fast iiberall gleich 0 ist.

Nun zeigen wir, dass die drei Klassen von Verteilungen (diskret, absolut stetig und singulér)
sich nicht iiberschneiden. Diskrete und absolut stetige Verteilungen iiberschneiden sich nicht,
denn die einen haben eine unstetige und die anderen eine stetige Verteilungsfunktion. Sei
nun X eine singulare Zufallsvariable. Da X keine Atome hat, kann X nicht diskret sein. Es
bleibt zu zeigen, dass X nicht absolut stetig sein kann. Das wird im folgenden Satz gemacht.

SATZ 8.7.5. Sei X eine Zufallsvariable und N C R eine Borel-Menge mit A(N) = 0 und
P[X € N| = 1. Dann ist X nicht absolut stetig.

BEwEIs. Durch Widerspruch. Sei X absolut stetig und fx die Dichte von X. Dann gilt
0=PLY ¢ N = [ ey = [ fxl)- mw ()i
R\N R

Die Dichte fx ist nichtnegativ. Das Lebesgue-Integral einer nichtnegativen Funktion kann
nur dann 0 sein, wenn die Funktion fast iiberall 0 ist. Das heif}t, es muss eine Nullmenge M
geben mit

Ix (@) Irp\n(y) = 0 fiir alle y ¢ M.
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Dann gilt aber fx(y) = 0 fiir alle y ¢ N U M. Dabei ist N U M eine Nullmenge, also ist
fx(y) = 0 fast iiberall. Daraus folgt aber, dass [ fx(y)dy = 0. Somit ist fx keine Dichte,
denn fiir eine Dichte miisste dieses Integral 1 sein. Widerspruch. U

8.8. Zerlegungssatz von Lebesgue

Der Zerlegungssatz von Lebesgue besagt, dass man jede Verteilung als eine Mischung aus
einer diskreten, einer absolut stetigen und einer singuldren Verteilung darstellen kann.

SATZ 8.8.1 (Lebesgue). Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann existieren drei Verteilungs-
funktionen Fy, Fy, F3 und drei Zahlen py,ps, p3 < 0 mit p1 + ps + p3 = 1, sodass

F(t) = p1 Fi(t) + p2Fo(t) + psF5(t) fir allet € R
und dabei Fy diskret ist, Fy absolut stetig und Fs singuldr.
OHNE BEWEIS.

BEISPIEL 8.8.2 (Gemischte Verteilung). Man betrachte eine Bahnschranke, die fiir 10 Mi-
nuten offen steht, dann fiir 10 Minuten geschlossen, dann wieder fiir 10 Minuten offen, usw.
Ein Fufiginger kommt zu einem zufélligen Zeitpunkt an dieser Bahnschranke an. Es sei X
die Zeit, die er warten muss, bis die Bahnschranke offen ist. Wie sieht dann die Verteilungs-
funktion F'x aus?

LOSUNG. Figentlich kann der Fuflginger zu einem beliebigen Zeitpunkt ankommen, al-
so konnte man versuchen, die ganze Gerade R mit dem Lebesgue-Mafl als Wahrschein-
lichkeitsraum zu nehmen. Allerdings ist das Lebesgue-Mafl kein Wahrscheinlichkeitsmaf:
A(R) = +o0. Deshalb werden wir benutzen, dass die Bahnschranke periodisch funktioniert,
und nur eine Periode als Grundmenge betrachten. Die Grundmenge sei also Q = (0,20),
versehen mit der o-Algebra der Borel-Teilmengen. Dabei sei die Bahnschranke im Zeitinter-
vall (0, 10) offen und im Zeitintervall (10, 20) geschlossen. Die Ankunft des Fuigéngers kann
man sich nun so vorstellen: es wird im Intervall (0,20) ein zufélliger, gleichverteilter Punkt
ausgewéhlt. Die Wahrscheinlichkeit einer Borel-Menge A C (0, 20) ist also

4= 22,

wobei A das Lebesgue-Maf} sei. Kommt nun der FuBgénger zu einem Zeitpunkt w € (0, 20)
an, so sieht seine Wartezeit wie folgt aus:

X (w) 0, w € (0,10), denn da ist die Bahnschranke offen,
w) =
20 —w, w € (10,20), denn die Bahnschranke 6ffnet zum Zeitpunkt 20.

Den Wert an der Stelle 10 (der entweder als 0 oder als 10 festgelegt werden kann) kann man
ignorieren, den ein einzelner Punkt ist lediglich eine Nullmenge. Es gilt also
10 1
PX=0=—=—.
[ 0) 20 2
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Nun bestimmen wir die Verteilungsfunktion von X:

0, t<0,
3 t=0,

Fy(t) =P[X <] =42

B te0,10],

1,  t>10.

Die Verteilungsfunktion ist nicht absolut stetig und nicht singulér (denn es gibt ein Atom an
der Stelle 0). Sie ist auch nicht diskret, denn sie ist keine reine Sprungfunktion. Hier haben wir
es mit einer gemischten Verteilung zu tun. Die Verteilung von X ist eine Mischung aus einer
diskreten Verteilung (die nur den Wert 0 annimmt, ein Atom mit der Wahrscheinlichkeit 1 an
der Stelle 0) und einer absolut stetigen Verteilung (Gleichverteilung auf (0, 10)). Bezeichnet
man mit F; und F5 die entsprechenden Verteilungsfunktionen, so hat man die Darstellung

1 1
Fy = =F; —F.
X 21—1-22

8.9. Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors

Die Familie der Borel-Teilmengen von R? wird mit B? bezeichnet.

DEFINITION 8.9.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (Xi,...,Xy) : Q —
R? ein Zufallsvektor.

(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
Py : B* = [0,1] mit Px(A) =P[X € A], A< B

Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R¢, B?).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fyx : R —[0,1] mit Fx(t) = Fx(ty,...,tq) = P[X; <ti,..., Xq < td,
wobei t = (t1,...,tq) € R%

SATZ 8.9.2. Sei X : Q — R? ein Zufallsvektor. Dann hat die Verteilungsfunktion von X die
folgenden drei Eigenschaften.

(1) Grenzwerte:
(a) Die Verteilungsfunktion konvergiert gegen 0, wenn mindestens eine der Koordi-
naten gegen —oo konvergiert. Das heifit, fiir jedesi=1,...,d gilt

lim FX(tl,...,td) = 0.

ti——o00

(b) Die Verteilungsfunktion konvergiert gegen 1, wenn alle Koordinaten gleichzeitig
gegen +o0o konvergieren. Das heifst,

(2) Monotonie: Fir alle t; < t),... tq <t gilt
Fx(tr, .. ta) < Fx(th,... ty).
(3) Rechtsstetigkeit: Fiir alle (t,...,ty) € RY gilt

FX(tl, . ,td) = 51¢t1li.gd¢td Fx(Sl, ceey Sd).
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BEWEIS. Der Beweis geht analog zum eindimensionalen Fall. 0

8.10. Diskrete und absolut stetige Zufallsvektoren

Wie im Fall von Zufallsvariablen lassen sich diskrete, absolut stetige und singuldre Vektoren
definieren.

DEFINITION 8.10.1. Ein Zufallsvektor X :  — R? heifit diskret, wenn X hochstens abzihlbar
viele Werte annimmt. Die Zdhldichte von X ist die Funktion

px(y) =P[X =y], yeR”

DEFINITION 8.10.2. Ein Zufallsvektor X : Q — R? heifit absolut stetig, wenn eine Borel-
Funktion fx : R? — [0, 00) existiert mit

t1 tqg
FX(tly---atd):/ / fx(yi, - ya)dy - .. dyg

fiir alle t1,...,tq € R. Die Funktion fx heifit die Dichte von X.

BEMERKUNG 8.10.3. Genauso wie im eindimensionalen Fall zeigt man, dass

PX € B] = / fx(, .. ya)dy, . .. dyg fir alle B € B2
B

BEISPIEL 8.10.4. Ein Zufallsvektor X heifit gleichverteilt auf einer Borel-Menge A C R? mit
A€ B 0 < \A) < oo, wenn X absolut stetig ist mit Dichte

fuly) = 540 {(@ L

8.11. Randverteilungen eines Zufallsvektors und Unabhingigkeit

Sei X = (Xj,...,Xy) ein Zufallsvektor. Seine Komponenten X7, ..., X, sind dann Zufalls-
variablen. Die Verteilungen von X, ..., X, bezeichnet man als Randverteilungen von X.

BEeISPIEL 8.11.1. Sei X = (Xi,...,X,) ein d-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit
Zghldichte

px(t) = px,. x,(t, .. ta) =P X1 =t1,..., Xg=t4], t=(t,... tq) €RL

Dann kan man die Zahldichten der einzelnen Komponenten X1, ..., Xy wie folgt berechnen:
le(t) :P[Xl :tl] = Z Px,..., Xd(tla"'7td>7
to,t3,...,tg ER
sz(t) :P[Xg :tg] = Z Px,..., Xd(tla"'7td>7
t1,t3,...,tg ER

und so weiter.
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BEISPIEL 8.11.2. Wir wiirfeln 2-mal mit einem fairen Wiirfel. Dabei seien Z; und Z5 die
Augenzahlen. Weiter definiere

X1 = maX{Zl, ZQ}, X2 = min{ZI, ZQ}

Dann ist X = (X7, X5) ein diskreter Zufallsvektor. Wir bestimmen die Randverteilung (also
in diesem Fall die Z&hldichte) von Xj.

LOSUNG. Die Zéhldichte von (X7, X5) stellt sich wie folgt dar:

px(i,1) =P[X = (i,9)] = P[{(i,9)}] = % = 1,...,6,
. . N 2 1 o
px(i,5) =BX = (0, )] =P{(.)), G )} = g5 = g0 1=7<is6
Somit kann man die Zahldichte von X; bestimmen:
1 1 1
2) = 2,1 2N =—4 —=—

1 1 1 1
Px,(3) =px(3.1) +px(3.2) + px(3.3) = oo + 5o + o = 5

und so weiter.

Nun zeigen wir, wie man die Randverteilungen eines absolut stetigen Zufallsvektors berech-
net.

SATZ 8.11.3. Sei X = (Xq,...,Xy) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx. Dann
gilt: Fir allei=1,...,d ist X; absolut stetig mit Dichte

fiir fast alle t; € R.

BEwWEIS. Wir beweisen den Satz fiir © = 1. Der allgemeine Fall ist analog. Betrachte die
Menge B = {(Xy,...,X4) : Xi < s}. Die Verteilungsfunktion von X ist

Fx, (s) =P[X; < 5]

:/fX(th,td)dyldyd
B

:/ / / fX(ylw--ayd)dylu-dyd

= /OO 9(y1)dys,

wobei g die Funktion auf der rechten Seite von (8.11.1) ist:

g(yl):/ / IxWr, - ya)dys . . . dyg.
Also ist g die Dichte von Xj. O
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BEISPIEL 8.11.4. Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt auf dem Einheitskreis D = {(y1, y2) :
y? 4+ 32 < 1}. Die Dichte von X ist

=

) y17y2)€D7
IxixW,y2) =97

XX2(1 2) 0, (3/172/2)¢D-

Wie berechnet man die Randdichten fx,, fx,?

LOsuNG. Die Randdichte von X; ist
0 ’t1’ > 17

) = t1,to)dty = T
le( 1) /_OO le,Xz( 1 2) 2 f_+ 11_:21 %dtz = %,/1—75%, sonst.
V 1

Die Randdichte von X5 bestimmt man genauso.

8.12. Unabhingigkeit

Fiir diskrete Zufallsvariablen haben wir die Unabhéngigkeit wie folgt definiert: Zufallsvaria-
blen X3, ..., Xy heilen unabhéngig, wenn fiir alle y,...,y; € R gilt

]P[Xl = yl,...,Xd = yd] :]P[Xl = yl] . ]P)[Xd = yd]
Diese Definition macht im Allgemeinen Fall allerdings keinen Sinn. Sind z.B. Xi,..., Xy
absolut stetig, so sind beide Seiten der Gleichung gleich 0. Somit wéren beliebige absolut

stetige Zufallsvariablen unabhéngig, was dem intuitiven Verstédndnis der Unabhéngigkeit
nicht entspricht. Fiir allgemeine Zufallsvariablen benutzt man deshalb eine andere Definition.

DEFINITION 8.12.1. Seien Xj,..., X, Zufallsvariablen. Diese Zufallsvariablen heiflen wun-
abhdngig, wenn fiir alle Borel-Mengen By, ..., By C R gilt:

P[X, € By,..., X4 € By =P[X; € B)]-...-P[X, € By.

Eine unendliche Famielie X7, X5, ... von Zufallsvariablen heifit unabhéngig, wenn fiir jedes
d € N die Zufallsvariablen X, ..., X; unabhingig sind.

BEMERKUNG 8.12.2. Wenn die Zufallsvariablen X7, ..., X; unabhéngig sind, so folgt daraus,
dass

Fy, x,(t, . ta) =P[Xy <y, Xy < t4]
— Fa(t1) - ... F,(ta).

Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist also das Produkt der Verteilungsfunktionen der ein-
zelnen Komponenten.

Eine dhnliche Produktformel gilt auch fiir Dichten, wie der néchste Satz zeigt.

SATZ 8.12.3. Seien Xi,..., Xy unabhingige absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten
fxys--oy fx,- Dann ist der Zufallsvektor X = (Xq, ..., Xq) absolut stetig mit

FxvooxaW, o ya) = fxy (1) - - fxg(ya) fiir fast alle (ys, . .. ya) € RY.
Das heifst: die gemeinsame Dichte ist das Produkt der Randdichten.
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BeEwEIS. Wir konnen die Verteilungsfunktion des Vektors (X7, ..., X,;) wie folgt darstellen:
Fx . x,(t1,...,tq) = Fx,(t1) - ... Fx,(ta)

2/1 fxl(yl)dyl’---'/d fxa(ya)dya

:/1 .../d le(yl)fXd(yd)dyldyd

Es folgt aus der Definition der absoluten Stetigkeit, dass fx, (y1)- ... fx,(y4) die Dichte von
(X1,..., X, ist. [

BEISPIEL 8.12.4. Seien die Zufallsvariablen X7, X, unabhéngig und gleichverteilt auf dem

Intervall [0, 1]. Dann kénnen wir die Dichte des Vektors (X7, X») wie folgt bestimmen:
le,Xz (y17y2> = le (?/1) ) sz (y2) = ﬂyle[O,l] ’ 1@/26[0:1] = 1(y17y2)€[0»1]2'

Somit ist der Vektor (X1, X») gleichverteilt auf dem Quadrat [0, 1]2.

8.13. Transformationsformel fiir die Dichte

Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Funktion. Wie bestimmt man
die Dichte von ¢(X)?
SATZ 8.13.1. Seien

(1) X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx.
(2) I C R ein offenes Intervall mit P[X € I] =1, wobei I auch unendlich sein darf.
(3) ¢ : I — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(z) # 0 fir alle x € 1.

Dann ist p(X) eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte
foe) (W) = fx (@™ (W) - [(¢7") ()| fiir fast alle y € o(I).

Dabei ist =1 die inverse Funktion von .

BEWEIS. Wegen ¢'(x) # 0 fiir alle = € [ ist ¢ entweder monoton steigend oder monoton
fallend. Sei 0.B.d.A. ¢ monoton steigend. Die Verteilungsfunktion von ¢(X), an der Stelle
t e pl),ist

Fox)(t) = Plp(X) < 1] =P[X < o~ (t)] = Fx (¢7'(1)) -

Die Dichte von ¢(X) erhalten wir, indem wir die Verteilungsfunktion ableiten:

Faon ) = 2 Faon (1) = Py (67(0) = Fi (¢7(0) (67 (0) = Fx (97 (0)) (7Y (1),

Cdt
0

BEMERKUNG 8.13.2. Fiir monoton fallendes ¢ geht dies analog, jedoch mit |(¢~!)(¢)] an-
stelle von (1) (¢).

BEISPIEL 8.13.3. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und a # 0 und
b € R zwei Konstanten. Bestimme die Dichte von aX + b.
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LOSUNG. Die Funktion ¢(X) = aX + b ist stetig differenzierbar auf I = R. Die Ableitung
ist ¢'(X) = a # 0. Die Umkehrfunktion und ihre Ableitung sind

x—0b

R (O

Nun setzt man das in die Transformationformel ein und erhilt fiir die Dichte von aX + b:

Faxalt) = = - fx (t - b) .

lal a

BEISPIEL 8.13.4. Sei X ~ N(0, 1) standardnormalverteilt und u € R, o > 0 zwei Konstanten.
Die Dichte von Y := p + ¢ X ist, mit der Formel aus dem obigen Beispiel,

1 _(t=w?
e 202

fr(t) =

2mo

Also ist Y ~ N(u, 0?). Umgekehrt folgt aus Y ~ N(u,0?), dass die Zufallsvariable

standardnormalverteilt ist. Mit einer linearen Transformation kann man also eine beliebige
Normalverteilung auf die Standardnormalverteilung zuriickfithren und umgekehrt.

8.14. Faltungsformeln

Seien X7, Xy unabhéngige Zufallsvariablen. Wie bestimmt man dann die Verteilung der Zu-
fallsvariablen

X1,

2

X1+ X, Xi — Xo, X+ Xy,

Zuerst bestimmen wir die Verteilung von X; + Xo.

SATZ 8.14.1 (Faltungsformel fiir diskrete Zufallsvariablen). Seien X, Xy unabhingige Zu-
fallsvariablen. Es seien beide Zufallsvariablen diskret. Dann gilt fiir die Zihldichte von Xy +
X5 die Formel

(8.14.1) Pxi+x2(2) = D px,(y) px,(z —y) fiir alle z € R.
y€lm(X1)

DEFINITION 8.14.2. Die Z&hldichte px,1x, = px, * px, heiit die Faltung der Z&hldichten
px, und px,.

BEMERKUNG 8.14.3. Zur Erinnerung: px,(y) = P[X; = y] ist die Zahldichte von X; und
Im(X;) = {y € R: P[X; = y| # 0} ist die Menge der Werte, die X; annehmen kann.

26



BEWEIS VON SATZ 8.14.1. Sei z € R. Es gilt dann
Pxi+x,(2) = P[X1 + X5 = 7]
= Z PX: =y, Xy =2 — 1]

y€lm(X1)

= > PXi =y P[Xy=2—y]
y€Im(X1)

= > ) px(z— ).
y€Ilm(X1)

O

SATZ 8.14.4. Es seien X1 ~ Poi(\1) und Xy ~ Poi(\y) unabhdngige, Poisson-verteilte Zu-
fallsvariablen. Dabei sind Ay, Ay > 0 Parameter. Dann ist auch die Summe X1+ X5 Poisson-
verteilt:

Xl + X2 ~ POZ()\l + )\2)
Das heifst: Poi(A1) * Poi(Ag) = Poi(A\ + A2).

BeEwEIs. Fiir alle n € Ny gilt

P[X; + X5 = 1] :ip[xl = k] -P[Xy =n — k]

— o~ (AM1tA2) (AL +A2)"
n! '

Somit ist X1 -+ X2 ~ POI()\l -+ )\2) O

UBUNG 8.14.5. Seien X; ~ Bin(ny, p) und X, ~ Bin(ny, p) unabhingig. Dann gilt
X1 + X5 ~ Bin(ng + na, p).

Das heifit: Bin(nq, p) * Bin(ng, p) = Bin(n; + na, p).

UBUNG 8.14.6. Seien X; ~ NB(ry,p) und X5 ~ NB(ry, p) unabhingig. Dann gilt
X1+ Xo ~ NB(ry + 72, p).

Das heifit: NB(r1, p) * NB(re, p) = NB(ry + 79, p).

Als Spezialfall dieser Aussage ergibt sich
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UBUNG 8.14.7. Seien X1,..., X, ~ Geo(p) unabhiingig. Dann gilt
X;+ ...+ X, ~NB(n,p).
Das heifit: Geo(p) * ... x Geo(p) = NB(n, p).

SATZ 8.14.8 (Faltungsformel fiir absolut stetige Zufallsvariablen). Seien X, X5 unabhdingige
und absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, und fx,. Dann ist auch die Summe
X1 + Xs absolut stetig mit Dichte

(8.14.2) fxi4x,(2) = / fxi () [x, (2 — y)dy fiir fast alle z € R.

R
DEFINITION 8.14.9. Die Dichte fx,+x, = fx, * fx, heiit die Faltung der Dichten fx, und
fX2'

BEMERKUNG 8.14.10. Eine intuitive Erklarung dieser Formel: Damit X; + X5 = 2z ist, muss
X, irgendeinen Wert y annehmen (diesem Ereignis entspricht die Dichte fx,(y)) und dann
muss Xy = z — y gelten (diesem Ereignis entspricht die Dichte fx,(z — y)). Da X; und X,
unabhéngig sind, multipliziert man beide Dichten. Da aulerdem y beliebige Werte annehmen
kann, integriert man zum Schluss iiber y.

BEWEIS VON SATZ 8.14.8. Die rechte Seite der Faltungsformel bezeichnen wir mit g(z),
d.h.

92 = [ F )l — )y
R
Fiir alle ¢ € R gilt mit dem Satz von Fubini (Mafitheorie)

/_too g(2)dz = /_;/fol () fx,(z — y)dydz
- /R/; fxi (W) fxo (2 = y)dzdy

-/ / :’ Fs (9) () dudy,

wobei wir die neue Variable u = z — y eingefiihrt haben. Definiere die Menge

BY {(u,y)iu+y <t}

Dann kann man das Integral so darstellen:

/ ' g(2)de = / F () f () dudy = / F e, w1, y) = B{(X,, Xs) € B,

Dabei gilt die Formel fx, (y)fx,(v) = fx, x,(y,u) wegen der Unabhéngigkeit von X; und
X5. Somit haben wir gezeigt, dass

t
/ 9(2)dz = P[X; + Xy < t] = Fx,4x,(t).

Daraus folgt, dass g die Dichte von X; 4+ X5 ist. O
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SATZ 8.14.11. Seien X; ~ N(p1,01) und Xy ~ N(ug,03) normalverteilt und unabhdingig.
Dann ist auch die Summe X; + Xy normalverteilt:

X1+ Xo ~ N(py + iz, 07 + 03).

BEWEIS. SCHRITT 1. Seien zuerst p; = pp = 0 und somit X; ~ N(0,0%) und X5 ~ N(0, 03).
Mit der Faltungsformel ergibt sich

fX1+X2(Z> = / le(y)fXQ(Z - y)dy
1 > :

2,
_%(3724_(202@ )
= e 1 2 Jdy

210109 J_o

2,2 2
2 1 y(al+o'2)—zo'
1 2 o0 —2<
= e 2eitod) e 7102/ of+e] dy.

y(of+03)—20>

Nun fiihren wir eine neue Variable w = ———2—— ein:
01024/ 07+03
2
1 *% 0102 )
fxiax(2) = e ot ———— e 2 dw
2mo109 Vo] +05J-
2
1 R 0109
e Hoitod) 2 . \/21

2mo09 o2+ o2
2
___z
= 1 [ 2(0%+J%) .

V2m\/o? + o3
Also gilt X; + Xy ~ N(0, 0% + 03).

SCHRITT 2. Seien nun X; ~ N(p1,0%) und Xy ~ N(ug,03) normalverteilt mit beliebigen
Parametern. Betrachte die zentrierten Zufallsvariablen X/ := X; — py ~ N(0, %) und X}, :=
Xo—pg ~ N(0,02). Fiir die Zufallsvariablen X und X} haben wir in Schritt 1 bereits gezeigt,
dass X| + X} ~ N(0,0? + 03). Somit gilt

X1+ Xo = (1 + p2) + (X7 + X5) ~ N(iy + 2, 07 + 03).

Spéter werden wir diesen Satz auf einem viel schénerem Weg mithilfe von charakteristischen
Funktionen beweisen. 0

BEISPIEL 8.14.12. Die Dauer eines Telefongespréichs sei eine exponentialverteilte Zufallsva-
riable mit Parameter 1. Betrachte zwei unabhéingig stattfindende Gespriche. Wie ist dann
die Gesamtdauer der beiden Gespriche verteilt?
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LOsuNG. Wir betrachten also zwei unabhéngige Zufallsvariablen X; ~ Exp(1) und Xy ~
Exp(1) und bestimmen die Verteilung von X; + X5. Die Dichten von X; und X5 sind

eV, y>0,

fX1(y):fX2(y):{0 y < 0.

Die Zufallsvariable X + X5 nimmt nur positive Werte an. Sei z > 0. Mit der Faltungsformel
ergibt sich

[xiex(2) = / (W) fxn (2 — y)dy = / e Ve W dy = 6_2/ ldy = ze™~.
R 0 0

Es gilt somit
ze ? z>0,
0, z < 0.

fX1+X2 (Z) = {

UBUNG 8.14.13. Seien X1, ..., X, ~ Exp(1) unabhingig. Dann ist die Dichte von X; + ...+
X, gegeben durch

Lame=2 2>0,
n:

Diese Verteilung nennt man Erlang—Verteilung.

Seien X7, X5 eine unabhéngige Zufallsvariablen. Wir bestimmen die Verteilung des Produkts
X1X5. Sind X7 und X5 diskret, so kann man die Z#hldichte von X; X5 wie folgt berechnen

()= Y. px(W)px (5) , z2#0.

y€lm(X1)\{0}
Sind X; und X, absolut stetig, so gilt fiir die Dichte von X; X, die Formel

fra@ = [ o fa i (g) dy.

o Y]
1

Wir werden diese Formel nicht beweisen, sondern nur erkléren, warum in ihr der Faktor Tl
auftaucht. Sei € > 0 sehr klein. Dann gilt

1
fxix(2) = z P < XXy <z +¢].

Was muss nun geschehen, damit das Ereignis z < X1 Xy < 2z + ¢ eintritt? Zuerst muss X,
irgendeinen Wert y annehmen. Diesem Ereignis entspricht die Dichte fx, (y). Ist nun y > 0,
so muss fiir X5 gelten: z/y < X, < z/y-+¢/y. Dieses Ereignis hat eine Wahrscheinlichkeit von
~ fx,(2/y) - €/y. Analog kommt man im Fall y < 0 auf das Ereignis z/y + ¢/y < Xy < z/y
mit einer Wahrscheinlichkeit von ~ — fx,(z/y) - €/y. Da nun y beliebig sein kann, integriert
man iiber y und erhélt

Pz < X1 Xo <z+¢|l~ e/ mfxl(y)fx2 (5) dy.

Daraus ergibt sich die Formel fiir die Dichte von X;X5.
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Analog kann man zeigen: Sind X; und X, unabhéngig und beide absolut stetig, so gilt fiir
die Dichte von X; /X, die Formel

P pa(2) = / " ol () fa ().

8.15. Transformationsformel fiir den Erwartungswert

Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx. Sei ¢ : R — R eine Borel-Funktion.
Wie bestimmt man dann den Erwartungswert von ¢(X)?

SATZ 8.15.1 (Transformationsformel fiir den Erwartungswert). Sei X eine absolut stetige
Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Borel-Funktion. Dann gilt

(8.15.1) Ep(X) = /OO o(y) fx(y)dy,

—00

falls [ |o(y)| fx(y)dy < oo.

BEMERKUNG 8.15.2. Intuitiv kann man die Formel so verstehen: Die Zufallsvariable X
nimmt einen Wert y mit “Dichte” fx(y) an. Ist X = y, so gilt ¢(X) = ¢(y). Der ent-
sprechende Beitrag zum Erwartungswert ist also ¢(y)fx(y). Da nun y beliebig sein kann,
integrieren wir iiber y.

BEWEIS VON SATZ 8.15.1. SCHRITT 1. Sei zuerst ¢(y) = L1a(y) eine Indikatorfunktion,
wobei A C R eine Borel-Menge ist. Dann nimmt ¢(X) nur die Werte 0 und 1 an und es gilt

Ep(X) =EL4(X)=1-P[X € A]+0-P[X ¢ A] = P[X € A].
Auf der anderen Seite, gilt
/ e(y) fx(y)dy =/ La(y) fx(y)dy = /Afx(y)dy = P[X € A].
Es folgt, dass Formel (8.15.1) erfiillt ist.

SCHRITT 2. Sei ¢(y) = > i, a;14,(y) eine Elementarfunktion. Dabei seien A;,..., A, C R
disjunkte Borel-Mengen und ayq, ..., a, € R. Dann gilt

Ep(X)=E

Zaihi (X)] = ZaiE[ﬂAi (X)) = Z aP[X € A,

wobei wir im letzten Schritt das Ergebnis von Schritt 1 benutzt haben. Auf der anderen Seite
gilt

| ewicwis= [ ata@iicwidy =Y ai [ 10y = > aPlx € Al
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wobei wir im letzten Schritt wieder das Ergebnis von Schritt 1 benutzt haben. Also gilt die
Formel (8.15.1).

SCHRITT 3. Sei nun ¢ > 0 eine beliebige, nichtnegative Borel-Funktion. Wir approximieren
¢ mit Elementarfunktionen. Dazu definieren wir ¢, : R — R wie folgt
n-2"
E—1
en(y) =) o Lilcp<d T Lowzn:
k=1
Die Folge ,, hat folgende Eigenschaften:
(1) Fiir alle y € R gilt v, (y) T ¢(y) fir n — co.
(2) Fiir alle w € Q gilt ¢, (X(w)) T (X (w)) fur n — oc.
Der Satz von der monotonen Konvergenz (Mafitheorie) ergibt dann
(1) [ en()fx(w)dy — [ (y)fx(y)dy fiir n — oo.
(2) Epp(X) — Ep(X) fir n — oo.
Hier gilt [ ¢n(y)fx(y)dy = Ep,(X) nach Schritt 2 (denn ¢, ist eine Elementarfunktion),
also sind die Terme [ (y)fx(y)dy und Eo(X) auch gleich und die Formel (8.15.1) gilt.

SCHRITT 4. Sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-Funktion mit [ |¢(y)|fx(y)dy < co. Wir
schreiben dann

=9+ — P,
wobei ¢, und ¢_ der positive bzw. der negative Anteil von ¢ ist:
() = e(y), falls p(y) 20, () =1 falls ¢(y) > 0,
o, falls ¢(y) < 0; 7 eyl falls (y) <0,

Es gilt ¢, >0 und ¢_ > 0. In Schritt 3 haben wir gezeigt, dass

Ep. (X) = / o) fxW)dy < oo, Ep_(X) = / o (9) Fx (y)dy < oo,

Dabei sind beide Erwartungswerte endlich wegen der Annahme [ |¢(y)|fx(y)dy < oo. Wir
bilden die Differenz:

E[p(X)] = Elps (X) — p_(X)] = / (02 (8) — - () Fx(y)dy = / o) fx (y)dy.
Somit gilt die Formel (8.15.1). O

BEISPIEL 8.15.3. Mit ¢(y) = y erhalten wir die Formel

EX = /_OO yfx(y)dy.

Etwas allgemeiner, mit ¢(y) = y™ erhalten wir

E[X"] = /_OO y" fx(y)dy.

o0

Die Zahlen EX, E[X?], E[X?3],... nennt man auch Momente von X.

BEISPIEL 8.15.4. Sei X ~ Exp(1). Bestimme E[X™].
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LOsuNG. Die Dichte von X ist fx(y) = eV fiir y > 0. Dann gilt:

E[X"]Z/ y"fx(y)dyz/ y"e Ydy = nl.
0 0

BEMERKUNG 8.15.5. Eine &hnliche Transformationsformel gilt auch fiir diskrete Zufallsva-
riablen: ist X diskret, so haben wir

falls 3~ crmex) l9 (W) Ipx (y) < oo.

8.16. Multiplikativitit des Erwartungswerts

Sind X : Q@ 5 Rund Y : Q — R zwei (moglicherweise abhéingige) integrierbare Zufallsvaria-
blen, so ist die Summe X + Y ebenfalls integrierbar und es gilt

E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Dies ist eine der Eigenschaften des Lebesgue-Integrals. Nun beweisen wir, dass eine dhnliche
Formel auch fiir das Produkt gilt, wenn man zusétzlich voraussetzt, dass die Zufallsvariablen
unabhéngig sind.

SATZ 8.16.1. Die Zufallsvariablen X,Y : 0 — R seien integrierbar und unabhdngig. Dann
15t auch XY integrierbar und es gilt

(8.16.1) E[XY] = (EX) - (EY).

BEWEIS. SCHRITT 1. Wenn die Zufallsvariablen nur endlich viele Werte annehmen, haben
wir diesen Satz bereits im Kapitel iiber den Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen
bewiesen.

SCHRITT 2. Annahme: Seien X (w) > 0 und Y (w) > 0 fiir alle w € 2. Dann existieren zwei
Folgen von Zufallsvariablen X,,,Y,, : Q2 — R mit den Eigenschaften:

(1) Fiir jedes w € Q gilt X, (w) T X(w) fiir n — co.

(2) Fiir jedes w € Q gilt Y, (w) 1Y (w) fir n — oc.

(3) Fiir jedes w € 2 gilt X,,(w) >0, Y,(w)>0.
(4) X,, und Y,, nehmen nur endlich viele Werte an.

Beispielsweise kann man X,, und Y,, so konstruieren: X,, = f,,(X) und Y,, = f,(Y) mit

fn(2)

1k71§2§£ +n- ILZZTL'

Damit gilt dann fiir alle w € €Q:

Xp(w) - Y, (w) T X(w) - Y(w) fiir n — oo.
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Da die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind, sind auch X,, = f,(X) und Y,, = f,.(Y)
unabhéngig. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt, dass

E[XY] = lim E[X, - Y,]

n—oo

= lim E[X,] - E[Y,]
n—oo

= lim E[X,] - lim E[Y,,]
n—oo n—oo

= E[X] - E[Y].

Dabei haben wir benutzt, dass E[X,, - Y, ] = E[X,] - E[Y},]. Dies wurde in Schritt 1 gezeigt,
denn X,, und Y;, nehmen nur endlich viele Werte an. Also gilt die Formel (8.16.1).

SCHRITT 3. Seien nun X,Y : Q — R unabhéngig und integrierbar. Dann sind |X| und |Y|
nichtnegativ und wir kénnen Schritt 2 anwenden:

E|IXY|=E[X|-|Y|] =E|X]|-E|Y| < cc.
Also ist XY integrierbar. Nun schreiben wir X = X* — X~ und Y =Y — Y~ mit

X+ ) = {X(w), X(w) >0, X-() = {0, X(w) >0,

0, X(w) <0, | X(w)], X(w) <0,
vy JY(w), Y(w) =0, _, )0, Y(w) >0,
Viw) = {o, Y(w) <0, VW) = {|Y(w)|, Y(w) < 0.

Da X und Y unabhéngig sind, gilt auch

(1) X* und Y sind unabhéngig.

(2) Xt und Y~ sind unabhéngig.

(3) X~ und Y sind unabhéngig.

(4) X~ und Y~ sind unabhéngig.
Danun X, Y ™", X~ Y™ alle nichtnegativ sind, kénnen wir auf diese Zufallsvariablen Schritt 2
anwenden:

EXY]=E[(XT - X )Y -Y)]
=EXTY" - XY - XTY +X Y]
=E[XTYT]-E[X V'] -E[X'Y | +E[X Y]
=E[XT| E[YT|-E[X | EYf|-E[XT]| - E[Y |+E[X | E[Y]
=E[X"-X]-E[Y"-Y"]
=E[X]-E[Y]
Also gilt die Formel E[XY] = E[X] - E[Y]. O

34



