KAPITEL 8

Zufallsvariablen: Die allgemeine Definition

8.1. Zufallsvariablen

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir ausschliefSlich Zufallsvariablen mit endlich oder abzéhlbar
vielen Werten (also diskrete Zufallsvariablen) betrachtet. Jetzt werden wir allgemeine Zu-
fallsvariablen einfiihren.

DEFINITION 8.1.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q@ — R
heifit messbar, wenn fiir alle a € R gilt:
{X <a} eF.
Hierbei ist {X < a} die Menge aller Punkte im Wahrscheinlichkeitsraum, wo die Funktion
X einen Wert < ¢ annimmt:
{X<a}={we: X(w) <a} C.
Eine messbare Funktion nennen wir auch eine Zufallsvariable.

Fiir eine Zufallsvariable X ist also die Wahrscheinlichkeit P[X < a] wohldefiniert. Der néchste
Satz besagt, dass auch die Wahrscheinlichkeit P[X € B] wohldefiniert ist, wobei B C R eine
beliebige Borel-Menge ist.

SATZ 8.1.2. Sei X : Q) = R eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge B C R:
{XeB}eF.
Hierbei ist
{(XeB}=XYB)={weQ: X(w) € B}.
BEMERKUNG 8.1.3. Aus diesem Satz folgt, dass fiir eine Zufallsvariable X gilt:

(1) Das Ereignis {X = a} ist messbar, fiir alle a € R.

(2) Das Ereignis {X € A} ist messbar, fiir jede hochstens abzéhlbare Menge A C R.

(3) Somit ist auch das Ereignis {X ¢ A} = {X € A} ebenfalls messbar, fiir jede
hochstens abziahlbare Menge A C R.

(4) Insbesondere ist das Ereignis {X € Q} messbar.

(5) Ereignisse {a < X < b}, {a < X <b}, {a < X <b}, {a <X < b} sind messbar.

Fiir den Beweis von Satz 8.1.2 bendtigen wir eine Hilfsaussage.

PROPOSITION 8.1.4. Seien (2, F) ein Messraum und E eine Menge. Auflerdem seien X :
Q — E eine Abbildung und £ C 2F eine Mengenfamilie mit der Eigenschaft, dass X *(B) €
F fiir jede Menge B € €. Dann gilt auch X 1 (B) € F fiir jede Menge B € o(£).
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BEMERKUNG 8.1.5. Mit anderen Worten: Um zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus
einer o-Algebra messbar sind, reicht es zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus einem
Erzeuger dieser o-Algebra messbar sind.

BEWEIS VON PROPOSITION 8.1.4. Wir wollen zeigen, dass das Urbild jeder Menge aus
0(€) ein Element von F ist. Deshalb betrachten wir die Familie

A={BCE:XYB)eF}c2t

Wir werden im Weiteren zeigen, dass die Familie A eine o-Algebra ist. Aulerdem gilt £ C A
laut Voraussetzung. Die Familie A ist also eine o-Algebra, die £ enthélt. Die von £ erzeugte
o-Algebra o(&) ist (laut Definition der erzeugten o-Algebra) die kleinste o-Algebra, die £
enthélt. Somit muss (&) C A gelten. Fiir jede Menge B € (&) gilt dann B € A. Laut
Definition von A bedeutet das, dass X ~!(B) € F fiir jede Menge B € o(£). Das beweist die
Behauptung der Proposition.

Wir werden nun zeigen, dass fiir die Familie A alle drei Bedingingen aus der Definition einer
o-Algebra gelten.

Bedingung 1. Es gilt E € A, denn X }(F) =Q und Q € F.

Bedingung 2. Wir zeigen, dass A komplementstabil ist. Sei also A € A. Wir zeigen, dass
A¢ e A. Es gilt

XU A) = {weQ: X(w) €AY ={weQ: X(w) ¢ A} = {we Q: X(w) € A} = (X1(A))".

Aus A € A folgt, dass X '(A) € F. AuBerdem ist die Familie F eine o-Algebra und
somit komplementstabil. Es folgt, dass X 1(A°) = (X1(A))¢ € F. Das bedeutet aber, dass
Ace A

Bedingung 3. SchlieBlich zeigen wir, dass die Familie A o-vereinigungsstabil ist. Seien also
A, Ag, ... € A. Wir zeigen, dass U,enA, € A. Es gilt

X_l(UneNAn) ={weN: X(w) € Upen4n} =Upen{w € Q: X(w) € A,,} = UneNX_l(An).

Aus A, € A folgt, dass X 1(A,) € F fiir alle n € N. AuBerdem ist die Familie F eine o-
Algebra und somit o-vereinigungsstabil. Es folgt, dass X 1 (UpenA,) = Upen X 1(A,) € F.
Das bedeutet, dass U,cnA, € A.

Somit haben wir gezeigt, dass die Mengenfamilie A eine o-Algebra ist. O
BEWEIS VON SATZ 8.1.2. Betrachte die Mengenfamilie
£ ={(—00,d],a € R} C 2%,

Da X : Q — R messbar ist, gilt X '(B) = {X < a} € F fiir jedes B = (—00,d] € €.
Proposition 8.1.4 besagt, dass X 1(B) € F fiir alle B € o(£). Dabei ist aber o(€) nichts
anderes als die Borel-o-Algebra. O



BEISPIEL 8.1.6. Sei (€2, F,R) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € F ein messbares Ereig-
nis. Wir zeigen, dass die Indikatorfunktion von A

1, weA,

eine Zufallsvariable ist.

LOSUNG. Sei a € R beliebig. Wir betrachten das Ereignis

Q, a>1,
{X<a}=<0, a<0,
A¢ a€l0,1).

Es gilt Q,0, A € F, denn A € F und F ist eine o-Algebra. Somit ist X messbar.

8.2. Zufallsvektoren

DEFINITION 8.2.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Xi,...,X; : Q@ — R
Funktionen, wobei d € N. Betrachte nun die Funktion X : Q — R? mit

X(w) = (X1(w),..., X4(w)) € R%

Die Funktion X heifit ein d-dimensionaler Zufallsvektor (oder messbar), wenn X, ..., Xy
messbar sind.

SATZ 8.2.2. Sei X : Q — R? eine Funktion. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) X ist ein Zufallsvektor.
(2) Fiir jede Borel-Menge B C R gilt {X € B} € F.

BEWEIS VON (1) = (2). Seien X7,..., X messbar. Sei A = (—00,a1] X ... X (—00,aq| ein
“Oktant”. Dann gilt:

XA ={weQ: X(w)eAl={weQ: Xj(w) <ay,..., Xqw) <ag} =Ni_{Xp < ar}.

Wegen der Messbarkeit von Xy gilt { Xy < ax} € F fiir alle k = 1,...,d. Da F eine o-
Algebra ist, folgt, dass X 1(A) € F. Wir haben gezeigt, dass das Urbild jedes Oktanten
messbar ist. Die Familie der Oktanten erzeugt die Borel-o-Algebra B%. Mit Proposition 8.1.4
folgt daraus, dass das Urbild jeder Borel-Menge messbar ist. 0

BEWEIS VON (2) = (1). Wir nehmen an, dass fiir jede Borel-Menge B C R? gilt, dass
{X € B} € F.Sei k € {1,...,d} fest. Sei B = {(z1,...,74) € R?: 7, < a}. Diese Menge
ist Borel, da abgeschlossen. Es folgt, dass X 1(B) = {X} < a} € F. Somit ist die Funktion
X}, messbar. Das gilt fiir jedes k € {1,...,d}. Somit ist X messbar. O

Die Familie der Borel-Mengen in R? wird mit B¢ bezeichnet.

DEFINITION 8.2.3. Eine Funktion f : R% — R% heifit Borel-messbar (oder Borel-Funktion),
wenn gilt:

fHA) € B fiir alle A € B%.
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BEMERKUNG 8.2.4. Eine Funktion ist also Borel-messbar, wenn das Urbild jeder Borel-
Menge wieder eine Borel-Menge ist. Zum Vergleich: Eine Funktion ist stetig, wenn das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

PROPOSITION 8.2.5. Jede stetige Funktion f : R®" — R® ist Borel-messbar.

BEWEIS. Die Funktion f sei stetig. Es folgt, dass fiir jede offene Menge A C R% das Urbild
f7YA) offen ist. Das Urbild jeder offenen Menge ist also eine Borel-Menge. Die Familie
der offenen Mengen erzeugt die Borel-o-Algebra. Mit Proposition 8.1.4 folgt, dass auch das
Urbild jeder Borel-Menge eine Borel-Menge ist. Somit ist f Borel-messbar. ([l

SATZ 8.2.6. Sei X : Q — R% ein Zufallsvektor und f : R" — R eine Borel-Funktion.
Dann ist auch die Verkniipfung

foX:Q—R®%
ein Zufallsvektor.
BEWEIS. Sei A € B%. Dann gilt f~}(A) € B, denn f ist eine Borel-Funktion. Es gilt
(foX)™H(A)=X""(f71(A) € F,
da X messbar ist. Nach Satz 8.2.2 ist f o X ein Zufallsvektor. OJ

KOROLLAR 8.2.7. Sind X, Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P),
so sind auch X +Y, X - Y und a- X, wobei a € R, Zufallsvariablen.

Beweis. Die Funktionen (z,y) — = +y, (z,y) — xy, x — ax sind Borel-Funktionen, da sie
stetig sind. Die Behauptung folgt aus Satz 8.2.6. O

8.3. Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable

Die Familie der Borel-Teilmengen von R wird mit B bezeichnet.

DEFINITION 8.3.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X : 2 — R eine Zufalls-
variable.

(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
PxB—>[071] mltpx(A):P[XEA], AeB.

Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fy :R—[0,1] mit Fx(t) =P[X <], teR.

BEISPIEL 8.3.2. Im Einheitskreis werde ein Punkt (X, Y") zufillig und gleichverteilt gew&hlt.
Es sei R der Abstand von (X,Y) zum Mittelpunkt des Kreises. Bestimme die Verteilungs-
funktion von R.



LOSUNG. Als Grundmenge wihlen wir den Einheitskreis Q = {(z,y) € R? : 2% +¢* < 1}.
Sei F = B2 die o-Algebra der Borel-Teilmengen von ). Als Wahrscheinlichkeitsmafl wihlen
wir

IP[A]:@, AeF,

wobei A das Lebesgue-Maf3 ist. Das entspricht der Annahme, dass der Punkt gleichverteilt
ist. Der Abstand zum Ursprung ist dann die Zufallsvariable R : 0 — R mit

R(z,y) = Va2 +y%, (v,y) € Q.

Beachte, dass R stetig und somit messbar ist. Um die Verteilungsfunktion von R zu bestim-
men, schauen wir uns das Ereignis {R <t} an:

Q, t>1,

{R<ty={(z,y) € Q: /a?2+y?2 <t} =<0, t <0,

Kreis vom Radius ¢, ¢ € [0,1].
Es folgt, dass

L t=>1, L, t=>1,
Fr(t)=P[R<t]=¢0, t<0, =<0, t<O0,
™ te 0,1 2, teo,1].

Dies ist die Verteilungsfunktion von R.

BEISPIEL 8.3.3. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei unabhéngige und in [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahlen X, Y. Bestimme die Verteilungsfunktion von 7 := X + Y.

LOSUNG. Als Grundmenge withlen wir 2 = [0, 1]2. Sei F = B, die Einschriinkung der Borel-
o-Algebra B? auf Q. Die Bedingung der Gleichverteilung und Unabhingigkeit von X und Y
wird so interpretiert: die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A € F ist

P[A] = A (A).
Wir kénnen die Zufallsvariablen XY, 7 : 2 — R definieren:
X(x,y) =z, Y(v,y) =y, Z(z,y) =z +y, (v,y)€[0,1]
Das Ereignis, das uns hier interessiert, ist
[Z<th={(ey) €012 0ty <t
Es gilt
0, t <0,
gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlénge ¢, t €[0,1],

das Komplement eines solchen Dreiecks mit Kathetenldnge 2 — ¢, t € [1, 2],
Q, t>2.



Somit erhalten wir

0, t <0,

£ te0,1]
F,(t)=P[Z<t|=L 2’ T
Z() [ ] 1 (2—215)2’ te [172]’

1, t> 2.

Dies ist die Verteilungsfunktion von Z. Sie ist stetig.

BEISPIEL 8.3.4. Betrachte eine konstante Zufallsvariable, also X = c¢. Wie sieht dann die
Verteilungsfunktion Fx aus?

LOSUNG. Es gilt

0, t<ec,
1, t>c

Dieses Beispiel zeigt, dass eine Verteilungsfunktion Unstetigkeitsstellen haben kann.

SATZ 8.3.5. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Dann hat Fx die folgen-
den drei Figenschaften:

(1) Grenzwerte: limy, o Fx(t) =0 und lim;_, ;o Fx(t) = 1.

(2) Monotonie: Fir alle t; < ty gilt Fx(t1) < Fx(ts).

(3) Rechtsstetigkeit: Fir alle ty € R gilt limy ) Fx(t) = Fx(to) -

BEMERKUNG 8.3.6. Der linksseitige Grenzwert limy, Fx (t) existiert ebenfalls, da die Funkti-
on F'y monoton ist. Allerdings muss der linksseitige Grenzwert nicht mit Fx (t,) tibereinstimmen,
siehe Beispiel 8.3.4 mit ¢, = c.

BEWEIS VON (2). Seien t; <ty beliebig. Betrachte die Ereignisse
{thl}:{OJEQZX(W)Stl}C{WEQiX(w)StQ}Z{XStQ}

Deshalb gilt fir die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse P[X < t;] < P[X < t5], was
gleichbedeutend ist mit Fx(t1) < Fx(t2). O

BEWEIS VON (1). Wir betrachten den Fall ¢t — —oo. Fiihre die Ereignisse A, = {X < —n}
mit n € N ein. Dann gilt A; D Ay D ... und NyenA, = 0. Aufgrund der Stetigkeit der
Wahrscheinlichkeit folgt daraus, dass

lim Fx(—n)= lim P[A4,] = P[0] = 0.

n—oo n—oo
Dabei darf allerdings n nur natiirliche Werte annehmen. Fiir ein beliebiges ¢t < 0 kann man
immer ein n € N mit —n < t < —n + 1 finden. Wegen der Monotonie von F und des
Sandwichprinzips gilt dann

0= lim Fx(—n) < tlim Fx(t) < lim Fx(—n+1) = 0.

n—oo ——00 n—oo
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Somit ist lim;_, o, F'x(t) = 0, wie behauptet. O

BEWEIS VON (3). Sei ¢y € R beliebig. Wir definieren die Ereignisse A, = {X <ty + 1/n}
mit n € N. Es gilt dann A; D Ay D ... und NyenA4, = {X < to}. Aufgrund der Stetigkeit
der Wahrscheinlichkeit gilt fiir den Grenzwert:

1
lim Fx (to + —) = lim P[A4,] = P[X < to] = Fx(t).
n—00 n

n—oo

Das gilt wieder nur fiir n € N. Fiir ein beliebiges t > t; konnen wir n € N mit ¢5 + % <t<
to + ﬁ finden. Aufgrund der Monotonie von Fx und des Sandwichprinzips erhalten wir

Fx(to) = T}LH;O fx (to + %) < 1t1¢12101 Fx(t) < 711;1120 Fx (to + ﬁ) = Fx(to).
Somit ist limy ¢, Fx(t) = Fx(to), wie behauptet. O
Der néchste Satz besagt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable durch ihre Verteilungs-
funktion eindeutig festgelegt wird.
SATZ 8.3.7. Seien Xy und Xy Zufallsvariablen mat

Fx,(t) = Fx,(t) fir alle t € R.
Dann gilt fir alle Borel-Mengen B C R:

P[X; € B] =P[X, € B].

Fiir den Beweis benotigen wir einen Satz aus der Mafitheorie.

SATzZ 8.3.8 (Eindeutigkeit der MaB-Fortsetzung). Sei Q eine Menge und € C 2% eine schnitt-
stabile Mengenfamilie. Die Schnittstabilitit bedeutet: fiir A, B € € gilt auch AN B € €. Fs
sei A =0(E) die von & erzeugte o-Algebra. Seien Py und Py zwei WahrscheinlichkeitsmajSe

auf (0, A) mit der Eigenschaft, dass
Py [A] = Py[A] fiir alle A € £.

Dann gilt sogar

P, [A] = Py[A] fir alle A € A.

BEMERKUNG 8.3.9. Mit anderen Worten: stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem
Erzeuger einer o-Algebra iiberein, so stimmen sie auch auf der ganzen o-Algebra iiberein,
wenn der Erzeuger schnittstabil ist.

BEWEIS VON SATZ 8.3.7. Die Mengenfamilie £ = {(—o0, t],t € R} ist schnittstabil, denn
(—o0,t] N (=00, 8] = (—oo, min(t, s)] € £.
Fiir die Verteilungen von X; und X, gilt nun:
Px,((—00,t]) = P[X; <t] = Fx,(t) = Fx,(t) = P[Xy < t] = Px,((—00,t]).

Die Wahrscheinlichkeitsmafle Py, und Py, stimmen also auf £ iiberein. Nach der Eindeu-
tigkeit der Maf-Fortsetzung stimmen sie auch auf der Borel-o-Algebra B = ¢(&) tiberein.
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Somit gilt Px,(B) = Px,(B) fiir alle B € B. Mit anderen Worten, P[X; € B] = P[X, € B|
fir alle B € B. O

BEISPIEL 8.3.10. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t].
Bestimme P[X < ¢].

LOSUNG. Betrachte Ereignisse A, = {X <t — %} mit n € N. Es gilt A; C Ay C ... und
UnenAn, = {X < t}. Mit der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit folgt, dass

PX <t] = lim P[A,] = lim P [X <t-— l] = lim Fx(s).

n—o00 n—00 n st

Beachte: dieser Grenzwert muss im Allgemeinen nicht mit F'(¢) iibereinstimmen.

BEISPIEL 8.3.11. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t].
Bestimme P[X = t].

LoOsuNa. Es gilt

PLX = f] = PIX <]~ PIX <] = Fx(t) — lim Fx(s).

Die Wahrscheinlichkeit, dass X =t ist, ist also gleich dem Sprung, den die Verteilungsfunk-
tion Fx an der Stelle ¢ macht. Die Funktion Fx ist stetig an der Stelle ¢ genau dann wenn
PX =t] =0.

DEFINITION 8.3.12. Sei X eine Zufallsvariable. Ein Wert ¢t € R mit P[X = ¢] > 0 heifit ein
Atom von X. Atome sind also Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion Fx.

PRrROPOSITION 8.3.13. Jede Zufallsvariable hat hichstens abzdhlbar viele Atome. Mit an-
deren Worten, jede Verteilungsfunktion hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen

(Springe).

BEWEIS. Es gilt: Fy ist monoton, lim; , o, Fx(t) = 0 und lim; ,, . Fx(t) = 1. Fiir jedes
n € N kann es also hochstens n Spriinge geben, die eine Hohe von > 1/n haben. Sonst wire
die Summe der Sprunghohen > 1, was ein Widerspruch ist. Die Menge der Spriinge ist eine
abzahlbare Vereinigung endlicher Mengen und somit selbst abzéhlbar. O

BEISPIEL 8.3.14. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < ¢]. Fiir
a < b bestimme Pla < X <], Pla < X < b, Pla <X <b], Pla <X <b.
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LOsuNG. Es gilt
Pla < X <b] =P[X <b —P[X <a]=Fx(b) — li%nFX(s),

Pla < X <b =PX <b]-PX <a] = lig)lFX(s) - li%nFX(s),

Pla <X <0] =P[X < 8] - P[X < a] = Fx(b) — Fx(a),
Pla < X <b=PX <b]-P[X <a] = lgglFX(s) — Fx(a).



