KAPITEL 9

Varianz und Kovarianz

9.1. Varianz

DEFINITION 9.1.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine Zufalls-
variable. Wir benutzen die Notation

(1) X € L', falls E[|X|] < oc.

(2) X € L2, falls E[X?] < co.

LEMMA 9.1.2. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R zwei Zufallsva-
riablen. Dann gilt:

(1) X, Yel?=X+Y el

(2) X el*aceR=aX € L°

B) Xel*=Xel

BEWEIS VON (1). Seien X,Y € L?, also E[X?] < oo, E[Y?] < oo. Aus der Ungleichung
(X +Y)? <2X?+2Y? folgt, dass

E[(X + Y)?] < 2E[X?] + 2E[Y?] < oo.
Somit gilt X +Y € L. O

BEWEIS VON (2). Sei X € L? also E[X?] < oco. Es folgt, dass E[(aX)?] = ¢’E[X?] < oo,
somit aX € L2 O

BEWEIS VON (3). Sei X € L2, also E[X?] < co. Es gilt die Ungleichung | X| < X1 also

E[\Xy]SE{X2+11:E[X—T+1<oo. |

2 2 2
Somit ist X € L. O

DEFINITION 9.1.3. Sei X € L% Die Varianz von X ist:
Var X = E[(X — E[X])?] < 0.
Die Standardabweichung von X ist:

o(X)=+vVarX.

BEMERKUNG 9.1.4. Die Varianz beschreibt die erwartete quadratische Abweichung einer
Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert. Wird X in irgendwelchen physikalischen Einhei-
ten, etwa in Metern, gemessen, so wird Var X in Quadratmetern gemessen. Deshalb fiihrt
man die Standardabweichung von X ein. Diese wird dann wieder in Metern gemessen, hat
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also die gleichen Einheiten wie X. Die Standardabweichung und die Varianz beschreiben, wie
stark die Zufallsvariable um ihrem Erwartungswert streut. Fiir eine konstante Zufallsvariable
X = c gilt zum Beispiel, dass Var X = ¢(X) = 0, da es in diesem Fall gar keine Streuung
gibt.
SATZ 9.1.5. Fiir jede Zufallsvariable X € L? gilt die Formel:

Var X = E[X?] — (E[X])%.
BEMERKUNG 9.1.6. Es gilt Var X > 0. Als Korollar erhalten wir, dass (E[X])? < E[X?].

BEWwWEIS. Wir benutzen die Linearitit des Erwartungswerts:
Var X = E[(X — EX)?]
E[X? - 2X -EX + (EX)?
=E[X? - E[2EX - X] + E[(EX)?]
E[
E[

X? - 2EX -EX + (EX)?
X°] - (EX)™
Dabei haben wir benutzt, dass EX eine Konstante ist. 0]

BEISPIEL 9.1.7. Sei X ~ U|0, 1] gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]. Wir berechnen Var X.

LOSUNG. Die Dichte von X ist

1, yelo, 1],
Ix(y) = {07 y ¢ [0,1].

Wir berechnen EX:
1

1
EX = /yfx(y)dy = /ydy =3
R 0
Wir berechnen E[X?] mit der Transformationsformel fiir den Erwartungswert:
/ 1
E[X?] = /yzfx(y)dy = /y2dy =3

R 0

1 1\*> 1
X=-—(2) ==,
VarX =3 (2) 12
1

Fiir die Standardabweichung ergibt sich o(X) = NGV

Somit erhalten wir

SATZ 9.1.8. Sei X € L? eine Zufallsvariable und a,b € R Konstanten. Dann gilt:
(1) Var(aX +b) = a® Var X.
(2) o(aX 4+b) = |alo(X).



BEWEIS VON (1). Wir benutzen die Linearitét des Erwartungswerts:
Var(aX+b) = E[(aX +b—E(aX+b))?] = E[(aX +b—aEX —b)’] = E[a*(X—EX)?] = a® Var X.
0

BEWEIS VON (2). o(aX +b) = /Var(aX +b) = Va2 Var X = |a|o(X). O

BEISPIEL 9.1.9. Sei X ~ Ula,b] gleichverteilt auf einem Intervall [a,b]. Es gilt EX = 2k,
Wir berechnen Var X.

LOsuNG. Wir haben die Darstellung X = (b —a)Y + a, wobei Y ~ U|0, 1].

)2
Var X = Var((b—a)Y +a) = (b—a)*VarY = (b 12@) .

Fiir die Standardabweichung ergibt sich o(X) = i’/_—l%

BEMERKUNG 9.1.10. Die Varianz einer Zufallsvariable ist immer > 0. Fir eine konstante
Zufallsvariable X = ¢ gilt Var X = 0. Kénnen wir die Umkehrung dieser Aussage beweisen?
Sei X eine Zufallsvariable mit Var X = 0. Dann kann man behaupten, dass P[X = EX]| = 1.
Das heifit: die Zufallsvariable X ist fast sicher konstant. Wir werden das spéater mit Hilfe
der Tschebyscheff-Ungleichung beweisen.

SATZ 9.1.11. Sei X ~ N(p,0?) normalverteilt mit Parametern (u,0?). Dann gilt EX = u
und Var X = o2.

BEWEIS. Zuerst betrachten woir den Fall 1 = 0, 02 = 1. Die Dichte von X ist dann
1
fx(y) = eV

V2m ’
Fiir den Erwartungswert erhalten wir

1 )
EX = /yfx(y)dy = —E/ye‘y Pdy =0,
R 27T R

da die Funktion ye‘yQ/ 2 ungerade ist. Fiir die Varianz erhalten wir

Var X = E[X?] — (EX)? = / o fx(y)dy = \/LQ_W / LoV 2y
R

R

y € R.

Um dieses Integral zu berechnen, benutzen wir partielle Integration:

oo

—l—/e‘yQ/?dy =1.

—00

1 2 1 2
Var X = — —e VY dy = —— | —ye V2
o / yl Jdy = ——| v
R
Sei nun X ~ N(u,0?) normalverteilt mit beliebigen Parametern (u, 2). Dann haben wir die
Darstellung X = oY + p, wobei Y ~ (0, 1). Es gilt dann
EX =E[oY +u|=pu
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und

Var X = Var(oY + u) = o* VarY = o°.
Fiir die Standardabweichung ergibt sich iibrigens o(X) = o (wobei wir immer annehmen,
dass 0 > 0). O

SATZ 9.1.12. Sei X ~ Poi(\) Poisson-verteilt mit Parameter X\ > 0. Dann gilt EX =
Var X = .

BeEwEIS. Wir haben bereits gezeigt, dass EX = A. Wir berechnen Var X. Betrachte zunéchst

o0

EX(X —1)] =) k(k—1)-P[X =k
k=0
[e’e] - )\k
- ;k(k: —1)e AH
g 0 )\ku
=<7 kz_; (k—2)!
— o M)\2)

=A%
Fiir E[X?] gilt dann
E[X?] =EX(X - 1)] +EX = A2 + \.
Fiir die Varianz erhalten wir
Var X = E[X?] — (E[X?])> = M+ A=\ = X

9.2. Kovarianz und Korrelationskoeffizient

DEFINITION 9.2.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y :  — R zwei Zu-
fallsvariablen mit X,Y € L?. Dann ist die Kovarianz von X und Y wie folgt definiert:

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].
BEMERKUNG 9.2.2. Cov(X, X) = Var X.

BEMERKUNG 9.2.3. Wir zeigen, dass die Kovarianz wohldefiniert ist. Seien X,Y € L?. Nach
Lemma 9.1.2 existieren EX und EY. Aulerdem gilt dann

X=X-EXeLl’undY =Y -EY € L*.
Wir zeigen, dass E[XY] existiert. Es gilt

Daraus folgt, dass



Somit ist die Zufallsvariable XY = (X — EX)(Y — EY) integrierbar und die Kovarianz
existiert. 0

SATZ 9.2.4. Seien X,Y € L?. Dann gilt:
Cov(X,Y) =E[XY]-E[X]-E[Y].

BEWEIS. Wir benutzen die Linearitdt des Erwartungswerts:

Dabei haben wir EX und EY wie Konstanten behandelt. O

BEMERKUNG 9.2.5. Fiir die Berechnung der Kovarianz kann man folgende Formeln benutzen:
(1) Fir X,Y diskret:
EXY]= Y st-PX=5Y=t].

s€lm X
telmY

(2) Fiir X,Y absolut stetig mit gemeinsamer Dichte fx y:

E[XY] = st- fxy(s,t)dsdt.
/]

SATZ 9.2.6. Seien X,Y € L? Zufallsvariablen und a,b,c,d € R Konstanten. Dann gilt:
Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y).

BEwEISs. Ubungsaufgabe. U

Fiir die Kovarianz gelten dhnliche Rechenregeln wie fiir das Skalarprodukt.
SATZ 9.2.7. Seien X1,...,Xn, Y1,..., Y € L? Zufallsvariablen und ay, ..., an,b1,..., by €
R Konstanten. Dann gilt:
Cov(iar X1+ ...+ a, X, Y1+ ...+ b, Y) = Z Z a;b; Cov(X;,Y)).
i=1 j=1

BewErs. Ubungsaufgabe. 0

SATz 9.2.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien X,Y € L? Zufallsvariablen. Dann gilt

EXY]| < VE[X?VE[Y?].
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BEMERKUNG 9.2.9. Zum Vergleich: Fiir zwei Vektoren x,y € R? gilt die Ungleichung
[(z,9)] =[] - [y] - [cos(9)| < |zlly| = v/ (=, 2)V/(y, v).
BEWEIS VON SATZ 9.2.8. Fiir beliebige Konstante a € R gilt
0 <E[(aX +Y)?] = E[a’X? + 2aXY +Y?] = ’E[X?] + 2¢E[XY] + E[Y?].
Die rechte Seite ist eine quadratische Funktion von a. Diese Funktion ist fiir alle a nichtne-
gativ. Die Diskriminante D muss somit < 0 sein:
D = 4(E[XY))? — 4E[X?] -E[Y?] < 0.
Das beweist die Behauptung. 0

KOROLLAR 9.2.10. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L?* gilt
| Cov(X,Y)| < vVVar XV VarY.

BEWEIS. Betrachte die zentrierten Zufallsvariablen X := X —EX € L2 und YV =Y -EY €
L?. Nun wenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Zufallsvariablen X und Y an:

Cov(X,Y) = E[XY] < \/E[X2]\/E[Y?] = V/Var XVVar Y.
O

DEFINITION 9.2.11. Seien X,Y € L? zwei Zufallsvariablen. Der Korrelationskoeffizient von
X und Y ist
Cov(X,Y)

Vv Var X+/VarY

Dabei nehmen wir an, dass X und Y nicht fast sicher konstant sind, so dass Var X # 0 und
VarY # 0.

BEMERKUNG 9.2.12. Aus Korollar 9.2.10 folgt, dass |p(X,Y)| < 1. Der Korrelationskoef-
fizient ist ein Mafl fiir den linearen Zusammenhang zwischen X und Y. Spéter werden wir
zeigen, dass der Korrelationskoeffizient genau dann +1 ist, wenn zwischen X und Y ein
linearer Zusammenhang besteht, d.h., wenn Y = aX + b.

p(X,Y) =

BEMERKUNG 9.2.13. Seien a, b, c,d € R und a,c > 0. Dann gilt:
plaX +b,cY +d) = p(X,Y).
BEMERKUNG 9.2.14. p(X, X) =1, p(X,-X) = —1.

DEFINITION 9.2.15. Zwei Zufallsvariablen X,Y € L? heilen unkorreliert, wenn Cov(X,Y) =
0 (und somit auch p(X,Y) = 0).

SATZ 9.2.16. Seien X,Y € L? unabhingig. Dann sind X undY unkorreliert, d.h. Cov(X,Y) =
0.

Bewels. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt E[XY]| = E[X] - E[Y]. Wir erhalten
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X] - E[Y] = 0.
Somit sind X und Y unkorreliert. O



BEISPIEL 9.2.17. Unabhéngige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung dieser
Aussage gilt jedoch nicht. Sei (X,Y") ein Vektor, der gleichverteilt auf dem Einheitskreis

A={(ts):t?+s* <1}
ist. Wir behaupten, dass Cov(X,Y) = 0 und dass dennoch X und Y abhéngig sind.

LOSUNG. Die gemeinsame Dichte von (X,Y") ist

Ixy(t,s) = %]lA(t, s).

Die Randdichten (d.h. die Dichten von X und Y') sind
2
Ix(t) = fy(t) = —V 1 — 21«1

Wegen Symmetrie sind die Erwartungswerte von X und Y gleich 0:

1
2

EX:EY:—/t\/l—tht:O
T

-1

Nun berechnen wir E[XY]:

1
E[XY] = /tsfxy(t, s)dtds = — /R2 tsla(t,s)dtds = 0.

™
A

Dabei ist das Integral gleich 0, da sich die Funktion ¢ts1 4(¢, s) bei der Transformation (¢, s) —
(—t,s) in —tsl 4(t, s) verwandelt. Somit sind X und Y unkorreliert: Cov(X,Y") = 0.

Und doch sind X, Y abhéngig, denn wéren X und Y abhéngig, dann miisste die gemeinsame
Dichte fxy(t,s) mit dem Produkt der Randdichten fx(t)fx(s) fiir alle (¢, s) auBlerhalb einer
Menge vom Lebesgue-Maf} 0 iibereinstimmen. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn

Frorltss) = Ta(t.8) 2 (2) VIZEVI= P caper = f5(0) - (o)

zum Beispiel fiir alle (¢,s) mit [t| < 1,]|s|] < 1 und #* + s> > 1. Somit sind X und Y
unkorreliert, aber abhéngig.

SATZ 9.2.18. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L? gilt
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
BEWEIS. Mit X := X —EX und Y =Y — EY gilt
Var(X +Y) =E[(X —EX) + (Y —EY))?
=E[(X +Y)’]
= E[X? + 2E[XY] + E[Y?]
= Var(X) 4+ 2Cov(X,Y) + Var(Y).



KOROLLAR 9.2.19. Fiir unabhdingige Zufallsvariablen X,Y € L? gilt
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
BEMERKUNG 9.2.20. Zum Vergleich: Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L! gilt
E[X +Y] =E[X]+E[Y].
BEMERKUNG 9.2.21. Fiir beliebige X1,..., X, € L? gilt

Var(Xi + ...+ X,) =Y Var(X;)+2 Y Cov(X; X;)
=1

1<i<j<n

Fiir unabhingige X1,..., X, € L? gilt sogar
Var(Xy + ...+ X,) = »_ Var(X;).
i—1

BEISPIEL 9.2.22. Sei X ~ Bin(n, p) binomialverteilt mit Parametern n, p. Berechne Var X.

LOsuNG. Wir kénnen X als die Anzahl der Erfolge in einem n-fachen Bernoulli-Experiment
auffassen. Wir haben also die Darstellung X = X; 4+ ... + X,,, wobei

1, Erfolg beim i-ten Experiment,
X, = 1=1,...,n.

0, sonst,
Dabei sind X7, ..., X,, unabhéngig mit P[X; = 1] = p und P[X; = 0] = 1 — p. Fiir jedes X;
gilt
EX;]=1-p+0-(1—p)=p
und
Var X; = E[X7] - (E[X)])* = E[X;] — (E[X)])* = p(1 - p).

Fiir die Varianz von X erhalten wir (wegen der Unabhéngigkeit von X7, ..., X,,)

Var X = Var(X; + ...+ X,,) = Var(X3) + ... + Var(X,,) = np(1 — p).

BEMERKUNG 9.2.23. Die maximale Varianz wird angenommen, wenn p = % Die minimale
Varianz tritt ein, wenn p = 0 oder p = 1. (In diesem Fall ist X konstant und Var X = 0).

Im néchsten Satz zeigen wir, dass der Korrelationskoeffizient genau dann gleich +1 ist, wenn
es einen linearen Zusammenhang zwischen X und Y gibt. Dabei entspricht der Wert +1
einem positiven Zusammenhang und —1 einem negativen Zusammenhang.

SATZ 9.2.24. Seien X,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen mit X,Y € L? und Var X # 0,
VarY # 0. Es gilt:

(1) p(X,Y) =1= es existieren a > 0 und b € R mit P[Y = aX +b] = 1.

(2) p(X,Y) = —1= es ezistieren a < 0 und b € R mit P[Y = aX +b] = 1.

BEWEIS VON (1). Sei p(X,Y) = 1. Definiere

o= YVAY o db—EY - aEX €R.

v Var X
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Definiere die Zufallsvariable A =Y — (aX + b). Wir zeigen, dass P[A = 0] = 1. Es gilt
A=Y -EY)-a(X —EX)=Y —aX.
Somit ist E[A] = EY — aEX = 0. Weiterhin gilt
Var A = E[A?]
_E[Y? - 20XV 4 a2X?
= VarY —2aCov(X,Y) + a* Var X

vVarY VarY
=VarY —2 -VVar X -vVVarY + -Var X
v/ Var X Var X

Somit gilt P[A = EA] =1, also P[A =0] = 1.



