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KAPITEL 1

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1. Zufallsexperimente, Ausginge, Grundmenge

In der Stochastik betrachten wir Zufallsexperimente. Die Ausgénge eines Zufallsexperiments
fassen wir zu einer Menge zusammen. Diese Menge bezeichnen wir mit {2 und nennen sie die
Grundmenge des Experiments.

BEISPIEL 1.1.1. Das einfachste Beispiel eines Zufallsexperiments ist das Werfen einer Miinze.
Die Miinze hat zwei Seiten, die wir “Kopf” und “Zahl” nennen und mit K bzw. Z abkiirzen.
Es gibt also zwei Ausgénge: K und Z. Die Grundmenge besteht aus zwei Elementen:

O={K, 7}

BEISPIEL 1.1.2. Ein anderes Zufallsexperiment ist das Werfen eines Wiirfels. Der Wiirfel hat
6 Seiten, die mit den Zahlen 1,...,6 beschriftet sind. Das Experiment hat also 6 Ausginge
und die Grundmenge ist

Q={1,...,6}.

BEeispIEL 1.1.3. Nun erweitern wir das Experiment. Werden zwei Miinzen geworfen, so er-
halten wir eine aus 4 Elementen bestehende Grundmenge

Q= {(Ka K)? (K7 Z)? (Z7 K), (Z7 Z)}
Werden nun drei Miinzen geworfen, so besteht die Grundmenge aus 8 Elementen:
Q = {(K7 K’ K)’ (K’ K7 Z)’ (K7 Z7 K)7 (Z7 K7 K)’ (K7 Z? Z)? (Z7 K7 Z)7 (Z7 Z7 K)? (Z7 Z7 Z)}

Wenn wir nun allgemeiner n Miinzen werfen, so ergibt sich fiir die Grundmenge

Q=A{K,Z}" = (a1,...,ay) 1 ay,...,a, € {K,Z}}.

Diese Grundmenge besteht aus 2" Ausgéngen, also # = 2™.
Wir kénnen das obige Beispiel verallgemeinern.

BEISPIEL 1.1.4. Wir betrachten ein beliebiges Experiment mit Grundmenge F. Dieses Fx-
periment soll n-mal durchgefiihrt werden. Die Grundmenge ) ergibt sich dann zu

QO=p% {(e1,...,e,) 1 €¢; € E}.
Hier ist die Anzahl Ausginge #Q = (#E)".
Noch allgemeiner kénnen wir auch verschiedene Experimente durchfiihren.

BEISPIEL 1.1.5 (Produktexperiment). Wir fithren n Experimente mit Grundmengen Fj, ..., E,
unabhdngig voneinander aus. Die Grundmenge ist dann ein sogenanntes kartesisches Produkt

Q=B x..xE, Y {(er,....en) i er €Ey,... en € By}
3



Die Anzahl der Ausgénge ist #Q = (#E1) - ... (#E,).

BEISPIEL 1.1.6. Werfen wir eine Miinze und einen Wiirfel, so haben wir E; = {K, Z},
E, ={1,...,6} und das kartesische Produkt Q = E; x E, besteht aus 2-6 = 12 Elementen:
(K1) | (K.2) | (K3) | (K4) | (K)5) | (K6)
(2,1) [ (22) | (2.3) | (24) | (2,5) | (Z,6)
BEISPIEL 1.1.7. Ein weiteres, einfacheres Beispiel fiir ein Zufallsexperiment ist das Geschlecht
eines Kindes bei der Geburt, also

2 = {Junge, Médchen}.
BEISPIEL 1.1.8. Wir stellen uns eine Versicherung vor, bei welcher n Personen versichert sind.

Jede dieser Personen wird einen Schaden melden, oder eben nicht. Daher ist dies vergleichbar
mit einem n-maligen Miinzwurf.

In den obigen Beispielen ist die Grundmenge endlich. Man kann sich auch Experimente mit
einer unendlichen Grundmenge vorstellen.

BEIspPIEL 1.1.9. Ein Spieler hat einen Wiirfel und wiirfelt so lange, bis er die erste 6 wiirfelt.
Prinzipiell konnte dies unendlich lange dauern. Als Ausgang des Experiments betrachten wir
die Anzahl der Wiirfe. Daher ist hier die Grundmenge

Q=NU {oco}.
1.2. Ereignisse

DEFINITION 1.2.1. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (2.

BEISPIEL 1.2.2. Wir betrachten wieder das einfache Wiirfeln. Die Grundmenge ist 2 =
{1,...,6}. Dann gibt es beispielhaft folgende Ereignisse:

A = “eine gerade Zahl wird gewiirfelt” = {2, 4,6},
B = “eine ungerade Zahl wird gewiirfelt” = {1, 3,5}.
BEISPIEL 1.2.3. Nun wiirfeln wir zweimal. Die Grundmenge ist Q = {1, ..., 6} mit #Q = 36.

Nun wollen wir als die Summe der Augenzahlen beispielsweise 10 haben. Dieses Ereignis kann
sich durch 3 Wurfkombinationen ergeben, namlich

A= {(674)7 (57 5)7 (47 6>}
Hier ist zu beachten, dass es sich bei (6,4) und (4,6) um verschiedene Ausgénge handelt.

BEISPIEL 1.2.4. Als Spezialfille existieren:

(1) unmégliches Ereignis, welches nie eintritt, A = ().
(2) sicheres Ereignis, welches immer eintritt, A = (.

DEFINITION 1.2.5. Ein FElementarereignis ist ein aus nur einem Element bestehendes Er-
eignis, also A = {w} mit w € Q. Jedes Ereignis setzt sich somit aus Elementarereignissen
zusammen.

BEMERKUNG 1.2.6. Die Anzahl der méglichen Ereignisse errechnet sich durch 2%,

Seien A, B C () Ereignisse. Mit mengentheoretischen Operationen lassen sich weitere Ereig-
nisse konstruieren, ndmlich



e AUB={weQ:we Aoderwe B}: “A tritt ein oder B tritt ein”.

e ANB={weN:weAund w e B}: “A tritt ein und B tritt ein”.

o A°={we Quw¢ A}: “A tritt nicht ein” (Komplement von A).

e B¢ ={w € Qw ¢ B}: “B tritt nicht ein” (Komplement von B).

e AAB={weQ:weAw¢ B}: “A tritt ein, aber B tritt nicht ein”.

e B\A={weQ:we B,w¢ A}: “B tritt ein, aber A tritt nicht ein”.

e AAB = (A\B) U (B\A): “A tritt ein oder B tritt ein, aber nicht beide” (symme-
trische Differenz).

BEMERKUNG 1.2.7. Die Mengendifferenz \ ist nicht kommutativ: A\B # B\A. Es gilt
A\B = AN B und A° = Q\A.

DEFINITION 1.2.8. Zwei Ereignisse A und B heiflen disjunkt, falls AN B = ().

BEISPIEL 1.2.9. Folgende Paare von Ereignissen sind disjunkt:

e A\B und B\A.
e A und A°.
e A und 0.

DEFINITION 1.2.10. Wir schreiben A C B, falls alle Elemente von A auch in B enthalten
sind.

BEISPIEL 1.2.11. Wir betrachten ein Experiment, bei dem zwei Miinzen geworfen werden.
Man kann auch eine Miinze zweimal werfen. Wir betrachten folgende Ereignisse:

A = “erste Miinze zeigt Kopf” = { KK, KZ},
B = “zweite Miinze zeigt Kopt” = {KK, ZK}.
Nun koénnen wir diese beiden Ereignisse verkniipfen:
AN B = “beide Miinzen zeigen Kopf” = { KK},
AU B = “mindestens eine Miinze zeigt Kopf” = {KK, KZ, ZK},
AAB = “genau eine Miinze zeigt Kopf” = {KZ, ZK}.
Beachte, dass KK ¢ AAB. Man kann weitere Ereignisse definieren:
“beide Miinzen zeigen Zahl” = A°N B¢,
“keine Miinze zeigt Kopf” = (AU B)“.
Diese Ereignisse sind gleich. Analog sind die folgenden Ereignisse gleich:
“nicht beide Miinzen zeigen Kopf” = (AN B)°,
“mindestens eine Miinze zeigt Zahl” = A° U B°.
SATZ 1.2.12 (De Morgan Regeln). Fiir beliebige Ereignisse A, B C Q gilt

(1) (AuB)* = A°n B°.
(2) (AN B)*= A°U B°.

BEWEIS. Zu (1) we (AUB)cw ¢ AUBS w¢ A,w¢ Bewe AN B
Beweis von (2) ist analog. O



BEMERKUNG 1.2.13. Man kann die Regeln auf beliebige Anzahl von Ereignissen verallge-
meinern: Fiir beliebige Ereignisse Ay, ..., A, C Q gilt

(1) (A;U...UA,) = A{N...NAS.

(2) (A1N...NA,) =AfU...UAS.

SATZ 1.2.14. Fir beliebige Ereignisse A, B,C C § gelten folgende Gesetze:

(1) Gesetz der doppelten Negation: (A°)¢ = A.
(2) Erstes Distributivgesetz: AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
(3) Zweites Distributivgesetz: AU (BNC)=(AUB)N(AUCQC).

BEWEIS. Zu (2): x € (ANB)U(ANC)< xe ANBoderx € ANC & o€ Aund (x €
Boderxe(C) e xzec AN(BUCQC). O

1.3. Wahrscheinlichkeiten

BeispiEL 1.3.1. Buffon und Pearson haben mit der Miinze experimentiert:

e Buffon: 4040 Miinzwiirfe, davon 2048 Kopf.
e Pearson: 24000 Miinzwiirfe, davon 12012 Kopf.

Also zeigte die Miinze in beiden Fallen ungefihr in 50% aller Falle Kopf. Deshalb sagt man,
dass die Wahrscheinlichkeit von “Kopf” gleich 1/2 ist, jedenfalls dann, wenn die Miinze fair
(symmetrisch) ist.

BEHAUPTUNG 1.3.2 (Empirisches Gesetz der groen Zahlen). Betrachte ein Experiment mit
der Grundmenge ) und sei A C 0 ein Ereignis. Wir wiederholen das Fxperiment n-mal un-
abhingig voneinander. Sei N,,(A) eine Variable, die zihlt, wie oft das Ereignis A eingetreten
wst. Dann existiert der Grenzwert
N,(A
PlA] = 1im 22 ¢ 0.1)
n—00 n

BEMERKUNG 1.3.3. Die Zahl N, (A)/n ist die relative Hiufigkeit des Eintretens von A in n
Experimenten. Die Zahl P[A] heifit die Wahrscheinlichkeit von A.

DEFINITION 1.3.4. Sei € eine endliche oder abzidhlbare Menge. Eine Funktion p : Q@ — [0, 1]
heit Wahrscheinlichkeitsfunktion, falls

> pw)=1.

Interpretation: p(w) ist die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs w € €.

BEMERKUNG 1.3.5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C € ist definiert durch
def
PlA] =) p(w).
weA

DEFINITION 1.3.6. Bei einem Laplace-Experiment nehmen wir an, dass alle Ausginge die
gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Sei #£2 = n endlich, dann gilt

1
p(w) = — fiir alle w € Q.
n

6



Somit gilt fiir jedes Ereignis A C Q:

_#4

=20

BEISPIEL 1.3.7. Wir wiirfeln mit einem fairen (=symmetrischen) Wiirfel zweimal. Die Grund-
menge ergibt sich dann zu Q = {1,...,6}* mit #Q = 6 = 36.

e Fiir das Ereignis A = “Augensumme = 10" = {(4,6),(5,5), (6,4)} ergibt sich eine
Wabhrscheinlichkeit von

PlA]

A 1
pg A3 _ 1
40 36 12
e Fiir das Ereignis B = “Augensumme = 11”7 = {(6,5), (5,6)} ergibt sich eine Wahr-

scheinlichkeit von
_#B 2 1
#0360 18
e Fiir das Ereignis C' = “Augensumme = 12” = {(6,6)} ergibt sich eine Wahrschein-
lichkeit von
_#C_ 1

T HQ 36
BEMERKUNG 1.3.8. Nicht jedes Experiment ist ein Laplace-Experiment. Beispiele:

PB]

PIC]

(1) Das Werfen einer Reifizwecke ist kein Laplace-Experiment, da
p(“Landung auf dem Kopf”) # p(“seitliche Landung”).

(2) Die Bestimmung der Blutgruppe ist kein Laplace-Experiment, da nicht alle Blut-
gruppen die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.
(3) Unfaire (=unsymmetrische) Wiirfel oder Miinzen.

BEISPIEL 1.3.9 (Falsches Modell). Wir werfen zwei Miinzen gleichzeitig. Es gibt drei mogliche
Ausgénge:
wy = “beide Kopt”, wy = “beide Zahl”, w3 = “verschiedene Symbole”.

Hieraus ergibt sich die Grundmenge Q = {wy,ws,ws}. Allerdings ist aus Erfahrung bekannt,
dass die Laplace-Annahme p(wi) = p(wz) = p(ws) = 3 falsch ist. Das oben beschriebene

Modell ist falsch.
Im richtigen Modell sind die Miinzen unterscheidbar (man stelle sich vor, dass sie mit ver-
schiedenen Farben, etwa rot und gelb, markiert sind). Das richtige Modell hat 4 mogliche
Ausgénge:

wy; = “beide Miinzen zeigen Kopf”,

wy = “beide Miinzen zeigen Zahl”,

w3 = “rote Miinze zeigt Kopf, gelbe Miinze zeigt Zahl”,

wgq = “rote Miinze zeigt Zahl, gelbe Miinze zeigt Kopf”.
Beachte, dass w3 und w, zwei verschiedene Ausgénge sind. Die Grundmenge ist
Q= {wl,wg,wg,w4} = {KK, ZZ, KZ, ZK}
7



und p(w) = 1 fiir alle w € Q. Somit gilt
#{ZK,KZ} 1 2 1
4 273
DEFINITION 1.3.10. Sei € eine Grundmenge. Die Menge aller Ereignisse in 2 heifit die

Potenzmenge von Q und wird mit 2 bezeichnet. Die Elemente der Potenzmenge sind also
alle moglichen Ereignisse A C Q. Es gilt #2% = 2#9,

DEFINITION 1.3.11. Sei Q2 eine endliche oder abziihlbare Menge. Eine Funktion P : 2% — [0, 1]
heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf €2, falls folgende zwei Bedingungen gelten:

(1) P[] = 1.

(2) Fiir beliebige paarweise disjunkte Ereignisse Aj, Ay, ... C Q gilt

P[“verschiedene Symbole”| =

(1.3.1) P U, Ay] = Z]P’ [Ay].

Dabei heilen Ereignisse Aj, As,... C Q paarweise disjunkt (oder einfach disjunkt), falls
A;NA; =0 fiir alle ¢ # j. Eigenschaft (1.3.1)) heiBt o-Additivitit.

BEMERKUNG 1.3.12. Die Funktion P ordnet jedem Ereignis A C 2 eine Zahl P[A] zu. Die
Zahl P[A] heifit die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. Die Wahrscheinlichkeit kann nur
Werte im Intervall [0, 1] annehmen.

DEFINITION 1.3.13. Ein Paar (2, P) mit den oben aufgelisteten Eigenschaften heifit diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum.

BEMERKUNG 1.3.14. Das Wort “diskret” bezieht sich dabei auf die Forderung, dass €2 endlich
oder abzéhlbar sein soll. Spéter werden wir auch allgemeinere (iiberabzihlbare) Wahrschein-
lichkeitsrdume betrachten.

BEMERKUNG 1.3.15. Ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion p : @ — [0, 1] gegeben, so definiert
P[A] := Y . p(w) ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf . Umgekehrt, ist P : 2% — [0, 1] ein
Wahrscheinlichkeitsma$ auf 2, so ist p(w) := P[{w}] eine Wahrscheinlichkeitsfunktion. Beide
Begriffe sind somit dquivalent.

Wir leiten nun einige Eigenschaften von P her.
LEMMA 1.3.16. Unmdgliches Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 0. Das heifit, P[] = 0.

BEWEIS. Setze Ay = Ay = ... = 0 in (1.3.1)). Es ergibt sich P[0] = P[] + P[0] + .. .. Das
kann nur fiir P[] = 0 gelten. O

LEMMA 1.3.17 (Additivitat). Fir beliebige paarweise disjunkte Ereignisse Ay, ..., A, C
qgilt

PlUr_, Ay] = Z]P’ [Ag].

BEWEIS. Setze A1 = Apio = ... =0 in (1.3.1) und benutze P[})] = 0. O



LEMMA 1.3.18. Fir jedes Ereignis A C € gilt:
P[A°] =1 —P[A].

BEWEIS. Ereignisse A und A° sind disjunkt und es gilt A U A¢ = Q. Mit der Additivitat
ergibt sich 1 = P[Q] = P[AU A°] = P[4] + P[A°]. O

LEMMA 1.3.19. Fiir beliebige Ereignisse A, B C € gilt
P[A\B] = P[A] — P[A N B].

BEWEIS. Ereignisse AN B und A\B sind disjunkt und es gilt (AN B)U (A\B) = A. Mit der
Additivitdt folgt P[A N B] + P[A\B] = P[A]. O

LEMMA 1.3.20. Fiir beliebige Ereignisse A, B C Q (nicht unbedingt disjunkt) gilt:
P[AU B] = P[A] + P[B] —P[AN BJ.

BEWEIS. Ereignisse A\ B und B sind disjunkt und (A\B)U B = AU B. Mit der Additivitét
folgt P[A\B]+P[B] = P[AU B]. Mit Lemma|1.3.19|folgt P[A] —P[ANB]+P[B] = P[AUB].

LEMMA 1.3.21 (Siebformel). Fiir beliebige Ereignisse Ay, As,..., A, C Q (nicht unbedingt
disjunkt) gilt

P[A1U.. .UA, = PlA]-) PIANA+ > PIANANA]—. . +(—1)""PlA4N.. .NA,).

i<j i<j<k
LEMMA 1.3.22 (Monotonie). Fir beliebige Ereignisse A C B gilt P[A] < P[B].

BEWEIS. Ereignisse A und B\ A sind disjunkt und es gilt AU(B\A) = B. Mit der Additivitét
folgt P[A] + P[B\A] = P[B]. Das Lemma folgt, denn P[B\A] > 0. O

LEMMA 1.3.23 (Subadditivitat). Fir beliebige Ereignisse A, B C Q (nicht unbedingt disjunkt)
qgilt
P[AU B] < P[A] + P[B].

BEWEIS. Dies folgt aus Lemma [1.3.20] denn P[A N B] > 0. O

LEMMA 1.3.24 (Subadditivitét). Fir belicbige Ereignisse Ay, ..., A, C Q gilt:
PlA; U...UA,] <P[A]+... +P[4,].

BEWEIS. Dies folgt aus Lemma [1.3.23] mit Induktion. 0

BEISPIEL 1.3.25 (Gegenereignis betrachten). Wir werfen 10 faire Miinzen. Berechnen méchten
wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, welches wie folgt definiert ist:

A = “mindestens eine Miinze zeigt Kopf”.
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LOsSUNG. Die Grundmenge ist hier Q@ = {K, Z}° mit #Q = 2% Das Komplement des
Ereignisses A ist

A° = “keine Miinze zeigt Kopt” = {Z ... Z}.
Somit besteht A¢ aus nur einem Ausgang: #A¢ = 1. Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit
fiir das Komplement von A zu P[A°] = 5. Also errechnet sich die Wahrscheinlichkeit von
A durch ]

P[A] = 1—P[A] =1 - .
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KAPITEL 2

Kombinatorik

In der Kombinatorik geht es um das Abzéhlen von Kombinationen.

2.1. Geburtstagsproblem

BEISPIEL 2.1.1 (Geburtstagsproblem). In einem Raum befinden sich k£ = 200 Studenten.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es im Raum 2 Studenten gibt, die am gleichen Tag
Geburtstag feiern?

LOSUNG. Es gibt n = 365 Tage im Jahr. Stellen wir uns vor, dass jeder Student seinen
Geburtstag zufillig aus der Menge {1,...,n} auswihlt. Die Grundmenge dieses Experiments
i
" Q={1,....,n}" ={(ar,...,ax) 1 a; € {1,...,365} fiir alle i = 1,... k}.
Die Anzahl der Elemente in €2 ist # = n*. Nun definieren wir das Ereignis

A = “mindestens zwei Studenten haben am selben Tag Geburtstag”.
Das Gegenereignis lautet dann

A€ = “keine zwei Studenten haben am selben Tag Geburtstag”.

Aquivalent kann man A¢ auch so beschreiben:

A€ = “alle Studenten haben Geburtstage an verschiedenen Tagen”.

Um die Anzahl der Ausgénge im Ereignis A° zu berechnen, gehen wir wie folgt vor. Wir
mochten die Anzahl der Moglichkeiten bestimmen, fiir alle Studenten Geburtstage aus-
zuwahlen, so dass keine zwei Geburtstage gleich sind. Der erste Student hat fiir seinen Ge-
burtstag n Moglichkeiten, der zweite hat n — 1 Moglichkeiten, usw. Der letzte, k-te Student,
hat (n — k 4+ 1) Moglichkeiten. Diese Moglichkeiten konnen beliebig miteinander kombiniert
werden, also

#A =n-(n—1)-...-n—k+1) % (n),.
Somit gilt fiir das Gegenereignis

#AC (n)k
P[A] = =,
4] #Q nk
Fiir das Ereignis A erhalten wir
—1)-...-(n— 1
PlA]=1-Pla]=1- M=ok d D)
n

BEMERKUNG 2.1.2. Fiir n = 23 Studenten gilt iiberraschenderweise P[A] ~ 0.507297 = 0.5.
Fiir n = 200 Studenten gilt

P[A] ~ 0.9999999999999999999999999999983898744815.
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2.2. Urnenmodelle

Es sei eine Urne mit n Béllen gegeben. Die Bélle seien mit 1, ..., n beschriftet. Wir betrachten
folgendes Zufallsexperiment: es wird £ Mal ein Ball aus der Urne gezogen und seine Nummer
notiert. Es gibt nun 4 Mé6glichkeiten:

e die Bille werden mit/ohne Zuriicklegen gezogen;
e die Nummern werden mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge notiert.

Modell 1: Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen. “Ziehen mit Zuriicklegen”
heifit, dass nach jeder Ziehung der gezogene Ball zuriick in die Urne gelegt wird. Insbesondere
kann ein Ball mehrmals aus der Urne gezogen werden. “Ziehen mit Reihenfolge” heifit, dass
zwei Ausginge des Experiments auch dann als unterschiedlich angesehen werden, wenn sie
sich nur durch die Reihenfolge der gezogenen Bélle unterscheiden. Zum Beispiel gibt es fiir
n = 4 Bélle und k& = 2 Ziehungen folgende Ausgéinge:

(1,1) | (1,2) | (1,3) | (
(2,1) | (2,2) | (2,3) | (
(3,1) | (3:2) | (3,3) | (3,
(4,1) | (4,2) | (4,3) | (4,4)
Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind présent (da Ziehen mit Zuriicklegen). Elemente (1, 2)
und (2, 1) gelten als verschiedene Elemente (da Ziehen mit Reihenfolge).

Beim Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen handelt sich um ein Produktexperiment:
das Ziehen eines Balls aus einer Urne mit n Béllen wird k£ Mal unter gleichen Bedingungen
wiederholt. Die Grundmenge kann somit wie folgt dargestellt werden:

Q={(ar,...,ax) ra; € {1,...,n}}.

1,4)
2.4)
3.4)

Es gilt #Q = nk.

BEISPIEL 2.2.1. k-maliges Wiirfeln. Man stelle sich eine Urne mit 6 Béllen 1,...,6 vor.
Anstatt einmal zu wiirfeln kann man auch einen Ball aus dieser Urne ziehen. Anstatt k-mal
zu wiirfeln, kann man das Ziehen k-mal wiederholen. Da eine Augenzahl mehrmals gewiirfelt
werden kann, miissen die Bélle zuriick in die Urne gelegt werden. Beim Wiirfeln miissen die
Ausgénge “zuerst 1 gewiirfelt, dann 2”7 und “zuerst 2 gewiirfelt, dann 1”7 als unterschiedlich
angesehen werden. Also wird die Reihenfolge beriicksichtigt.

BEISPIEL 2.2.2. Geburtstage von k Studenten. Die moglichen Geburtstage kénnen als n =
365 Bille dargestellt werden.

Modell 2: Ziehen mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen. “Zichen ohne Zuriicklegen”
heifit, dass ein aus der Urne gezogener Ball nicht mehr in die Urne gelegt wird. Insbesondere
kann jeder Ball hochstens einmal gezogen werden. Zum Beispiel ergeben sich fiir n = 4 Bélle
und k = 2 Zieungen folgende Mdoglichkeiten:

(1,2) | (1,3) ] (1,4)
2,1) (2,3) | (2,4)
3,1) | (3,2) (3,4)
4,1) | (4,2) | (4,3)
Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind nicht présent, da wir ohne Zuriicklegen ziehen. Ele-
mente (1,2) und (2, 1) gelten als unterschiedlich, da die Reihenfolge beriicksichtigt wird.

P Py
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Die Grundmenge kann wie folgt dargestellt werden:
Q={(ar,...,ax) 1 a; € {1,...,n}, a; # a; fir i # j}.

Elemente von 2 kénnen als geordnete k-elementige Teilmengen von {1,...,n} angesehen
werden. Die Anzahl der Ausgénge in ) kann so bestimmt werden: fiir die erste Ziehung
gibt es n Moglichkeiten, fiir die zweite n — 1, usw. Fiir die letzte Ziehung gibt esn — k + 1
Moéglichkeiten. Somit gilt

#Q:n(n—l)-...-(n—k:—i—l)déf(n)k.

BEMERKUNG 2.2.3. Fiir £ > n hat das Experiment keinen Sinn: wir kénnen nicht mehr
Biille ziehen, als es in der Urne gibt. Es gilt dann logischerweise (n); = 0 (das Experiment
hat keine Ausgéinge).

BEMERKUNG 2.2.4. Ein wichtiger Spezielfall ist der Fall £ = n. In diesem Fall wird jeder Ball
aus der Urne genau einmal gezogen, es geht nur darum, in welcher Reihenfolge das geschieht.
Die Ausgéinge sind somit Mogliche Permutationen von n Béllen. Zum Beispiel gibt es fiir
n = 3 Bille folgende 6 Moglichkeiten:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).

Die Anzahl der Permutationen von n unterscheidbaren Objekten ist n! =1-2-3-4... - n.
Das kann man wie folgt sehen: an die erste Stelle kann man n mogliche Objekte Stellen, fiir
die zweite Stelle kann man aus (n — 1) moglichen Objekten auswéhlen, usw.

Modell 3: Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen. “Ziehen ohne Reihen-
folge” heifit, dass 2 Ausgénge, die sich nur durch die Reihenfolge der gezogenen Bille un-
terscheiden, als gleich gelten. “Ziehen ohne Zuriicklegen” heifit, dass ein Ball hochstens ein-
mal gezogen werden kann. Fiir n = 4 Bille und k£ = 2 Ziehungen ergeben sich folgende
Moglichkeiten:

(1,2) | (1,3) | (1,4)
(2,3) [ (2,4)
)

Beachte: Ausgénge (1,1),...,(4,4) sind nicht prisent (da Ziehen ohne Zuriicklegen). Die
Ausgénge (1,2) und (2,1) gelten als gleich (da die Reihenfolge nicht beriicksichtigt wird).
Deshalb haben wir in der obigen Tabelle nur einen dieser beiden Ausgéinge aufgefiihrt.

Die Grundmenge kann so dargestellt werden:

Q={(ar,...,ax) a1 < ... <ag,a; €{l,...,n}}

Alternativ kann man sich {2 als die Menge aller (ungeordneten) k-elementigen Teilmengen
von {1,...,n} vorstellen:

Q={{a,...,ax} :a; €{1,...,n},a; # a; fir i # j}.

Zur Erinnerung: in einer Menge sind die Elemente nach Definition nicht geordnet, so dass
z.B. {1,2} = {2,1}. Die Anzahl der Elemente von Q kann wie folgt bestimmt werden.
Zuerst konnen wir mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen ziehen. Es gibt (n); Ausgénge. Nun
miissen wir aber die Reihenfolge vergessen. Das heifit, wir miissen Ausginge, die sich nur
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durch Permutationen unterscheiden, identifizieren (z.B. miissen (1,2) und (2, 1) identifiziert
werden). Da man k! Permutationen von k Elementen hat, werden jeweils k! Ausginge zu
einem Ausgang zusammengefasst. Es gilt also

()i _n(n—1)- ... (n—k+1) ay (n)

Q pu— pum—

# k! k! k

DEFINITION 2.2.5. Der Binomialkoeffizient (Z) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge:

n\ nn-1)-...-(n—k+1) n!
(kz> B k! Ckl(n— k)

BEISPIEL 2.2.6 (Lotto). Aus eine Urne mit 49 Kugeln mit den Nummern 1, 2, . .., 49 werden 6
Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Um zu gewinnen, muss man die Nummern der gezogenen
Kugeln erraten. Man tippt auf eine Kombination, etwa auf (1,2,...,6). Wie wahrscheinlich
ist das Ereignis

A = “man hat die richtige Kombination getippt”.
Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, muss beim Lotto nicht erraten werden.

LOSUNG 1. Stellen wir uns vor, dass alle 6 Kugeln gleichzeitig, mit einem Griff, aus der
Urne gezogen werden. Es wird also eine 6-elementige Teilmenge von {1,2,...,49} zufillig
ausgewdhlt.

2 = Menge aller 6-elementigen Teilmengen von {1,...,49}.
Es gilt somit #Q = (). Nur eine Kombination (ndmlich, {1,2,...,6}) fithrt dazu, dass
man gewinnt. Somit gilt #A4 = 1 und
CHA 11
C#Q (V) 13983816

P[A] =7,15-107%.

LOSUNG 2. Stellen wir uns vor, dass die Kugeln nacheinander gezogen werden und die
Nummern der Kugeln mit Beriicksichtigung der Reihenfolge notiert werden. Es gilt dann

2 = Menge aller geordneten 6-elementigen Teilmengen von {1, ...,49}.
Es gilt #Q = (49)g = 49-48-...-44. Nun fithrt aber nicht nur die Kombination (1,2, 3, 4,5, 6)
zum Gewinn, sondern zum Beispiel auch die Kombination (2,1, 3,4,5,6), genauso wie jede

andere Permutation von (1,...,6). Es gibt 6! solche Permutationen, also #4 = 6!. Wir

erhalten
B H#A 6! 1 1

T#Q 494844 (M) 13983816

PlA] =7,15-107%.

SAaTz 2.2.7 (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten). Es gelten folgende Formeln:
(W) () = (%) + G-
(2) (k) - (nfk)n
3) (z+y)" = kZ_:O (w)zhy" ™.

KOROLLAR 2.2.8. Es gilt > p_ (3) = 2" und Y_;_o(—=1)(}) = 0.
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BEISPIEL 2.2.9. In einem Raum gibt es n Pldtze. Der Raum wird von k Studenten be-
treten, die die Pldtze besetzen. Auf einem Platz kann maximal 1 Student sitzen. Wieviele
Moglichkeiten gibt es?

LOSUNG. Das Problem ist nicht eindeutig gestellt. Sind die Studenten unterscheidbar, so
handelt es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge. Jeder Student “zieht”
sich einen Platz. Ohne Zuriicklegen, denn kein Platz kann zweimal gezogen werden. Mit
Reihenfolge, denn die Studenten sind unterscheidbar: “Student A setzt sich auf Platz 1 und
Student B auf Platz 2”7 ist ein anderer Ausgang, als “Student A setzt sich auf Platz 2 und
Student B auf Platz 1”. Es gibt (n), Kombinationen.

Sind die Studenten ununterscheidbar, so handelt es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen und
ohne Reihenfolge. Mit anderen Worten, es wird eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n}
ausgewdhlt. Das sind dann die Plétze, die besetzt werden. Welcher Platz von wem besetzt
wird, spielt keine Rolle, denn die Studenten sind ununterscheidbar. In diesem Fall gibt es
(Z) Kombinationen.

Modell 4: Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen. Da wir mit Zuriicklegen
ziehen, kann ein Ball mehrmals gezogen werden. Da wir ohne Reihenfolge ziechen, achten wir
nur darauf, wie oft jeder Ball gezogen wurde, nicht aber in welcher Reihenfolge das geschah.
Fiir n = 4 Bille und k = 2 Ziehungen ergeben sich folgende Moglichkeiten:

(LD [(1L2) [ (1,3 [ (14)
(2,2) [ (2,3) | (2,4)

(3:3) | (34)
(4,4)
Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind présent, denn es wird mit Zuriicklegen gezogen.

Elemente (1,2) und (2, 1) gelten als identisch, denn die Reihenfolge wird nicht berticksichtigt.
Deshalb haben wir nur (1,2) in der Tabelle aufgefiihrt. Die Grundmenge ist gegeben durch:

Q={(ar,...,a) a1 <ay<...<aga €{1,...,n}}.

Elemente von 2 kénnen als ungeordnete k-elementige Teilmengen von {1,...,n} angesehen
werden, wobei Wiederholungen der Elemente in der Teilmenge erlaubt sind. Im né#chsten

Beispiel zeigen wir, dass
n+k—1 n+k—1
Q= = .

BEISPIEL 2.2.10. k Vogel setzen sich auf n Baume. Mehrfachbesetzungen sind moglich. Die
Vogel sind ununterscheidbar. Wie viele Besetzungen gibt es?

LOsuNG. Wir werden Vogel als Kreuze darstellen. Vogel, die auf verschiedenen Béumen
sitzen, trennen wir durch eine Trennwand. Gibt es zum Beispiel n = 4 Baume und sitzen auf
diesen Bédumen 2,3,0,1 Vogel, so stellen wir das wie folgt dar:

X X | X X X ] X

Im Allgemeinen haben wir n — 1 Trennwénde (da n Béume), und k& Kreuze (=Vogel). Ins-
gesamt haben wir n + k — 1 Elemente. Aus diesen n + k — 1 Elementen miissen diejenigen k
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Elemente ausgewihlt werden, die Kreuze sind. Die Anzahl der Konfigurationen ist somit

()= (55

BEISPIEL 2.2.11. Wieviele Méglichkeiten gibt es, eine Zahl £ als Summe von n Summan-
den zu schreiben? Reihenfolge der Summanden wird beriicksichtigt, Nullen sind erlaubt.
Beispielsweise kann man k = 4 wie folgt als Summe von n = 2 Summanden darstellen:

4=44+0=3+1=2+2=1+3=0+4.

LOSUNG. Jede Darstellung von k als Summe von n Summanden entspricht genau einer Be-
setzung von n Baumen durch k£ ununterscheidbare Viogel. Dabei entspricht der i-te Summand
der Anzahl der Vogel auf dem i-ten Baum. Somit gibt es ("ﬂ]z*l) Moéglichkeiten.

2.3. Hypergeometrische Verteilung

BEeIsPIEL 2.3.1 (Hypergeometrische Verteilung). Betrachte einen Teich, in dem n Fische
schwimmen. Von den Fischen seien n; rot und ny gelb, mit n; + ny = n. Ein Fischer fingt
k verschiedene Fische (ohne Zuriicklegen). Betrachte das Ereignis

A = “es wurden genau k; rote Fische gefangen (und somit ky := k — ky gelbe)”.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit von A?

LOsuNG. Die Grundmenge €2 ist die Menge aller k-elementigen Teilengen von {1,...,n}.

Somit gilt
n
Q= :
#-(3)

Nun bestimmen wir die Anzahl der Elemente in A. Damit A eintritt, muss der Fischer k;
rote und ks gelbe Fische fangen. Er kann sich aus der Menge der roten Fische k; Fische
aussuchen, dafiir gibt es (Zi) Moglichkeiten. Dann kann er sich aus der Menge der gelben

Fische ks Fische aussuchen, dafiir gibt es (Z;) Moglichkeiten. Da man jede Auswahl der roten
Fische mit jeder Auswahl der gelben Fische beliebig kombinieren kann, ergibt sich fiir die

Anzahl der Elemente in A:
nq N9
A= . )
# (k’l) (kz)

Fiir die Wahrscheinlichkeit von A erhalten wir dann
_#A () ()
# (+)
Diese Formel nennt man die hypergeometrische Verteilung. Genauer: man sagt, dass die

Anzahl der roten Fische, die der Fischer gefangen hat, eine hypergeometrische Verteilung
hat.

P[A]

BEeIsPIEL 2.3.2 (Lotto). Es werden 6 Kugeln aus einem Topf mit 49 nummerierten Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Man darf auf 6 verschiedene Nummern tippen. Bestimme die
Wahrscheinlichkeit von

A = “man hat genau 3 Nummern richtig getippt”.
Auf die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, wird beim Lotto nicht getippt.
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LOsuNG. Kugeln = Fische. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit tippen wir auf die Kugeln
1,2,...,6. Das sind die roten Fische. Alle anderen Kugeln, ndmlich 7, ..., 49, sind die gelben
Fische. Die Kugeln liegen in der Urne (= die Fische schwimmen im Teich). Es werden 6
Kugeln zufillig ohne Zuriicklegen gezogen (= 6 Fische gefangen). Wir interessieren uns fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen 6 Fischen genau 3 rot sind. Es ergibt sich

() - (5)
P[A] = W ~ 0.01765.
Wir konnen das Beispiel mit den Fischen verallgemeinern.

BEISPIEL 2.3.3 (Eine allgemeinere Form der hypergeometrischen Verteilung). Wir betrachten
einen Teich mit n Fischen. Jeder Fisch habe eine der » > 2 Farben. Es gebe im Teich n,
Fische von Farbe 1, ny Fische von Farbe 2, ..., n, von Farbe r, wobei ny + ...+ n, = n.
Ein Fischer fangt ohne Zuriicklegen k£ Fische. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses

A = “es wurden k; Fische von Farbe 1,
ko Fische von Farbe 2,

k. Fische von Farbe r gefangen”.

Dabei seien kq, ..., k. gegeben und es gelte k1 + ... + k. = k.

n ny n,
Q= A= e )
#o= (i) #2= () ()
A (@) )
# (%)
BEISPIEL 2.3.4. Ein Kartenspiel aus 52 Karten wird auf 2 Spieler verteilt, jeder erhélt 26
Karten. Bestimme die Wahrscheinlichkeit von

LOSUNG. Es gilt

Somit erhalten wir

P[A]

A = “Erster Spieler erhélt genau 3 Asse, genau 2 Konige und genau 1 Dame”.

LOSuNG. Die Grundmenge besteht aus allen 26-elementigen Teilmengen einer 52-elementigen
Menge. Diese Teilmenge ist die Menge der Karten, die der erste Spieler bekommt, der zweite
bekommt dann automatisch den Rest. Es gilt somit #€) = (gg) Damit A eintritt, muss der
erste Spieler 3 der 4 Asse, 2 der 4 Konige, 1 der 4 Damen, und 20 der 40 restlichen Karten
bekommen. Somit erhalten wir

#1-0)- () () ()

Die Wahrscheinlichkeit von A ist




2.4. Binomialverteilung und Multinomialverteilung

BEISPIEL 2.4.1. In einem Teich schwimmen n Fische, davon seien n; rot und ny gelb, mit
ny+ny = n. Es werden k Fische mit Zuriicklegen gefangen. Bestimme die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses

A = “Es wurde genau k;-mal ein roter Fisch aus dem Teich gezogen”.

BEMERKUNG 2.4.2. Definiert man ks = k — ki, so kann man das Ereignis A auch so be-
schreiben:

A = “Es wurde genau ks-mal ein gelber Fisch aus dem Teich gezogen”.

LOSUNG. Es handelt sich um eine k-fache Wiederholung (unter gleichen Bedingungen) des
Experiments “ein Fisch wird gezogen, Farbe notiert, Fisch freigelassen”. Somit gilt

Q=1{1,....n}"

Die Anzahl der Ausgénge ist #Q = n*. Um die Anzahl der Elemente in A zu bestimmen,
schauen wir uns zuerst ein anderes Ereignis an:

B = “Bei den ersten k; Versuchen wurden rote Fische gefangen

und bei den restlichen ky Versuchen wurden gelbe Fische gefangen”.

Der Unterschied zwischen den Ereignissen A und B besteht darin, dass bei B die Nummern
der Versuche, bei denen rote (bzw. gelbe) Fische gefangen werden sollen, explizit angegeben
sind. Bei A hingegen diirfen diese Nummern beliebig sein. Es gilt

k k
#B=n;-ny-...-Np-Ng-...ng =ny" - ny°.
Somit errechnet sich die Wahrscheinlichkeit von B zu

nkl . nk2
Bei A kann man sich zusétzlich die Versuche, bei denen ein roter Fisch gefangen werden soll,
frei aussuchen. Es gibt dafiir (kk1 ) = (kk2 ) Moglichkeiten. Somit besteht A aus (:1 ) disjunkten
“Kopien” von B und wir erhalten

k k
HA= (lﬁ) -#B = (kl) -n’fl 'n§2-

Fiir die Wahrscheinlichkleit von A erhalten wir

pray - () mine () ey
k1 nk k1 n n
Man sagt, dass die Anzahl der Versuche, bei denen ein roter Fisch gefangen wurde, binomi-
alverteilt ist.

Nun werden wir das obige Beispiel erweitern, indem wir eine beliebige Anzahl an Farben
zulassen. Dafiir brauchen wir eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten.

BEeIsPIEL 2.4.3 (Multinomialkoeffizienten). Es seien k& unterscheidbare (z.B. nummerierte)
Gegenstéande gegeben. Diese will man auf r unterscheidbare (z.B. nummerierte) Schubladen
verteilen. In eine Schublade kénnen mehrere Gegenstéande gelegt werden. Leere Schubladen
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sind zugelassen. Zwei Verteilungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Gegenstédnde inner-
halb der Schubladen unterscheiden, gelten als identisch. Wie viele Méglichkeiten gibt es, die
Gegensténde auf die Schubladen zu verteilen, so dass die erste Schublade k1 Gegensténde, die
zweite ko, ..., die r-te Schublade k, Gegenstande enthéalt? Dabei seien kq, ..., k. vorgegeben
mit ky + ...+ k. = k.

LOSUNG. Die gesuchte Anzahl N ist gegeben durch

O ()

Der Faktor (:1 ) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die k; Gegenstéinde auszusuchen, die in
die erste Schublade gelegt werden sollen. Danach stehen uns nur noch k — k; Gegenstédnde

zu Verfiigung. Der Faktor (k;fl) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die ko Gegenstéinde aus-

zuwihlen, die in die zweite Schublade gelegt werden sollen. Und so weiter. Ubrigens ist der

letzte Faktor, namlich (k_kl_,'ﬁ"_k“l), gleich 1, da wir bei der letzten Schublade keine Wahl

mehr haben. Dies kann man schreiben als
N = k! (k — kqp)! (k—Fki—...—k._1)!
okl — k) Rl(k—ky — k) T k,.10! ’
oder, nachdem Terme gekiirzt wurden,
k!
N=——
LI |

DEFINITION 2.4.4. Die Multinomialkoeffizienten sind definiert durch

k B k!
ki, oo k) ke kU

Dabei wird k; + ... + k. = k vorausgesetzt.

BEMERKUNG 2.4.5. Im Spezialfall » = 2 haben wir (k1kk2) = (:1) = (:2), mit k1 + ko = k.

SATZ 2.4.6 (Eigenschaften der Multinomialkoeffizienten). Es gelten folgende Formeln:
k k—1 k—1 k—1
(1) (k:1 ..... kr) = (k1—1,k2 ..... kr) + (k17k2—1 ,,,,, kr) t.F (kl ..... kr—l)'

777777

-----

KOROLLAR 2.4.7. Es gilt > (, k =k,
feit o=k T

BEISPIEL 2.4.8. 33 Schiiler sollen auf 3 Fulballmannschaften (jeweils 11 Schiiler) verteilt
werden. Wieviele Moglichkeiten gibt es?

LOSUNG. Das Problem kann auf zwei verschiedene Weisen verstanden werden. Wenn die 3
Mannschaften (= Schubladen) unterscheidbar sind, gibt es

33 33!
(11,11,11) (111)3 36526995463040
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Moglichkeiten. Unterscheidbar konnte z.B. heiflen, dass die erste Mannschaft in der ersten
Liga Spielen soll, die zweite in der zweiten, und die dritte in der dritten. In diesem Fall miissen
zwei mogliche Verteilungen der Schiiler auch dann als verschieden angesehen werden, wenn
sie sich nur durch das Permutieren der Mannschaften unterscheiden.

Wenn die 3 Mannschaften ununterscheidbar sind, so gibt es weniger Méglichkeiten. Es miissen
namlich jeweils 3! = 6 Moglichkeiten, die sich nur durch das Permutieren der Mannschaften
unterscheiden, als gleich angesehen werden. Die Anzahl der Moglichkeiten ist dann gegeben
durch

1 33
— = 22754499243840.
3! (11,11,11) 754499243840

BEISPIEL 2.4.9 (Multinomialverteilung). In einem Teich schwimmen n Fische. Jeder dieser
Fische hat eine der r moglichen Farben. Die Anzahl der Fische von Farbe i sei mit n;
bezeichnet, wobei ¢ = 1,...,r. Dabei gelte ny + ...+ n, = n. Ein Fischer fangt k£ Fische mit
Zuriicklegen. Bestimme die Wahrscheinlichkeit von

A = “es wurden k; Fische von Farbe 1,
ko Fische von Farbe 2,

k, Fische von Farbe r gefangen”.

LOSUNG. Es handelt sich um ein Produktexperiment und somit gilt #Q = n*. Fiir die Anzahl

der Elemente in A gilt
k
#A= (k1,...,kr) e

P, ) G ()

BEISPIEL 2.4.10. Es werde 12-mal mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt. Bestimme die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses

Somit erhalten wir

A = “Jede der 6 moglichen Augenzahlen wurde genau 2-mal gewiirfelt”.

LOSUNG. Mit n=6,r =6, ky = ... = kg = 2, k = 12 erhalten wir

12 1
P[A] = —.
[4] (2,2,2,2,2,2) 612
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KAPITEL 3

Zufallsvariablen

Ein Zufallsexperiment ergibt oft eine zuféllige Zahl. Diese Zahl bezeichnen wir als Zufallsva-
riable.

BEISPIEL 3.0.11. Beim zweimaligen Wiirfeln kann man folgende Zufallsvariablen betrachten:
Augensumme, groflere Augenzahl, kleinere Augenzahl, Differenz der Augenzahlen, ...

DEFINITION 3.0.12. Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heiit jede Funk-
tion

X: Q=R
eine Zufallsvariable. Fiir w € Q heifit X (w) der Wert von X zum Ausgang w.

BEISPIEL 3.0.13. Wir betrachten das zweimalige Wiirfeln. Die Grundmenge ist dann
Q= {(ay,as) : a,ap € {1,...,6}} ={1,...,6}>
Dann kann man z.B. folgende Zufallsvariablen X; : 2 — R und X, : 2 — R definieren:
Xi(ay,az) = ay (“erste Augenzahl”)
Xo(a1,a9) = ay  (“zweite Augenzahl”).
Wird z.B. der Ausgang (2,6) gewiirfelt, so nimmt X; den Wert 2 und X, den Wert 6 an.
Definieren wir nun Y = X; + X5, dann gilt
Y(ai,az) = a; +ay (“die Augensumme”).
Sei Z = max (X1, X3), dann gilt
Z(ay,ay) = max(ay, az) (“groBere Augenzahl”).
Hier sind X7, X5, Y, Z Beispiele von Zufallsvariablen.

DEFINITION 3.0.14. Sei A C 2 ein Ereignis. Die Indikatorfunktion von A ist die Zufallsva-
riable 14 : 2 — R, die wie folgt definiert wird:

1, weA,
HA(W):{O wé¢ A

Die Indikatorfunktion nimmt den Wert 1 genau dann an, wenn das Ereignis A eintritt.
Ansonsten nimmt sie den Wert 0 an.

BEMERKUNG 3.0.15. Fiir beliebige Ereignisse A, B C 2 gelten folgende Eigenschaften:

(1) Lang = 14 - 15.

(2) ILAUB :max{]lA,]lB}.

(3) ILAUB:ILA"i_]lB fallsAﬂB:(Z)
(4) laap =14+ 15 mod 2.
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DEFINITION 3.0.16. Sei Z : 2 — R eine Zufallsvariable. Die Zdhldichte oder die Verteilung
von Z ist die Funktion py : R — [0, 1] mit

pz(y) =PZ = y] =Pl{w € Q: Z(w) = y}].
Mit anderen Worten, pz(y) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable Z den Wert
1y annimmt.
DEFINITION 3.0.17. Sei Z eine Zufallsvariable. Das Bild von Z ist die Menge

Im(Z) ={yeR:3we Qmit Z(w) =y}.

Mit anderen Worten, Im Z ist die Menge aller Werte von Z. Fiir y ¢ Im(Z) gilt pz(y) = 0.

BEMERKUNG 3.0.18. Fiir die Zéhldichte gelten folgende zwei Eigenschaften:
(1) pz(y) € [0,1] fiir alle y € R.
(2) Zyelm(Z) pZ(y) =1L

BEISPIEL 3.0.19. Es sei Z die Augensumme beim Wiirfeln mit 2 fairen Wiirfeln. Bestimme
die Zahldichte von Z.

LOsUNG. Die Grundmenge dieses Experiments ist = {1,...,6}? mit #Q = 36. Die Menge
der Werte, die Z annehmen kann, ist Im(Z) = {2, ..., 12}. Nun bestimmen wir die Z&hldichte
von Z:

pA(2) =BlZ=2)=
pal3) = PlZ =3 = o
paA) =PlZ =T = o
2
pz(11) =P[Z = 11] = 36
p2(12) = P[Z = 12] = %

Zusammenfassend gilt

y—1

Ly ye{2,...,7},
pz(y) =< 35,

{% ye{7,...,12}.

BEISPIEL 3.0.20. Sei A C  ein Ereignis und Z = 14 die Indikatorfunktion von A. Fiir die
Zahldichte von Z gilt:
1 —-P[A], y=0,
pz(y) = P[A]a =1,
0, sonst.
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KAPITEL 4
Unabhéingigkeit

4.1. Unabhingigkeit von Ereignissen

Wir stellen uns vor, dass zwei Personen jeweils eine Miinze werfen. In vielen Féllen kann
man annehmen, dass die eine Miinze die andere nicht beeinflusst (d.h., es gibt keine Inter-
aktion zwischen den Miinzen). Das bedeutet, dass jedes Ereignis, das mit der ersten Miinze
zusammenhéngt, von jedem Ereignis der anderen Miinze unabhéngig ist.

Welche Ereignisse sind dann abhéingig? Man stelle sich vor, die beiden Miinzen sind durch
einen Stab miteinander verbunden, sodass sie immer das gleiche Symbol zeigen. In diesem
Fall héngt das Symbol, das die erste Miinze zeigt, vom Symbol der zweiten Miinze ab.

Nun stellen wir uns vor, dass die erste Miinze in 60% aller Fille Kopf zeigt, wihrend die
zweite Miinze in 50% aller Félle Kopf zeigt. Sind die Miinzen unabhéngig, so miisste das
Ereignis “beide Miinzen zeigen Kopf” in 50% derjenigen Fille eintreten, wo die erste Miinze
Kopf zeigt. Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, dass beide Miinzen Kopf zeigen, sollte sich als
das Produkt 0.6 - 0.5 errechnen. Wir werden diese Uberlegung als eine Definition benutzen.

DEFINITION 4.1.1. Seien (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C € zwei Ereignisse.
Dann heiflen A und B unabhdngig, wenn

(4.1.1) P[AN B] = P[A] - P[B].
Wenn dies nicht gilt, heiflen die Ereignisse A und B abhéngig.

Es zeigt sich, dass manche FEreignisse, die im ersten Moment abhéngig erscheinen, doch
unabhéngig sind.

BEISPIEL 4.1.2. Wir betrachten das einmalige Werfen eines fairen Wiirfels und legen folgende
Ereignisse fest:

A = “Augenzahl ist > 5" = {5,6}, B = “Augenzahl ist gerade” = {2,4,6}.
Es gilt dann

2 1 3 1
PAl=-=—-, PB]==-=-.
6 3 6 2
Sind diese beiden Ereignisse nun unabhéngig oder nicht? Es gilt AN B = {6} und somit
1 11
P[ANB]=-=--=-=P[A]-P[B].
(AnB] =2 =35 =FlA]- BB

Es folgt, dass A und B per Definition unabhéngig sind (obwohl es intuitiv nicht so scheint).
Betrachte nun zusétzlich das Ereignis

C = “Augenzahl ist > 4”7 = {4,5,6}.

Man sieht, dass P[B] = P[C] = 3, wihrend P[BN C] = 2 # P[B] - P[C]. Ereignisse B und C
sind somit abhéngig.
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BEISPIEL 4.1.3. Wir betrachten das Wiirfeln mit 3 fairen Wiirfeln. Die Wiirfel muss man sich

immer als unterscheidbar vorstellen. Beispielsweise, kann man sie mit verschiedenen Farben

farben. Dieses Experiment ergibt 3 Augenzahlen. Die Grundmenge dieses Experiments ist

Q={1,...,6} mit #Q = 6>. Nun kénnen wir 3 Zufallsvariablen X, X5, X3 definieren:
X;: Q= R, X;(ay,as,a3) = a; = “Augenzahl, die Wiirfel i zeigt”,

wobei i = 1,2,3 und ay, as, a3 € {1,...,6}. Nun definieren wir zwei Ereignisse A und B:

A ={X; = Xo} = “die ersten beiden Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”,
B = {Xy = X3} = “der zweite und dritte Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”.
Sind die Ereignisse A und B nun unabhéngig oder abhéngig? Es scheint, dass beide Ereig-

nisse von der zweiten Augenzahl X5 abhéngen. Dennoch sind sie unabhéngig, was wir nun
nachweisen. Es gilt

A={(a,a,b):a,be{l,...,6}},
B ={(a,b,b):a,be {1,...,6}}.

Somit erhalten wir, dass #A = #B = 62 und
62
T 6

PlA] = F[B] = & = =
Fiir das Ereignis AN B gilt

ANB={X; =X, =X3} ={(a,a,a) :a € {1,...,6}}.
Somit erhalten wir #(A N B) = 6 und

6 1 11
PANB=5=5=55

Daher sind die Ereignisse A und B per Definition unabhéngig.

— P[A] - P[B].

BEMERKUNG 4.1.4. Disjunktheit und Unabhéngigkeit sind vollig verschiedene Begriffe. Dis-
junkte Ereignisse sind ndmlich niemals unabhéngig (auBler eines der Ereignisse hat die Wahr-
scheinlichkeit 0). Wir beweisen das. Seien A und B disjunkt (d.h. AN B = @) mit P[A] #0
und P[B] # 0. Aus unseren Annahmen folgt, dass

P[AN B] =P[0] = 0 # P[A] - P[B].
Somit sind A und B abhéngig.
BEMERKUNG 4.1.5. Ereigniss €2 ist von jedem Ereignis A unabhéngig, denn

P[QN Al =P[A] = P[A] - P[Q], da P[] = 1.
Ereignis ) ist ebenfalls von jedem Ereignis A unabhéngig, denn
P N A] = P[0] = P[A] - P[0], da P[@] = 0.
Die beiden Aussagen sind ziemlich natiirlich. Zum Beispiel tritt das sichere Ereignis €2 immer
ein, unabhéngig davon, ob irgend ein anderes Ereignis A eintritt oder nicht.
Wir haben definiert, wann zwe: Ereignisse unabhéngig sind. Nun wollen wir definieren, wann
viele Ereignisse unabhéngig sind.
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DEFINITION 4.1.6. Eine Familie Ay, A, ... C € von Ereignissen heift unabhdngig, wenn fiir
alle £ € N und alle Indizes i1 < ... < i gilt, dass

(4.1.2) PlA;, N...NA;, ] =P[A;,] ... - P[A;,].

DEFINITION 4.1.7. Ereignisse Aq, As,... C Q heiflen paarweise unabhingig, wenn fiir alle
/L.I,Z.Q € N mit il 7é iQ gllt

(4.1.3) P[A;, NA,] =P[A,] - P[A,].

Unabhéngige Ereignisse sind paarweise unabhéngig. Das folgt aus den beiden Definitionen.
Wir wollen nun an einem Beispiel zeigen, dass die Umkehrung nicht gilt.

BEISPIEL 4.1.8. Wir betrachten das Wiirfeln mit 3 fairen Wiirfeln. Wir bezeichnen mit X;
die Augenzahl, die der i-te Wiirfel zeigt, wobei ¢ = 1,2, 3. Wir legen die Ereignisse A, B und
C wie folgt fest:

A={X; =X}, B={Xy=X3}, C={Xs=X,}.

Wir haben bereits in Beispiel gezeigt, dass A und B unabhiingig sind. Analog sind
auch A und C unabhéngig, und das Gleiche gilt fiir B und C. Somit sind Ereignisse A, B, C'
paarweise unabhéngig.

Wir zeigen nun, dass die Familie A, B, C' nicht unabhéngig ist. Der Schnitt der 3 Mengen ist
gegeben durch:

AﬂBﬂO:{Xl :XQZXg}Z{((I,CL,(I)ZCLE {1,,6}}
Somit gilt #(AN BNC) = 6. Die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge AN B N C ist somit
6 1 111 1
P[AQBHC]:@:ﬁ P[A]-P[B]-P[C] ===~ ==
Die Familie A, B, C' ist paarweise unabhéngig, aber nicht unabhéngig.
BEMERKUNG 4.1.9. Von nun an wird nur noch der Begriff der Unabhéngigkeit benutzt. Die
paarweise Unabhéngigkeit spielt keine Rolle in der Zukunft.
SATZ 4.1.10. Es seien A, B C Q) zwet unabhdngige Ereignisse. Dann gilt:
(1) A und B¢ sind unabhdngig.
(2) A€ und B sind unabhdingig.
(3) A° und B¢ sind unabhdngig.

BEWEIS. Wir zeigen, dass A und B¢ unabhéngig sind. Wir setzen P[A] = p, P[B] = ¢. Da A
und B unabhingig sind, folgt P[A N B] = p - ¢. Somit gilt
P[A N B = P[A\B] = P[] - P[AN B] =p—p-q=p- (1 - ) = P[4] - P[B],

Es folgt, dass A und B¢ unabhingig sind. Die beiden anderen Aussagen lassen sich analog
beweisen. 0

SATZ 4.1.11. Es seien A, B,C' C 2 unabhingig Ereignisse. Dann gilt
(1) A, BUC sind unabhingig.
(2) A, BN C sind unabhingig.
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BewErs. Ubung. O

BEMERKUNG 4.1.12. Diese Aussage kann auch verallgemeinert werden. Betrachte eine un-
abhéngige Familie von Ereignissen Aq,..., A,, B1,..., B,,. Es sei A irgendein Ereignis, das
aus Ereignissen Ay, ..., A, durch die Anwendung von mengentheoretischen Operationen U,
N, ¢ in irgendeiner Reihenfolge entsteht. Sei B ein Ereignis, das aus By, ..., B,, durch An-
wendung von U, N, ¢ entsteht. Dann sind A und B unabhéngig.

4.2. Produktriume

Wir betrachten n Experimente (€4,P),. .., (2,,P,) mit Wahrscheinlichkeitsfunktionen
pila) =P;({a}), a €y, i=1,... n

Wir stellen uns nun vor, dass diese Experimente unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden.
Die Unabhéngigkeit kann man beispielsweise erreichen, indem man die Experimente raumlich
voneinander trennt.

Werden nun alle Experimente ausgefiihrt, so ist die Grundmenge gegeben durch

Q:Ql X .. XQn:{(al,...,an):ai GQZ}
Wegen der Unabhéingigkeit liegt es nun nahe, die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs (ay, ..., a,) €

) wie folgt zu definieren:

play,...,a,) = pi(ar) - pa(as) - ...« pulay),

wobei p;(a;) die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs a; € €2; im i-ten Experiment ist. Die
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A C {2 definieren wir dann wie folgt:

def
P[A] =) " p(a).
acA
Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heifit der Produktraum von (21,P),..., (2, P,) und
wird auch mit (€; x ... x Q,,P; x ... x P,) bezeichnet.

BEISPIEL 4.2.1. Wir betrachten Ereignisse Ay C (4,..., A, C ,. Das Ereignis A; ist
somit mit Experiment ¢ verbunden. Nun betrachten wir das folgende Ereignis: “Im ersten
Experiment tritt A; ein, im zweiten Experiment tritt A, ein, usw.”. Dieses Ereignis kann
man auch wie folgt darstellen:

d
Avxoox Ay L(an, . an) rar € Ay, an € Ay C Q.

Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses

PlA; X ... X A,] = > play, ..., a)

(al,...,an)€A1 X...XAp

= > ) palen)

aleAlv--waneAn

= (Zp(al)) (Z p(an))

—PiA] ... P[A,).
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4.3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

BEISPIEL 4.3.1. Stellen wir uns vor, dass jemand mit 2 fairen Wiirfeln wiirfelt. Die Grund-
menge ist 2 = {1,...,6}*. Wir betrachten zwei Ereignisse:

A = “erster Wiirfel zeigt 6” = {(6,1), (6,2),...,(6,6)},
B = “Augensumme = 10” = {(6,4), (5,5), (4,6)}.

Stellen wir uns vor, dass das Experiment durchgefiihrt wurde und dass uns mitgeteilt wurde,
dass das Ereignis B eingetreten ist. Ob das Ereignis A eingetreten ist, wissen wir aber nicht.
Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit von A bestimmen, gegeben, dass B eingetreten ist.
So etwas nennt man “bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B” und bezeichnet mit
P[A|B]. Da B eingetreten ist, kommen nur Ausgéinge {(6,4),(5,5),(4,6)} in Frage. Alle
anderen Ausginge sind durch die Information, dass B eingetreten ist, ausgeschlossen. Die
Grundmenge hat sich also auf das Ereignis B verkleinert. Von den drei gleichwahrscheinlichen
Ausgéngen {(6,4), (5,5), (4,6)} fithrt aber nur der Ausgang (6,4) zum Eintreten von A. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist also
1
P[A|B] = .
3
Zum Vergleich: die Wahrscheinlichkeit von A ohne Bedingungen ist P[A] = %.
DEFINITION 4.3.2. Seien A, B C 2 zwei Ereignisse mit P[B] # 0. Die bedingte Wahrschein-
lichkeit von A gegeben B ist definiert durch
P[AN B]
PlB]
BEMERKUNG 4.3.3. Beachte: A|B ist kein Ereignis, sondern lediglich eine Notation fiir eine
neue Art von Wahrscheinlichkeit.

SATZ 4.3.4. Sei B C Q) ein Ereignis mit P[B] # 0.
(1) Fir jedes Ereignis A C Q0 gilt P[A|B] € [0, 1].
(2) Es gilt P[Q|B] = P[B|B] =1 und P[}|B] = 0.
(3) Fir paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Ao, ... C Q gilt:

(4.3.1) PIA|B] =

P U2, A;|B] = ZIP’ [A;|B].
(4) Fiir jedes Ereignis A C Q gilt P[A°|B] = 1 — P[A|B].
(5) Sind Ereignisse A und B unabhdngig, so gilt P[A|B] = P[A].
BEWEIS. Zu (1): Folgt aus 0 <P[AN B] < P[B] und (4.3.1). Zu (3)

P U2, A;|B] = P[(U;’%P}[z;)ﬂB] _ P[ug%([gamB)] _Z]P’A N B Z]P’A -

u (5): Sind A und B unabhéngig, so heifit es, dass P[AN B| = ]P’[A]IP’[B]. Es folgt, dass
P[ANB] P[A]-P[B|
PB]  PB]
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BEMERKUNG 4.3.5. Aus (4.3.1)) sicht man, dass P[A|B] und P[B|A] im Allgemeinen nicht

gleich sein miissen.

SATZ 4.3.6 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Die Grundmenge sei als Q@ = By U
... U B, dargestellt, wobei By, ..., B, paarweise disjunkte Ereignisse sind und P[B;] # 0 fir
allei=1,...,n. Sei A C Q ein weiteres Ereignis. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von

A:
P[] = > _P[A|B]- PB)].

BEWEIS. Das Ereignis A ist eine disjunkte Vereinigung der Ereignisse AN By,..., AN B,.
Somit gilt

PA] = P, (AN B = S PlAN B] = 3 PlAIB] - PIB)]

O

BEISPIEL 4.3.7 (Grippetest). Bei einer kranken Person schliagt ein Grippeschnelltest mit
Wahrscheinlichkeit 0.9 an. Bei einer gesunden Person kann der Test allerdings ebenfalls
anschlagen, und zwar mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.2. Wenn nun 1% aller Personen in
einer Population tatsdchlich krank sind, wie grof§ ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der
Test bei einer zufillig gewdhlten Person anschlagt?

LOsuNG. Wir legen zunéchst passende Ereignisse fest:
A = “Person wird positiv getestet”,

By = “Person hat Grippe”,
By = “Person hat keine Grippe”.

Also sind die Ereignisse By und B, disjunkt, d.h. B; N By = (), und es gilt Q = B; U B,. Laut
Aufgabenstellung gilt

P[A|By] = 0.9,
P[A|By] = 0.2.
Da zusétzlich noch bekannt ist, dass 1% aller Personen krank sind, gilt auflerdem:

P[B;] = 0.01,
P[B,] = 1 — 0.01 = 0.99.

Mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:
P[A] = P[A|By] - P[By] + P[A|Bs] - P[B3] = 0.9 -0.01 4+ 0.2 - 0.99 = 0.207.
Eine Person wird also mit Wahrscheinlichkeit 0.207 positiv getestet.
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SATZ 4.3.8 (Bayes-Formel). Die Grundmenge sei als Q@ = By U ... U B, dargestellt, wobei
By, ..., B, paarweise disjunkte Ereignisse sind und P[B;] # 0 fir allei =1,...,n. Sei A C Q
ein weiteres Ereignis mit Wahrscheinlichkeit P[A] # 0. Dann gilt fir alle i =1,...,n:
PA|B]-P[B)] _  P[A|B]-P[Bj]

P[A] > he1 PIA|By] - P[By]

BeEwEIs. Wir wenden die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (4.3.1]) zweimal an:

B[] = PLB:NAl_PIANB] _ PlAIB] - P[B]

(4.3.2) P[B;|A] =

PlA] PlA] PlA]
Das beweist die erste Hélfte von (4.3.2)). Die zweite Hélfte folgt aus dem Satz von der totalen
Wabhrscheinlichkeit. O

BEISPIEL 4.3.9 (Fortsetzung von Beispiel 4.3.7)). Eine Person, iiber die nicht bekannt ist,
ob sie gesund oder krank ist, wurde positiv getestet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie
tatsédchlich krank?

LOSUNG. Gegeben ist, dass die Person positiv getestet wurde. Das Ereignis A ist also ein-
getreten. Gegeben diese Information wollen wir wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
Ereignis B; eintritt. Gefragt wird also nach der bedingten Wahrscheinlichkeit P[B;|A]. Die

Bayes-Formel (4.3.2)) ergibt

P[A|B] - P[By] 0.9-0.01

P|By|A] = =
Bif 4] P[A] 0.207

Wir erkennen also, dass dieser Schnelltest ziemlich schlecht ist. Man kann auch die Wahr-

scheinlichkeit berechnen, dass eine Person gesund ist, gegeben, dass sie positiv getestet wurde:

P[B,|A] = 1 — P[B;|A] ~ 1 — 0.043 ~ 0.957.

~ 0.043.

4.4. Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Wir haben Unabhéngigkeit von Ereignissen definiert. Man kann aber auch Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen definieren. Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

DEFINITION 4.4.1. Die Zufallsvariablen Xi,..., X, : € — R heiflen unabhdingig, wenn fiir
alle y1,...,y, € R gilt:

Diese Definition lésst sich in folgender dquivalenter Form darstellen.

SATZ 4.4.2. Seien Xq,..., X, : Q@ — R Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum (S, P). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(1) Die Zufallsvariablen X, ..., X, sind unabhdingig.
(2) Fiir beliebige Mengen By, ..., B, C R gilt:

(4.4.2) PX; € By,..., X, € B, =P[X; € By]-...-P[X, € B,].

(3) Die Ereignisse {X1 =u1},...,{Xn = yn} sind unabhingiq fir alle yi,...,y, € R.
(4) Die Ereignisse {X1 € B1},...,{X, € B,} sind unabhingig fir alle By, ..., B, C R.
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Wenn man jedoch eine unendliche Familie von Zufallsvariablen betrachtet, dann heiflen diese
Zufallsvariablen unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie unabhéngig ist.

DEFINITION 4.4.3. Die Zufallsvariablen X, X5, ... heiflen unabhéngig, wenn fiir alle n € N
gilt, dass X,..., X,, unabhingig sind.

BEISPIEL 4.4.4. Wir wiirfeln n-mal mit einem fairen Wiirfel. Die Grundmenge lautet 2 =
{1,...,6}" und wir gehen von der Laplace-Annahme aus, dass alle Ausgénge in 2 die gleiche
Wahrscheinlichkeit 1/6™ haben. Wir bezeichnen mit X; die Augenzahl beim i-ten Wurf:

Xi(al,...,an) = Qa, (al,...,an) e (.

Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhéngig sind. (Das ist im Einklang
mit dem gesunden Verstand). Es gilt

PX, =y,..., X :y]:{%n, falls y1,...,yn € {1,...,6},

0, sonst

BEISPIEL 4.4.5. In diesem Beispiel betrachten wir die Augensumme S = X; +...+ X,,. Wir
zeigen, dass die Zufallsvariablen S und X; abhéngig sind. Zu diesem Zweck miissen wir einen
Fall finden, fiir den die Produktformel nicht gilt. Wir betrachten die Ereignisse {X; = 1}
und {S = 6n}. Die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse sind strikt positiv:

1 1
Auf der anderen Seite, konnen beide Ereignisse gleichzeitig nicht eintreten, somit
PX; =1,5S=6n|=0.
Daraus folgt dann, dass S und X; abhéngig sind.

BEMERKUNG 4.4.6. Es sei Xq,...,X,,Y1,...,Y,, eine unabhéngige Familie von Zufallsva-
riablen. Man kann zeigen, dass fiir beliebige Funktionen f : R® — R und ¢g : R™ — R die
Zufallsvariablen f(X7,...,X,) und g(Y3,...,Y,,) unabhingig sind.
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KAPITEL 5

Erwartungswert

Wir betrachten einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (§2, P) und eine Zufallsvariable X :
2 — R auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum. Die Grundmenge {2 hat also nur endlich oder
abzahlbar viele Elemente. Fiir die Zufallsvariable X bedeutet es, dass sie nur endlich oder
abzéhlbar viele Werte annehmen kann. Diese Werte kann man aufzéhlen:

Werte von X @ vy1 2 y3
Wahrscheinlichkeiten :  p;  ps  ps3

Dabei bezeichnen wir mit p; = P[X = y;] die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X = y;}.
Es gilt dann

(1) p; € [0,1] fiir alle 4.

(2) 2ipi =1
DEFINITION 5.0.7. Die Zufallsvariable X heifit integrierbar, wenn . p;|ly;| < oo. Ist X
integrierbar, so definieren wir den Erwartungswert von X wie folgt:

(5.0.3) EX S pu.

BEMERKUNG 5.0.8. Nimmt X nur endlich viele Werte an, so ist die Bedingung » . p;|y;| < oo
erfiillt und X ist integrierbar.

BEMERKUNG 5.0.9. Eine Reihe ), a; heifit absolut konvergent, falls > . |a;| < oco. Es ist
bekannt, dass eine absolut konvergente Reihe konvergiert, und dass die Summe einer absolut
konvergenten Reihe von der Reihenfolge der Summanden unabhéngig ist. In der Definition
des Erartungswerts fordern wir die absolute Konvergenz der Reihe > p;y;. Diese Forderung
stellt sicher, dass die Summe dieser Reihe nicht von der Reihenfolge der Terme in abhéngt.

Bei Reihen, die nicht absolut konvergieren, kann sich die Summe &ndern, wenn man die
Reihenfolge der Summanden &ndert.

BEISPIEL 5.0.10. Betrachte die alternierende harmonische Reihe:

11 1 1 1 1
5.04 l-—-—4+-—-—-4+=-—=-+4+—-—=...=1n2.
(5:0.4) 2737175 67 "
Beweis: Setze z = 1 in der Formel In(1 + z) = Y2 (—1)"%-. Diese Reihe ist konvergent
(gegen In2), aber nicht absolut konvergent, denn >~ | % = 00. Nun betrachte die Reihe:

(5.0.5) EUUE S U R I SV S WU g1
e 3 2 5 7 1 9 1 g T 2"

Beweis: Ubung. Die Summen der Reihen (5.0.4) und (5.0.5) sind unterschiedlich. Dabei
haben beide Reihen die gleichen Summanden, lediglich die Reihenfolge der Summanden ist
unterschiedlich.
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BEMERKUNG 5.0.11. Die Definition des Erwartungswertskann man auch so schreiben:
EX= ) yPX=y|
y€lm(X)
falls die Reihe absolut konvergiert.

BEISPIEL 5.0.12. Wir wiirfeln mit einem fairen Wiirfel. Sei X die Augenzahl. Der Erwar-
tungswert von X ist

1
EX=_(1+...+6)=35.

BEISPIEL 5.0.13. Sei A C  ein FEreignis. Es sei X = 14 die Indikatorfunktion von A.
Die Indikatorfunktion nimmt den Wert 1 genau dann an, wenn das Ereignis eingetreten ist.
Ansonsten nimmt sie den Wert 0 an. Demnach gilt:

Ely=0-Ply=0]+1-P[la=1=0-(1-P[4]) +1-P[A] =P[A].
SATZ 5.0.14. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable. Dann ist X integrierbar genau dann, wenn

(5.0.6) > p(w) X (w)] < oo.

weN

Ist (5.0.6) erfiillt, so gilt
(5.0.7) EX =) plw)X(w).

BEWwEIS. Fiir jedes y € Im(X) definieren wir das Ereignis
def
4, fw e QX () =y},

Es gilt dann:

(1) Q= Uyerm(x)Ay-
(2) Die Ereignisse A, sind paarweise disjunkt.

Laut Definition ist X integrierbar genau dann, wenn
(5.0.8) > lyl-PIX =y] < .
y€Ilm(X)

Bei Reihen mit nicht-negativen Termen kann man die Summanden vertauschen, ohne dass
sich die Summe &ndert. Es folgt, dass

ST llPX =yl= > Jyl- > pw)

y€lm(X) y€lm(X) wEAy

= > D pwIX W)

y€lm(X) weAy
= p@)[X (W)
we
Somit sind Bedingungen ((5.0.6)) und (5.0.8) dquivalent. Es folgt, dass X genau dann inte-
grierbar ist, wenn (5.0.6) gilt.
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Nun nehmen wir an, dass (5.0.6) gilt. Es folgt, dass

EX = Y y-P4,

y€lm(X)

= > v )

y€Im(X) wEAy

= 2 Dl

yelm(X) weAy

= 3 pw)X(

we

Die absolute Konvergenz wurde hier dadurch benutzt, dass die Summanden vertauscht wur-

den. U

SATZ 5.0.15 (Linearitét des Erwartungswerts). (1) Seien X,Y : Q — R integrierbare
Zufallsvariablen. Dann ist X +Y integrierbar uns es gilt

(5.0.9) E(X+Y)=EX)+EY).

(2) Sei X : Q2 — R eine integrierbare Zufallsvariable. Sei a € R. Dann ist aX integrier-
bar und es gilt

(5.0.10) E(aX) = aEX.
BeEweIs. Teil 1: Wir zeigen, dass X + Y integrierbar ist:

Y @)X (W) +Y (@) <Y W)X (W) +pw)Y (@)))

=D pWIX @)+ pW)Y(w

Die rechte Seite ist endlich, da X und Y integrierbar sind. Somit ist auch die linke Seite
endlich. Es folgt, dass X + Y integrierbar ist.
Wir berechnen nun E(X +Y). Mit Satz [5.0.14] gilt

E(X+Y)=> pw) (X(w)+Y (W)
= (W)X (W) + pw)Y (w))
weN
= pw)X W)+ pw)Y(w)
_EX4EV.

Auch hier haben wir die absolute Konvergenz benutzt, indem wir die Summanden vertauscht
haben.
Beweis von Teil 2 ist analog. 0
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BEMERKUNG 5.0.16. Der eben bewiesene Satz gilt auch fiir n Summanden: sind Xy,..., X, :
) — R integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch die Summe X; 4 ...+ X,, integrierbar und
es gilt

EX:+...+ X,] =E[Xi] + ... + E[X,].

BEISPIEL 5.0.17. Wir wiirfeln n-mal mit einem fairen Wiirfel. Sei X; die Augenzahl bei
Wurf i, wobei i = 1,...,n. Essei S = X; + ...+ X,, die Augensumme. Dann gilt fiir den
Erwartungswert von S:

ES=EX;+...4+EX,, =n-EX; =3,5-n.

BEeIspIEL 5.0.18 (Lotto). In einer Urne liegen 49 nummerierte Kugeln, es werden 6 Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Wir tippen auf 6 verschiedene Kugeln. Es sei S die Anzahl der
Richtigen. Bestimme den Erwartungswert von S.

LOSUNG. Wir tippen oBdA auf die Kombination {1,...,6}. Dann definieren wir die Zufalls-
variablen

X, = 1, falls Kugel i gezogen wurde, i=1... 6
0, sonst,

Fiir den Erwartungswert von X; gilt:
EX; =PX; =1 = 255+ = 751 = ——=-

Die Anzahl der Richtigen ist dann S = X; + ... + X4. Mit Satz [5.0.15] gilt fiir den Erwar-
tungswert von S:

6 36

ES=EX;+.. +EXg=6-—=—.

SATZ 5.0.19. Seien X,Y : Q — R unabhdingige integrierbare Zufallsvarieblen. Dann ist auch
das Produkt X -Y integrierbar und es gilt

(5.0.11) E[X -Y] =E[X]-E[Y].
BEWEIS. Seien aq, as, . . . alle Werte von X mit dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten py, ps, . . ..
Analog seien by, bs, ... alle Werte von Y mit Wahrscheinlichkeiten ¢, go, . . ..
X ‘(11 as ... Y ‘bl bg
PIX] ‘pl p2 - PY] ‘ q1 42

Nun definieren wir das Ereignis A;;, welches eintritt, wenn X den Wert a;, annimmt und
gleichzeitig Y den Wert b;:

Aij = {X = CLZ',Y = bj}

Dann bilden die Ereignisse A;; eine disjunkte Zerlegung von 2. Die Wahrscheinlichkeit von
A;; ist, wegen der Unabhéngigkeit von X und Y,

PlA;] =P[X = a)] - P[Y = b;] =p; - g;.



Wir zeigen, dass XY integrierbar ist:

Y o) [ Xw) Y@= ) pw)- X (w) YW)

weN %] LUGAZ"J‘
=" > p(w)laillbs]
i,j UJGAZ'J'
= laillbs]- Y p(w)
i,j UJeAij

= las||b;] - P[Ay]
i

= lail|b;] - pig;
i

= lailpi - Ibslg
i

() (524)

Die rechte Seite ist endlich, da X und Y integrierbar sind. Somit ist auch die linke Seite
endlich. Mit Satz[5.0.14] folgt, dass XY integrierbar ist.
Fiir den Erwartungswert von X - Y gilt nun mit Satz [5.0.14;



Die absolute Konvergenz haben wir dabei mehrmals benutzt, indem wir die Summanden
vertauscht haben. U

BEMERKUNG 5.0.20. Der eben bewiesene Satz gilt auch fiir n Faktoren: sind Xy,..., X, :
) — R unabhéngige integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch das Produkt X; ... X, inte-

grierbar und es gilt
E[X;-...- X, =E[Xq]-...- E[X,].
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KAPITEL 6

Diskrete Verteilungen

Nun werden wir verschiedene Beispiele von diskreten Zufallsvariablen betrachten.

6.1. Gleichverteilung

DEFINITION 6.1.1. Eine Zufallsvariable X : Q — R heifit gleichverteilt (oder Laplace-verteilt)
auf einer endlichen Menge {y1,...,y,} C R, wenn

1
P[X:yi]zﬁﬁiralleizl,...,n.

BEMERKUNG 6.1.2. Eine Zufallsvariable ist also gleichverteilt, wenn sie n Werte annehmen
kann und die Wahrscheinlichkeiten dieser n Werte gleich sind.

BEMERKUNG 6.1.3. Fiir den Erwartungswert dieser Zufallsvariable gilt
Y1+t Yn

—

Dies ist das arithmetische Mittel von 1, ..., yn.

BEMERKUNG 6.1.4. Definition funktioniert nur fiir endliches n. Eine Zufallsvariable
kann nicht unendlich viele Werte mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen. Hétte jeder
Wert die gleiche, strikt positive Wahrscheinlichkeit p > 0, so wére die Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten unendlich. Hétte jeder Wert Wahrscheinlichkeit 0, so wire die Summe aller
Wahrscheinlichkeiten 0. Die Summe sollte aber 1 sein. In beiden Féllen ergibt sich ein Wi-
derspruch. Eine Gleichverteilung (im obigen Sinne) auf einer unendlichen Menge gibt es also
nicht.

EX =

6.2. Bernoulli-Experimente und die Binomialverteilung
DEFINITION 6.2.1. Ein Bernoulli- Experiment ist ein Zufallsexperiment mit zwei Ausgéngen:
0 (“Misserfolg”) und 1 (“Erfolg”).

Die Wahrscheinlichkeit von “Erfolg” bezeichnen wir mit p € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeit
von “Misserfolg” ist dann ¢ := 1 — p.

DEFINITION 6.2.2. Eine Zufallsvariable X heifit Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1],
falls
PX=1=p, PX=0=1-p.

BEZEICHNUNG: X ~ Bern(p).

DEFINITION 6.2.3. Ein n-faches Bernoulli-Experiment ist ein Bernoulli-Experiment, das n-
mal unabhéngig voneinander ausgefiihrt wurde.
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BEISPIEL 6.2.4. Wir konnen eine (faire oder unfaire) Miinze n-mal werfen und zum Beispiel
“Kopf” als “Erfolg” auffassen.

BEISPIEL 6.2.5. Wir konnen einen Wiirfel n-mal werfen. Fassen wir eine 6 als einen “Erfolg”
auf, so erhalten wir ein n-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = %.

BEMERKUNG 6.2.6. Die Grundmenge eines n-fachen Bernoulli-Experiments ist @ = {0, 1}".
Wegen der Unabhéngikeit der einzelnen Experimente ist die Wahrscheinlichkeit eines Aus-
gangs (ai,...,a,) € € gegeben durch

p(ah SRR an) = pk(l - p)nik7

wobei k = > | a; die Anzahl der Einsen unter ay, .. ., a, ist. Fiir p # 1/2 sind die Ausgénge
nicht gleichwahrscheinlich.

SATZ 6.2.7. Sei X die Anzahl der “Erfolge” in einem n-fachen Bernoulli-Experiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt:

(6.2.1) PX =k] = (Z)pk(l —p)"™* fiir alle k = 0,1,...,n.

BEWwEIS. Sei k € {0,...,n}. Wir betrachten das Ereignis {X = k}. Es besteht aus allen

Ausgéngen (aq,...,a,) € {0,1}" mit genau k Einsen. Es gibt genau (}) solche Ausginge.

Jeder dieser Ausgiinge hat Wahrscheinlichkeit von jeweils p*(1 — p)"~*. Fiir die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses {X = k} ergibt sich somit Formel (6.2.1]). O

BEMERKUNG 6.2.8. Eine Zufallsvariable X, die (6.2.1) erfiillt, heiBt binomialverteilt mit
Parametern n € N und p € [0, 1].

BEZEICHNUNG: X ~ Bin(n,p).

BEMERKUNG 6.2.9. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Werte einer diskreten Zu-
fallsvariable sollte 1 ergeben. Dies ist bei der Binomialverteilung der Fall, denn

n

> (Z)p’“(l —p)" =+ (1-p) =1

k=0
Dabei haben wir die binomische Formel benutzt, daher die Bezeichnung “Binomialvertei-
lung”.

SATZ 6.2.10. Fir X ~ Bin(n,p) gilt EX = np. In Worten: Die erwartete Anzahl von
“Erfolgen” in einem n-fachen Bernoulli- Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist gleich

np.
BEWEIS. Wir definieren die Zufallsvariablen X, ..., X, : {0,1}" — R wie folgt:
Xi(ay,...,a,) = a;, wobei (ay,...,a,) € {0,1}".

In Worten:
X 1, falls Experiment ¢ ein “Erfolg” ist,
" )0, falls Experiment i ein “Misserfolg” ist.
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Da die Erfolgswahrscheinlichkeit in jedem Experiment gleich p ist, gilt
PX;=1=p, PX;,=0=1-—pfurallei=1,...,n
Fiir den Erwartungswert von X; gilt somit:
EX;,=p-1+(1—p)-0O=pfirallei=1,...,n
Die Anzahl der “Erfolge” im n-fachen Bernoulli-Experiment ist gegeben durch
X=X +...+X,.
Aus der Additivitat des Erwartungswerts folgt, dass EX = EX; + ...+ EX,, = np. O

6.3. Poisson-Verteilung

DEFINITION 6.3.1. Eine Zufallsvariable X hat Poisson-Verteilung mit Parameter (auch In-
tensitét genannt) A > 0, wenn

(6.3.1) PX =k]=e" % fir alle £ =0,1,2,.

BEZEICHNUNG: X ~ Poi()\).

BEMERKUNG 6.3.2. Die Wahrscheinlichkeiten in 1} summieren sich zu 1, denn

o0

> e —A —AZ =1

k=0
SATZ 6.3.3. Fir X ~ Poi(\) gilt EX = \.

BEwEIS. Wir verwenden die Definition des Erwartungswertes:

EX:ik-IP’[X Zk —AA AZA A_l i%:
k=0

Dabei haben wir m =k — 1 gesetzt. 0

Die Poisson-Verteilung entsteht als Grenzwert der Binomialverteilung. Das wird im folgenden
Satz beschrieben.

SATZ 6.3.4 (Poisson-Grenzwertsatz). Sei p, € (0,1) eine Folge mit

(6.3.2) 1i_{11 np, = A € (0,00).

Sei S, eine Zufallsvariable mit S, ~ Bin(n, p,). Fir jedes k =0,1,2,... gilt dann
)\k

(6.3.3) lim P[S, = k] = e

BEISPIEL 6.3.5. Man stelle sich S, vor, als die Anzahl der “Erfolge” in einem n-fachen
Bernoulli-Experiment mit einem sehr groflen n und einer sehr kleinen Erfolgswahrscheinlich-
keit
Pn = —.
n
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Der Poisson-Grenzwertsatz besagt, dass die Anzahl der “Erfolge” in einem solchen Expe-
riment approximativ Poisson-verteilt ist. Beispiele von Zufallsvariablen, die approximativ
Poisson-verteilt sind:

(1) Anzahl der Schiden, die einer Versicherung gemeldet werden (viele Versicherungs-
vertriage, jeder Vertrag erzeugt mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit einen Scha-
den).

(2) Anzahl der Druckfehler in einem Buch (viele Buchstaben, jeder Buchstabe kann mit
einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit ein Druckfehler sein).

(3) Anzahl der Zugriffe auf einen Webserver (viele User, jeder User greift mit einer sehr
kleinen Wahrscheinlichkeit zu).

BEWEIS VON SATZ [6.3.4] Sei k € Ny fest. Da S, binomialverteilt ist, gilt:

pls, == () sk (1=
_ n.(n—l).,}f_!.(n_k+1) ~pfl~(1—pn)"*k
(-1 = (h—k+1) (nz,;)k (1Y 1y
;§L§641

Dabei haben wir benutzt, dass lim,,_,o p, = 0. Dies folgt aus der Annahme (6.3.2)). Auerdem
haben wir die folgende Formel benutzt:

A\
hmO——):e&
n—oo n

fir jede Folge A\, mit lim,, o, A, = A € (0,00). In unserem Fall war A\, = np,. O

BEISPIEL 6.3.6. Im Horsaal befinden sich n = 100 Personen. Betrachte das Ereignis
A = “mindestens eine Person im Horsaal hat heute Geburtstag”.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit von A.

Wir werden zwei Losungen préasentieren. Die erste Losung ist exakt, die zweite approximativ.

LOSUNG 1 (EXAKT). Wir nummerieren die Personen mit 1,...,n. Wir betrachten das
Ereignis “Person i hat heute Geburtstag” als “Erfolg” im i-ten Bernoulli-Experiment. Die
Wahrscheinlichkeit von “Erfolg” ist fiir jede Person i gegeben durch

1
p := P[Person i hat heute Geburtstag] = 365"

Dabei konnen wir die Geburtstage der verschiedenen Personen als unabhéngig betrachten. Es
handelt sich also um ein n = 100-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p= %. Die Anzahl der Personen im Horsaal, die heute Geburtstag haben, ist Bin(100
verteilt.

Fiir die Wahrscheinlichkeit von A€ erhalten wir:

P[A¢] = Plkeine Person im Horsaal hat heute Geburtstag] = (1 — p)".
40
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Es folgt, dass

1 100
PA=1—-(1-p)"=1—(1—--—) =~0.2 .
4] (1—p) ( 365) 0.239933

LOSUNG 2 (APPROXIMATIV). Die Anzahl der Personen im Horsaal, die heute Geburtstag

haben, ist binomialverteilt mit n = 100 und p = %. Die Wahrscheinlichkeit p ist sehr klein,

die Anzahl der Personen n ist sehr grof. Deshalb benutzen wir die Poisson-Approximation:

1 100
Bin ( 100, — | = Poi | — | .
in < 00, 365) ol <365)

Somit ist die Anzahl der Personen, die heute Geburtstag haben, approximativ Poisson-
verteilt mit Parameter A\ = np = 1% Fiir die Wahrscheinlichkeit von A¢ erhalten wir aus

365"
der Formel (6.3.1) mit k& = 0:

)\0
P[A°] = P[keine Person im Horsaal hat heute Geburtstag] ~ e - o= e,
Es folgt, dass

PlAl~1—e? =1—¢ 505 ~ 0.239647.

6.4. Geometrische Verteilung

Wir betrachten ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1], das un-
endlich oft und unabhéngig wiederholt wird. Die Grundmenge ist dann die Menge aller

unendlichen Folgen aus Nullen und Einsen:
Q={0,1}> et {(a1,a2,...) :a; € {0,1} fur alle i € N}.

Diese Menge ist iiberabzéhlbar. Solche Experimente werden wir spéter genauer betrachten.
Nun legen wir eine Zufallsvariable T : {2 — R fest:

T(ai,as,...) «f min{n € N:a, = 1}.
Die Zufallsvariable T ist somit die Wartezeit auf den ersten “Erfolg”.
BEISPIEL 6.4.1. Gehen die Experimente wie folgt aus:
0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,...,
so erhalten wir 7" = 4.
Was fiir eine Verteilung hat nun 7?7

SATZ 6.4.2. Die Wartezeit auf T' auf den ersten “Erfolg” in einem unendlich oft wiederholten
Bernoulli- Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist wie folgt verteilt:

(6.4.1) P[T = k] = (1 —p)'p fir alle k=1,2,....
BEMERKUNG 6.4.3. Eine Zufallsvariable T', die (6.4.1) mit einem p € (0, 1] erfiillt, heifit
geometrisch verteilt mit Parameter p.
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BEZEICHNUNG: T ~ Geo(p).
BEMERKUNG 6.4.4. Die Wahrscheinlichkeiten in (6.4.1)) summieren sich zu 1, denn

;(1 —p)“p—p-;(l -p)ft=p- ﬁ = 1.

Dabei haben wir eine geometrische Reihe summiert, daher die Bezeichnung “geometrische
Verteilung”.

BEWEIS VON SATZ [6.4.2] Wir benutzen die Notation 0 = “Misserfolg” und 1 = “Erfolg”.
Sei k € N fest. Damit das Ereignis {T" = k} eintritt, miissen die ersten k Experimente so
ausgehen:

0,0,...,0,1.
Dabei ist es egal, wie alle anderen Experimente ausgehen. Wegen der Unabhéngigkeit der
einzelnen Bernoulli-Experimente gilt fiir die Wahrscheinlichkeit davon:

PT=k=(0-p)-...-(0=p)-p=(1-p)""'p.
O

SATZ 6.4.5. Fir T ~ Geo(p) gilt ET = %. In Worten: Die durchschnittliche Wartezeit auf

den ersten Erfolg in einem unendlich oft wiederholten Bernoulli-Experiment mit FErfolgs-
wahrscheinlichkeit p ist gleich }D.

BEWEIS. Wiederum wird die Definition des Erwartungswerts benutzt:

ET = ik PIT =k = ikp(l —p)tt = piqu17
k=1 k=1

k=1
wobei ¢ = 1 — p. Die Summe auf der rechten Seite konnen wir wie folgt berechnen:

) B ) / 00 / 1 / 1
2k (Z) - (Z) (%)~

1
(1—q2 I'p

Es folgt, dass
ET =p-

=
U

BEISPIEL 6.4.6. Wir wiirfeln mit einem fairen Wiirfel so lange, bis eine 1 kommt. Wie lange
miissen wir im Durchschnitt warten?

LOSUNG. Die Wartezeit T ist Geo()-verteilt. Der Erwartungswert von T ist:
1
El'= — =6.
1/6

Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der Intuition: Im Durchschnitt ist jeder sechste Wurf
eine 1, deshalb brauchen wir im Durchschnitt 6 Wiirfe, um eine 1 zu wiirfeln.
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BEMERKUNG 6.4.7 (zum folgenden Satz). Angenommen, wir haben 100 Mal gewiirfelt ohne
auch ein einziges Mal eine 1 zu erzielen. Dies ist zwar sehr unwahrscheinlich, jedoch nicht
unmoglich. Die Frage ist nun, wie lange miissen wir jetzt noch warten, bis eine 1 kommt?
Man koénnte meinen, dass aufgrund dessen, dass die 1 schon sehr lange iiberfillig ist, diese
nun sehr bald kommen muss. Das ist jedoch nicht der Fall, da der Wiirfel kein Gedéchtnis hat
und von der Geschichte der bereits ausgefithrten Wiirfe nichts weifl. Die Anzahl der Wiirfe,
die nun noch bendétigt werden, bis eine 1 kommt, ist nach wie vor geometrisch verteilt mit
Parameter %. Diese Eigenschaft wird nun im folgenden Satz beschrieben.

SATZ 6.4.8 (Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Sei T' ~ Geo(p), dann gilt:
PT —n > k|T > n|=P[T > k| fir alle n,k € N.

BEWEIS. Sei m € N. Zuerst berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass T' > m. Dieses Ereig-
nis tritt genau dann ein, wenn die ersten m Experimente “Misserfolge” sind. Die Ausginge
der anderen Experimente sind dabei egal. Wegen der Unabhéngigkeit der einzelnen Experi-
mente hat dieses Ereignis Wahrscheinlichkeit (1 — p)™. Man kann auch direkt vorgehen:

P[T > m] = Z P[T =] = Z p(l—p)t=(1 —p)mzp(l -p) Tt =0-p™

Nun erhalten wir mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, dass
PT>n+kT>n] PT>n+k (1-—pnt* .
PT —n>kT >n|= = = =(1-p)~.
[T'=n> kT >n] P[T > n] P[T > n] a—pr ~ 1P

Dies stimmt mit P[T" > k] iiberein. O

6.5. Negative Binomialverteilung

Wir betrachten wieder ein unendlich oft wiederholtes Bernoulli-Experiment mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p € (0,1]. Fiir » € N bezeichnen wir mit 7, die Wartezeit auf den r-ten
“Erfolg”.

BEISPIEL 6.5.1. Gehen die Experimente wie folgt aus:
0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,...,

so erhalten wir Ty = 4, Ty, = 7, T3 = 9, T, = 10. Dabei steht 0 fiir “Misserfolg” und 1 fiir
“Erfolg”.

Wir haben bereits gezeigt, dass T} ~ Geo(p). Wie ist nun 7, fiir ein allgemeines r € N
verteilt?

SATZ 6.5.2. Fiir jedes r € N st die Wartezeit T, auf den r-ten “Erfolg” in einem unendlich

oft wiederholten Bernoulli- Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p wie folgt verteilt:

k—1
(6.5.1) P[T, = k| = ( 1)107"(1 — )" fiir alle k =r,r+1,....
T’_

BEMERKUNG 6.5.3. Die Mindestanzahl an Experimenten, die man benétigt, um r “Erfolge”
zu erzielen, ist r. Daher ist der kleinste mogliche Wert von 7T, gleich r.
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DEFINITION 6.5.4. Eine Zufallsvariable T,., die (6.5.1]) mit einem r € N und einem p € (0, 1]

erfiillt, heifit negativ binomialverteilt mit Parametern r und p.
BEZEICHNUNG: T, ~ NB(r,p).

BEMERKUNG 6.5.5. Die geometrische Verteilung ist ein Spezialfall der negativen Binomial-
verteilung: Geo(p) = NB(1,p).

BEMERKUNG 6.5.6. Negative Binomialverteilung wird auch Pascal- oder Polya-Verteilung
genannt.

BEWEIS VON SATZ [6.5.2] Seien r € N und k > r fest. Das Ereignis {1, = k} tritt genau
dann ein, wenn die beiden folgenden Ereignisse eintreten:

Y

A = “Das k-te Experiment ist ein “Erfolg””,

B = “In den Experimenten 1,..., k — 1 werden genau r — 1 “Erfolge” erzielt”.

Die Geschichte der Bernoulli-Experimente muss also wie folgt aussehen:

227 71,
123 k-1 k
r—1 “Erfolge”

wobei das Fragezeichen fiir 0 oder 1 steht und genau r — 1 Fragezeichen Einsen sein sollen.
Die Wahrscheinlichkeit von A ist p. Die Wahrscheinlichkeit von B berechnen wir mit Hilfe
der Binomialverteilung:

kE—1 kE—1
PIB] = r—1 1 — (k=1)—(r—-1) _ r—1 1 — kfr'
[B] (r_l)p (1-p) .7 1=p)
Dabei sind A und B unabhéngig. Es folgt:
E—1\ ,_ ., E—1\ , _
Pﬁp:mzpmypwpqy< >ﬂlu—pﬁ =( )pﬂ—pﬁ.
r—1 r—1
O

BEMERKUNG 6.5.7. Wir zeigen noch, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten in (6.5.1)
gleich 1 ist:

o0

k—1
"(1—pf =1
S (3 oy -
Eigentlich folgt das aus Satz Wir geben aber einen direkten Beweis. Wir nehmen uns
die Binomische Formel zur Hilfe:

(1+xw__§i<g>ﬁ, 2] < 1

k=0
Diese Formel gilt fiir alle & € R. Dabei muss « nicht unbedingt ganz und nicht unbedingt
positiv sein. Der Binomialkoeffizient (‘]Z) ist definiert durch

<Z>_oz(oz—1)..];;'((Jz—l{:—|—1)7 0 €R ke Ny
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Wir setzen a« = —r und —x anstatt von z in die Formel ein:

1-n7=) (‘k) (~)*

k!

k=0

ir(rJrl)-...-(rJrk;—l) A
g -

k!

k=0

= k-1
:Z<r+k )xk

k=0

Mit m = k + r erhalten wir dann

A R S e

Somit erhalten wir schliefSlich mit x =1 — p:

i (]; _ i)pT(l —p) = p’”g <T__11>xm —p(l—2)" =1

k=r
Die Verteilung heifit “negative Binomialverteilung”, da wir in der Binomischen Formel fiir «
einen negativen Wert eingesetzt haben.

SATZ 6.5.8. Fir T, ~ NB(r,p) gilt ET, = ©.

BEWEISIDEE. Auf einen “Erfolg” muss man im Durchschnitt % Experimente warten. Auf r
“Erfolge” wartet man dementsprechend im Durchschnitt % Experimente. O
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KAPITEL 7

Wahrscheinlichkeitstheorie und Maf3theorie

7.1. Voriiberlegungen
Die folgenden drei Beispiele sind Spezialfille des Oberbegriffs Maf.

BEISPIEL 7.1.1 (Verteilung der Ladung oder der Masse). Man stelle sich eine positive elektri-
sche Ladung, die sich iiber eine Menge €2 verteilt hat. Dabei kann 2 zum Beispiel ein Gebiet
im drei- oder zweidimensionalen Raum sein. Ist A eine Teilmenge von €2, so kann man mit
1(A) die Gesamtladung bezeichnen, die sich in der Menge A befindet. Da wir nur positive
Ladungen betrachten, kann p(A) nur Werte im Bereich [0, 4+00] annehmen. Dabei ist der
Wert +o00 zugelassen. Auflerdem kann man davon ausgehen, dass die folgende Eigenschaft,
genannt o-Additivitdt, gilt: Fiir beliebige paarweise disjunkte Teilmengen Aq, Ao, ... C Q gilt

Uz 1A Z:u’

Das bedeutet, dass sich die Gesamtladung einer disjunkten Vereinigung U, A; als die Summe
der Ladungen der einzelnen Mengen A; ausrechnen liasst. Analog kann man sich anstatt einer
Verteilung der Ladung auch eine Verteilung der Masse im Gebiet €2 vorstellen. In diesem Fall
ist u(A) die Masse der Menge A.

BEISPIEL 7.1.2 (Wahrscheinlichkeit). Man stelle sich ein Zufallsexperiment mit Grundmenge
Q2 vor. In diesem Fall kann man mit P[A] die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A C Q
bezeichnen. Wir werden als Axiom annehmen, dass die o-Additivitdt gilt: Fiir beliebige
paarweise disjunkte Teilmengen A;, A, ... C Q gilt

PlUZ, A,] ZIP

AuBerdem gilt noch eine Eigenschaft, die Normiertheit genannt wird: P[Q] = 1.

BEISPIEL 7.1.3 (Volumen, Flicheninhalt, Linge). Fiir eine Menge A im dreidimensionalen
Raum kann man mit A(A) das Volumen von A bezeichnen. Das Volumen A\(A) nimmt Werte
in [0, +00] an. Man kann hoffen, dass die o-Additivitat gilt: Fiir beliebige paarweise disjunkte
Teilmengen A;, Ay, ... C R? gilt

AMUZ,A; ZA

Analog kann man im zweidimensionalen Raum den Fliacheninhalt, im eindimensionalen
Raum die Lénge, und allgemeiner im d-dimensionalen Raum das d-dimensionale Volumen
betrachten.
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Die oben genannten Begriffe werden in der Mafitheorie als Spezialfille des Begriffs Mafl ex-
akt definiert. Erstaunlicherweise stellt es sich heraus, dass sich der Begriff “Volumen” nicht
fiir alle Teilmengen von R? verniinftig erkliren lisst, sondern nur fiir sogenannte Borel-
Mengen. Diese werden im Folgenden definiert. Analog kann man in einigen Situationen die
Wahrscheinlichkeit nicht fiir alle Ereignisse erkldaren, sondern nur fiir sogenannte messbare
Ereignisse. Bislang haben wir nur Experimente mit einer endlichen oder abzéhlbaren Grund-
menge betrachtet. Die Frage der Messbarkeit spielt fiir solche Experimente keine Rolle. Es
gibt aber auch Experimente mit einer iiberabzdhlbaren Grundmenge, Beispiele werden im
Folgenden gegeben.

7.2. Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten hier einige Beispiele von Experimenten mit einer iiberabzéhlbaren Grund-
menge.

BEISPIEL 7.2.1. Sei () ein Quadrat in der Ebene. Stellen wir uns vor, dass jemand zuféllig
einen Punkt S im Quadrat ) auswahlt. Wie kann man die Wahrscheinlichkeit ausrechnen,
dass S in einer Teilmenge A C ) (zum Beispiel, einem kleineren Quadrat) landet? Friiher
haben wir den Laplace-Ansatz benutzt:

#A

2.1 P Al =+—
wobei # A fiir die Anzahl der Elemente in A steht. In diesem Beispiel funktioniert der Ansatz
allerdings nicht, denn #A = # = oo. Anstatt (7.2.1) ist es natiirlich, die folgende Formel

zu verwenden:

A(4)
7.2.2 PlS e Al = —=
wobei A(A) der Fldcheninhalt von A ist. Gilt (7.2.2]), so sagen wir, dass der Punkt S gleich-
verteilt in € ist.

Beachte, dass der Flacheninhalt eines einzelnen Punktes gleich Null ist und demnach gilt fiir

jeden einzelnen Punkt w € €:
P[S = w] = 0.
BEISPIEL 7.2.2. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei zufillige reelle Zahlen x, y zwischen 0 und

1 unabhéngig voneinander. Bestimme die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass

r+y <Ll

LOSUNG. Der Wahrscheinlichkeitsraum ist das Einheitsquadrat:
Q=100,1?={(z,y) eR*: 2 €[0,1],y € [0,1]}.
Das Ereignis A kénnen wir wie folgt darstellen:
A={(z,y) €[0,1]*: 2 +y < 1}.

Von einem idealen Zufallsgenerator erwartet man, dass der Punkt S = (z,y) “gleichverteilt”
in [0, 1] ist. Gehen wir von dieser Annahme aus, so erhalten wir
AA4) 12 1

IP>[SEA]:m 1 5
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BEISPIEL 7.2.3. Zwei Freunde wollen sich an einem bestimmten Ort treffen. Jeder der bei-
den Freunde kommt zu einem zufélligen Zeitpunkt zwischen 10:00 und 11:00 Uhr an und
wartet 20 Minuten lang auf die Ankunft des anderen Freundes. Wenn der andere Freund
innerhalb dieser 20 Minuten nicht erscheint, findet das Treffen nicht statt. Bestimme die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A = “Freunde treffen sich”.

LOSUNG. Die Ankunftszeit des ersten Freundes bezeichnen wir mit 10 + z (in Stunden),
wobei x € [0,1]. Analog sei die Ankunftszeit des zweiten Freundes 10 4y, mit y € [0, 1]. Als
Wahrscheinlichkeitsraum konnen wir dann das Einheitsquadrat betrachten:

Q=101 ={(z,y) eR?*: 2 €[0,1],y € [0,1]}.

Die Freunde treffen sich genau dann, wenn der Abstand zwischen x und y nicht grofler als %
ist, wobei % Stunde = 20 Minuten ist. Das Ereignis A ist also die Menge

a={@meniri-<;)

Wir werden nun davon ausgehen, dass der Punkt (z,y) “gleichverteilt” auf [0,1]? ist. Dann

kénnen wir die Wahrscheinlichkeit von A wie folgt ausrechnen:
A(A) 4 5

PAl=—==XA)=1—-=—.

4] A(Q) (4) 9 9

Dabei bezeichnet A(A) den Fliacheninhalt von A.

7.3. Algebren
Sei () eine beliebige nichtleere Menge.
DEFINITION 7.3.1. Mit 2 bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von €.

DEFINITION 7.3.2. Eine Teilmenge von 2 (d.h. eine Menge, deren Elemente Teilmengen von
Q sind) werden wir als eine Mengenfamilie bezeichnen.

DEFINITION 7.3.3. Eine Mengenfamilie F C 2% heiit Algebra (oder Boolsche Algebra), wenn
folgende drei Bedingungen erfiillt sind

(1) Qe F.
(2) Ae F = A° e F. (Komplementstabilitt).
(3) A,B € F = AU B € F. (Vereinigungstabilitét).

BEISPIEL 7.3.4. Folgende Mengenfamilien sind Algebren:

(1) F={0,9Q}.
(2) F =22

BEISPIEL 7.3.5. Sei Q2 = {1, 2, 3}. Folgende Mengenfamilie ist eine Algebra:

F=1{0,{1,2,3},{1},{2,3}}.
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BEISPIEL 7.3.6. Sei 2 = [0, 1). Betrachte die Familie aller halbabgeschlossenen Teilintervalle
von [0, 1):

F=A{[a,b):0<a<b<1}.
Diese Mengenfamilie ist keine Algebra, denn F ist weder komplementstabil noch vereini-
gungsstabil.
Betrachte nun die Familie aller endlichen Vereinigungen von halbabgeschlossenen Teilinter-
vallen von [0,1):

G ={Ui_lak,bx) :neN,0<a; <b <1,...,0<a, <b, <1}.
Diese Mengenfamilie ist eine Algebra.
BEISPIEL 7.3.7. Sei Q = [0,1)%. Ein (halbabgeschlossenes) Quader ist eine Menge der Form
Q = a1, b1) X ... X [ag,by) C R,

wobei a; < by, ...,aq < bg. Die folgende Familie ist keine Algebra:

F={Q:Q c[0,1]" und Q ist Quader}.
Allerdings ist die folgende Familie aller endlichen Vereinigungen von Quadern eine Algebra:

G={Q=Q,U...UQ,:neNund Qy,...,Q, C [0,1)? sind Quader}.

Man kann diese Familie auch so beschreiben:
G={Q=Q,U...UQ,:neN, und Qy,...,Q, C [0,1)? sind disjunkte Quader}.

BEMERKUNG 7.3.8. Nimmt man eine endliche Anzahl von Elementen einer Algebra und wen-
det man auf diese Elemente beliebige mengentheoretische Operationen (wie z. B. U, N, AL\, ©)
in irgendeiner Reihenfolge an, so erhélt man wieder ein Element aus der Algebra. Einige Spe-
zialfélle dieser Aussage werden im folgenden Satz bewiesen.

SATZ 7.3.9. Sei F C 29 eine Algebra. Dann gilt:

(1) e F.

(2) ABe F=ANBeF.

(3) A, Be F= A\ B¢€F und AAB € F.
(4) Ay, . A, e F=AN...NA, € F.
(5) Al,...,AnG}":>A1U...UAn€]:.

BEWEIS.

(1) F ist komplementstabil und Q € F nach Definition. Es folgt, dass ) = Q° € F.

(2) ABeF=Ac F,Be F=AUB°e F= (A°UB)YeF=ANBecF.Im
letzten Schritt haben wir die Regel von de Morgan benutzt.

(3) ABe F=AecF,B e F= A\B=ANDB° e F. Analog gilt auch B\A € F. Es
folgt, dass AAB = (A\B)U (B\A) € F.

(4) Induktion.

(5) Induktion.
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7.4. o-Algebren

DEFINITION 7.4.1. Eine Mengenfamilie 7 C 29 heiit o-Algebra, wenn folgende drei Bedin-
gungen erfiillt sind:

(1) Qe F.
(2) Ae F = A° e F. (Komplementstabilitét).
(3) Ay, Ag,...€ F= A UAyU... € F. (0-Vereinigungsstabilitét).

BEISPIEL 7.4.2. Folgende Mengenfamilien sind o-Algebren:
(1) 7 ={0,0}.
(2) F =22

SATZ 7.4.3. Ist F eine o-Algebra, so ist F auch eine Algebra.

BEWEIS. Sei F eine o-Algebra. Da F nach Definition komplementstabil ist und 2 € F,
bleibt es nur noch zu zeigen, dass F vereinigungsstabil ist. Seien dazu A, B € F. Wir zeigen,
dass AU B € F. Zunichst gilt Q € F. Wegen Komplementstabilitit von o-Algebren gilt
auch f = Q¢ € F. Aus Eigenschaft (3) der o-Algebren folgt nun, dass

AUB=AUBUQUPU... e F.
Dies beweist die Vereinigungsstabilitdt von F. U

BEISPIEL 7.4.4. Die Umkehrung von Satz gilt nicht. Sei @ = N. Die Mengenfamilie
F ={A CN: A endlich oder A° endlich}
ist eine Algebra, aber keine o-Algebra.

BEISPIEL 7.4.5. Die Mengenfamilie G aus Beispiel ist eine Algebra, aber keine o-
Algebra.

BEISPIEL 7.4.6. Sei Q2 = R. Die folgende Mengenfamilie ist eine o-Algebra (und somit auch
eine Algebra):
F ={A CR: A abzihlbar oder A° abzéhlbar}.

SATZ 7.4.7. Sei F eine o-Algebra. Fur beliebige Ay, A, ... € F gilt auch AyNAyN... € F.
In Worten: Fine o-Algebra ist o-schnittstabil.

Beweis. Folgt aus der Regel von de Morgan: AjNAyN...=(AfUASU...)° € F. O

Der néchste Satz zeigt, wie man eine o-Algebra auf eine Teilmenge einschrinken kann.

SATZ 7.4.8. Sei F C 29 eine o-Algebra. Sei A C ) nichtleer. Definiere die folgende Men-
genfamilie:
Fi={ANB:BecF}c24
Dann ist F4 eine o-Algebra.
BEWEIS. Wir beweisen nur die o-Vereinigungsstabilitit der Mengenfamilie F4. (Andere Ei-

genschaften sind Ubung). Seien dazu C7,Cs, ... € F4. Aus der Definition von F, folgt: es
existieren By, Bo,... € F mit C,, = AN B, fiir alle n € N. Wir haben die Darstellung

UX  Ch=Ur (AN B,) =AN (U2 B,).
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Da By, By, ... € F und F eine o-Algebra ist, erhalten wir, dass U2, B,, € F. Es folgt aus
der Definition von Fy, dass AN (U2, B,,) € Fa. Somit gilt U2, C,, € Fa. O

7.5. Limes superior und Limes inferior fiir Folgen von Mengen

Es wird in diesem Abschnitt gezeigt, dass o-Algebren beziiglich der Limesbildung von Folgen
von Mengen abgeschlossen sind.

DEFINITION 7.5.1. Seien Ay, Ay, ... C €. Dann ist limsup,,_,., A, eine Teilmenge von (2, die
wie folgt definiert wird:
limsup A, = N2, U2, A; = {w € Q : fiir jedes k € N existiert ein ¢ > k mit w € A;}.
n—oo

In Worten kann man das Ereignis lim sup A,, wie folgt beschreiben:

limsup A,, = “Das Ereignis A; tritt fiir unendliche viele ¢ € N ein”.

DEFINITION 7.5.2. Seien A;, Ay, ... C Q. Dann ist liminf,_.., A,, eine Teilmenge von 2, die
wie folgt definiert wird:

liminf A, = U2, N2, A; = {w € Q :es gibt ein k € N so dass w € A, fiir alle ¢ > k}.

n—oo

In Worten lést sich liminf, ., A, wie folgt beschreiben:

liminf A, = “Das Ereignis A; tritt fiir alle bis auf endlich viele Werte von i € N ein”.

BEISPIEL 7.5.3. Eine Miinze werde unendlich oft geworfen. Die Grundmenge ist
Q={K,Z}* ={(a1,a9,...): a, € {K, Z} fiir alle n € N}.
Definiere Ereignisse Aq, As, ... wie folgt:
A,, = “Miinze zeigt Kopf bei Wurf Nummer n” = {(ay,as,...) € {K,Z}* : a, = K}.
Dann gilt:
limsup A,, = “Miinze zeigt unendlich oft Kopf”,

n—oo

liminf A,, = “Ab irgendwann zeigt Miinze nur noch Kopf”
n—oo

= “Miinze zeigt nur endlich oft Zahl”.

BEMERKUNG 7.5.4. Es gilt:
(1) liminf A, C limsup A,,.
(2) (liminf A,,)¢ = limsup(A¢) und (limsup A4,,)¢ = lim inf(AS).

BEMERKUNG 7.5.5. Sind A;, As, ... € F und ist F eine o-Algebra, so gilt auch limsup A,, €
F und liminf A, € F.

BEMERKUNG 7.5.6. Die Indikatorfunktion von lim sup A,, ist lim sup von Indikatorfunktio-
nen:

ﬂlim sup A, — lim sup ]1An .
n—oo
Analog fiir lim inf:
ﬂhm inf A, — lim inf ]lAn-

n—00
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7.6. Borel-o-Algebra
Der néchste Satz besagt, dass der Schnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra ist.

SATZ 7.6.1. Sei I eine beliebige nichtleere Menge. Fiir jedesi € I sei F; C 2 eine o-Algebra.
Dann ist auch die Mengenfamilie

F=NietFi={ACQ:A€cF firaleiecl}
eine o-Algebra.

BEWEISs. Wir zeigen nur, dass F o-vereinigungsstabil ist. Andere Bedingungen werden analog
gezeigt. Seien Ay, Ay, ... € F. Dann gilt A, Ay, ... € F; fiir jedes © € I. Da F; eine o-Algebra
ist, erhalten wir, dass A; U Ay U ... € F; fiir jedes i € I. Nach Definition von F heif}t es
aber, dass Ay UA,U... € F. O

DEFINITION 7.6.2. Sei £ C 2% eine beliebige nichtleere Mengenfamilie. Die Mengenfamilie

(€)= ﬂ F

F:ECFC2?
F ist o—Algebra

heit die von & erzeugte o-Algebra. Der Schnitt wird iiber alle o-Algebren F C 2%, die &
enthalten, genommen.

BEMERKUNG 7.6.3. Aus Satz folgt, dass (&) tatséchlich eine o-Algebra ist.

BEMERKUNG 7.6.4. Eine dquivalente Beschreibung: o(€) ist die kleinste o-Algebra, die alle
Mengen aus & enthilt. Dabei heiBt “die kleinste” folgendes: ist F C 2 irgendeine o-Algebra,
die & enthilt, so gilt o(&) C F.

DEFINITION 7.6.5. Sei 2 = R und £ die Familie aller Intervalle der Form (—o0, a] mit a € R.
Die von & erzeugte o-Algebra B := o(£) C 2% heifit die Borel-o-Algebra auf R. Elemente
von B heiflen Borel-Mengen.

BEMERKUNG 7.6.6. Man kann zeigen, dass die Borel-o-Algebra B von jeder der folgenden
Mengenfamilien erzeugt wird:

(1) Halbabgeschlossene Intervalle (a, b].
(2) Halbabgeschlossene Intervalle [a, b).
(3) Offene Intervalle (a,b).

(4) Abgeschlossene Intervalle [a, b].

(5) Offene Teilmengen von R.

(6) Abgeschlossene Teilmengen von R.

3
4
5

Die obige Definition kann man auf hohere Dimensionen verallgemeinern.
DEFINITION 7.6.7. Sei Q = R% und £ die Familie aller “Oktanten” der Form
(—00,a1] X ... X (—00,aq

mit ay, . .., aq € R. Die von & erzeugte o-Algebra B4 := o(£) C 2% heiBt die Borel-o-Algebra
auf R?. Elemente von B¢ heifien Borel-Mengen.
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BEMERKUNG 7.6.8. Man kann zeigen, dass die Borel-o-Algebra B¢ von jeder der folgenden
Mengenfamilien erzeugt wird:

(1) Halbabgeschlossene Quader (ay,b1] X ... X (ag, byl.
(2) Halbabgeschlossene Quader [a1,b1) X ... X [ag, bg).
(3) Offene Quader (ay, by) X ... X (ag,bq)-

(4) Abgeschlossene Quader [ay, b1] X ... X [ag, bg)-

(5) Offene Teilmengen von R<.

(6) Abgeschlossene Teilmengen von R

BEMERKUNG 7.6.9. Somit ist jede offene Teilmenge und jede abgeschlossene Teilmenge von
R? eine Borel-Menge. Man kann sich dann fragen, ob es iiberhaupt nicht-Borel Mengen gibt.
Man kann zeigen, dass

(1) Die Familie der Borel-Mengen B? ist gleichmichtig mit R.
(2) Die Familie 2R aller Teilmengen von R? hat eine strikt grofere Méchtigkeit, als R.

Somit gibt es Teilmengen von R?, die keine Borel-Mengen sind. Es ist allerdings nicht einfach,
solche Mengen zu konstruieren. Im Weiteren werden wir es nur mit Borel-Mengen zu tun

haben.

7.7. Mafle

DEFINITION 7.7.1. Sei € eine nichtleere Menge und F C 2% eine o-Algebra. Dann heifit das
Paar (2, F) ein Messraum. Mengen (oder Ereignisse) A C Q mit A € F heiflen messbar.

DEFINITION 7.7.2. Sei (2, F) ein Messraum. Ein Maf$ 1 auf (€2, F) ist eine Funktion p : F —
[0, +00] mit der folgenden Eigenschaft, die o-Additivitit genannt wird: Fiir alle paarweise
disjunkte Mengen A;, Ag,... € F gilt

Uz 1A Z,u

Das Tripel (2, F, 1) heiit ein Maffraum.

BEISPIEL 7.7.3. Sei wy,ws, ... € ) eine beliebige Folge und mq, mo, ... > 0 beliebige Zahlen.
Man kann dann das folgende Mafl definieren:

Z m;, AeF.
i€ENw; €A

Man kann sich vorstellen, dass p eine Verteilung der positiven elektrischen Ladung auf €2
beschreibt, bei der sich die Ladung nur in den Punkten wy, ws, ... sammelt, wobei die Ladung
des Punktes w; gleich m; ist.

Wir geben nun eine Definition des Volumens einer Menge A C R<.

DEFINITION 7.7.4. Sei A C R? beliebig. Definiere A\(A), das Lebesgue-Maf von A, wie folgt:
(1) Ist B = [a1,b1] X ... X [aq, bg] ein Quader, so sei
AMB)=(by—ay) ... (bg— aq).
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(2) Ist A C R? beliebig, so sei
AMA) = inf {Z A(B;) : By, B, ... sind Quader mit A C U;’;BZ} .
=1

Allerdings ist die so konstruierte Funktion \ kein Maf auf (R¢, QRd): sie ist nicht o-additiv
und sogar nicht additiv.

SATz 7.7.5 (Vitali). Es existieren zwei Mengen Ay, Ay € R mit Ay N Ay =0, so dass
A(A1 U Az) # A(A1) + A(A).

Wenn wir aber die Mengenfunktion A nur auf die o-Algebra der Borel-Mengen einschrénken,
wird sie o-additiv.

SATZ 7.7.6 (Satz von Lebesgue). \ ist ein Maf auf (R, BY).
7.8. Wahrscheinlichkeitsmafle

Die axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie auf der Grundlage der Maf-
theorie wurde von A. N. Kolmogorov im Jahr 1929 gegeben.

DEFINITION 7.8.1. Sei (€2, F) ein Messraum. Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (€2, F) ist
eine Funktion P : F — [0, 1] mit folgenden zwei Eigenschaften:

(1) Normiertheit: P[] = 1.
(2) o-Additivitét: Fiir alle paarweise disjunkte Mengen A, Ay, ... € F gilt

PlUZ, 4] = iP[Az‘]-

Das Tripel (2, F,P) heifit ein Wahrscheinlichkeitsraum.

BEeispiEL 7.8.2 (diskrete Wahrscheinlichkeitsriume). Sei 2 eine endliche oder abzdhlbare
Menge. Sei p : Q@ — [0, 1] eine Funktion mit )° , p(w) = 1. Definiere F = 2% und P : F —
[0, 1]:
P[A] = Zp(w), A2t
weA

Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (€2, 2). Wahrscheinlichkeitsriume (2, 29, P), die
auf diese Weise mit einem endlichen oder abzéahlbaren {2 konstruiert wurden, heiflen diskrete
Wahrscheinlichkeitsrdume.

BEISPIEL 7.8.3 (geometrische Wahrscheinlichkeiten, siehe Kapitel . Sei Q C R? eine

Borel-Menge mit A(2) # 0 und \(Q2) # oo. Stellen wir uns vor, dass ein zufilliger, “gleich-

verteilter” Punkt S in der Menge ) ausgewihlt wird. Als Grundmenge dieses Experiments

konnen wir dann €2 betrachten. Als o-Algebra auf Q2 wéihlen wir die Einschriankung
Bi={BNQ:BecBY}

der Borel-o-Algebra B¢ auf Q; siehe Satz Dann definieren wir folgendes Wahrschein-

lichkeitsmaf auf (2, B):

P[A] = =4 Ac Bl

~—



BEMERKUNG 7.8.4 (idealer Zufallsgenerator). Im obigen Beispiel sei 2 = [0,1]. Fiir jeden
einzelnen Punkt w € [0, 1] gilt A({w}) = 0 und somit
P{w}] = 0.
Sei nun A = {wy,ws, ...} C [0,1] abzéhlbar, z. B. A = QN [0, 1], wobei Q die Mengen der
rationalen Zahlen ist. Aus der o-Additivitéit folgt dann, dass
PlA] =) P[{w}] =0.
ieN
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein idealer Zufallsgenerator eine rationale Zahl erzeugt,
gleich 0.

Alle Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit, die wir in Kapitel 1 bewiesen haben, wie z. B. die
Monotonie, die Additivitdt, die Siebformel, gelten nach wie vor. Man muss nur annehmen,
dass alle betrachteten Ereignisse messbar sind. Wir beweisen nun einige weitere Eigenschaften
der Wahrscheinlichkeit.

SATZ 7.8.5 (o-Subadditivitat). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Ay, As, ... €
F beliebig und nicht nétigerweise disjunkt. Dann gilt

PU®, A < iP[Ai]-

BEWEIS. Definiere:
Bl :Al, BQZAQ\Bl, BgZAg\(AlLJAQ), RN Bn:An\(A1UUAn_1)7
Da A, Ay,... € F und F eine o-Algebra ist, sind die Mengen Bi, Bs,... messbar. Die

Mengen By, Bs, ... sind disjunkt und es gilt U2, B; = U2, A;. Aus der o-Additivitdt von P
folgt, dass

oo o

PlUR Al =P[UR, B =) P[B] <> PlA).
i—1 i=1
Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass B; C A; und somit P[B;] < P[A;]. O

DEFINITION 7.8.6. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Ereignis A € F mit
P[A] = 0 heiBt ein Nullereignis. Ein Ereignis A € F mit P[A] = 1 heifit ein fast siche-
res Ereignis.

SATZ 7.8.7. Die Vereinigung von abzdihlbar vielen Nullereignissen ist wieder ein Nullereig-
nis. Der Schnitt von abzihlbar vielen fast sicheren Ereignissen ist wieder ein fast sicheres
Ereignis.

BewEIS. Ubung. Die erste Aussage folgt aus der o-Subadditivitiit. Die zweite Aussage: Regel
von de Morgan. O

SATZ 7.8.8 (Stetigkeit von P). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Ay, As, ... €
F messbare Mengen. Dann gelten folgende zwei Aussagen.

(1) Aus Ay C Ay C ... folgt P[U2,A;] = lim, o P[A,)].
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(2) Aus Ay D Ay D ... folgt P[N2,A;] = lim, o P[A4,)].
BEWEIS VON TEIL 1. Es gelte A; C Ay C .... Sei Ay = (). Definiere:
Blel, BQZAQ\Al, RN Bn:An\An—la----

Es gilt: die Mengen By, Bs, ... sind messbar, disjunkt und U2, B; = U, A;. Aus der Addi-
tivitdt von P folgt, dass

P[UX, 4] =P[UX,B; ZP = JL%OZP[B
i=1
Da nun P[B;] = P[A;] — P[A;_4] fiir jedes i € N gilt, erhalten wir

lim ZIF’ = lim (P[4] + P[Ay] — P[A}] + ... + P[A,] — P[A,_4]) = lim P[A,].

TL—)OO n—oo

BEWEIS vON TEIL 2. Es gelte A; D Ay D .... Mit den Regeln von de Morgan erhalten wir
PN Ai] =1 =P[(NZ,A4:)] = 1 = P[UZ, (A7)

Allerdings gilt A C A§ C ... und somit konnen wir die bereits bewiesene Aussage von Teil 1
auf die Folge A{, AS, ... anwenden:

1 —P[UX,(A%)] = 1 — lim P[A°] = 1 — lim (1 — P[A,]) = lim P[A,].

n—o0 n—0o0 n—oo

7.9. Das Lemma von Borel-Cantelli

LEMMA 7.9.1 (Borel-Cantelli). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Ay, A, ... €
F FEreignisse.

(1) Angenommen, dass Y .o, P[A;] < oo. Dann gilt Pllimsup A,] = 0. Mit anderen
Worten:
P[ “Es treten unendlich viele A, ein”] = 0.

(2) Angenommen, dass ;- P[A;] = oo und dass zusditzlich die Ereignisse Ay, As, ...
unabhingig sind. Dann gilt P[limsup A,,| = 1. Mit anderen Worten:

P[ “Es treten unendlich viele A,, ein”] = 1.

BEIsSPIEL 7.9.2. Wir betrachten ein unendlich oft wiederholtes Bernoulli-Experiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1). Betrachte die Ereignisse

A,, = “Erfolg bei Experiment n”.
Bestimme P[lim sup A,,] und P[liminf A,,].

LOSUNG. Es ist P[4;] = p > 0. Somit gilt

ZP[Az’] = ZP = .
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Da die Ereignisse Aj, As,... unabhéngig sind, kénnen wir den zweiten Teil des Borel-
Cantelli-Lemmas anwenden:

Pllimsup A, = 1.
In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass man in einem unendlich oft wiederholten Bernoulli-
Experiment unendlich viele Erfolge erzielt, ist 1. Dies ist im Einklang mit der Intuition:
werfen wir eine Miinze unendlich oft, so werden wir mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft
“Kopf” sehen. Analog zeigt man, dass

Plimsup(A4;,)] =1

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass man in einem unendlich oft wiederholten Bernoulli-
Experiment unendlich viele Misserfolge erzielt, ist 1.
Fiir die Wahrscheinlichkeit von liminf A,, erhalten wir dann
Plliminf A,,] = P[“Ab irgendwann nur noch Erfolge”|

= [P[“Nur endlich viele Misserfolge”]

= 1 — P[“Unendlich viele Misserfolge”|

=1 — P[limsup(AY)]

= 0.
Dies steht im Einklang mit der Intuition: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze beim
unendlichen Miinzwurf ab irgendwann nur noch “Kopf” zeigt, ist 0. Analog gilt

P[liminf(Aj,)] = P[“Ab irgendwann nur noch Misserfolge”| = 0.

BEISPIEL 7.9.3. Es seien Ay, A, ... unabhéngige Ereignisse mit

wobei a > 0 ein Parameter ist. Bestimme P[lim sup A,,].

LOSUNG. Es gilt

o0

> 1 . unendlich, falls a <1,
ZP[An] = — 18t .
— Y ne endlich, falls o > 1.

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli (Teil 2 im Fall & <1 und Teil 1 im Fall o > 1) erhalten
wir
1, fallsa <1,

Plim sup A,,| = P[“Unendlich viele A,, treten ein”] =
0, fallsa>1.

BEWEIS DES LEMMAS VON BOREL-CANTELLI, TEIL 1. Definiere By = U,>;A4,. Dann
sind By, Bs, ... messbar und es gilt By D By D .... Mit der Definition von lim sup und mit
dem Stetigkeitssatz [7.8.8| erhalten wir

Pllimsup A,,| = P [N, By] = klim P[By].
—00
Nun benutzen wir die o-Subadditivitat (Satz[7.8.5)):
lim P[By] < lim P[A,] = 0.

k—o0 k—o0
n>k
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Der letzte Schritt folgt aus der Konvergenz der Reihe > > | P[A,]. O

BEWEIS DES LEMMAS VON BOREL-CANTELLI, TEIL 2.
Seien nun A;, A,, ... unabhéngig mit p, = P[A,] und > 7  p, = co. Fiir k,m € N definiere
das Ereignis
B = UMmA,
Diese Ereignisse sind messbar. Sein nun k£ € N fest. Es gilt
Bk71 C Bk’g C ... und Uzj:l Bk,m = Uzo:kAn déf By..
Aus dem Stetigkeitssatz (Satz[7.8.8]) folgt nun, dass
1 S . k+m Y — 15 . k+m( pAc
Ereignisse Ay, A,, ... sind unabhéngig nach Voraussetzung. Also sind auch Ereignisse A, A3, ...
unabhéngig. Es folgt, dass

P[B,] = lim (1 - kffmm) = lim (1 Tfo —pn>> .

Nun wenden wir auf die rechte Seite die Ungleichung 1 — p < e™? an:

m—r0o0 m—o0

k+m

P[By] > lim inf <1 — H e_p"> = liminf(1 — e~ PeHPreratedPrim)y — 1
n=k

wobei der letzte Schritt aus der Divergenz der Reihe py + pri1 + . . . folgt. Wir haben gezeigt,

dass P[By] = 1 fiir alle k£ € N. Da der Schnitt von abzahlbar vielen fast sicheren Eregnissen
ebenfalls fast sicher ist (Satz[7.8.7)), erhalten wir

PN, B = 1.

Die Ereignisse limsup A4,, und N2, By, sind aber nach der Definition von lim sup gleich. [J
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KAPITEL 8

Zufallsvariablen: Die allgemeine Definition

8.1. Zufallsvariablen

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir ausschliefSlich Zufallsvariablen mit endlich oder abzéahlbar
vielen Werten (also diskrete Zufallsvariablen) betrachtet. Jetzt werden wir allgemeine Zu-
fallsvariablen einfiihren.

DEFINITION 8.1.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q@ — R
heifit messbar, wenn fiir alle a € R gilt:
{X <a} eF.
Hierbei ist {X < a} die Menge aller Punkte im Wahrscheinlichkeitsraum, wo die Funktion
X einen Wert < ¢ annimmt:
{X<a}={we: X(w) <a} C
Eine messbare Funktion nennen wir auch eine Zufallsvariable.

Fiir eine Zufallsvariable X ist also die Wahrscheinlichkeit P[X < a] wohldefiniert. Der néchste
Satz besagt, dass auch die Wahrscheinlichkeit P[X € B] wohldefiniert ist, wobei B C R eine
beliebige Borel-Menge ist.

SATZ 8.1.2. Sei X : Q) = R eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge B C R:
{XeB}eF.
Hierbei ist
{(XeB}=XYB)={weQ: X(w) € B}.
BEMERKUNG 8.1.3. Aus diesem Satz folgt, dass fiir eine Zufallsvariable X gilt:

(1) Das Ereignis {X = a} ist messbar, fiir alle a € R.

(2) Das Ereignis {X € A} ist messbar, fiir jede hochstens abzéhlbare Menge A C R.

(3) Somit ist auch das Ereignis {X ¢ A} = {X € A} ebenfalls messbar, fiir jede
hochstens abziahlbare Menge A C R.

(4) Insbesondere ist das Ereignis {X € Q} messbar.

(5) Ereignisse {a < X < b}, {a < X <b}, {a < X <b}, {a <X < b} sind messbar.

Fiir den Beweis von Satz bendtigen wir eine Hilfsaussage.

PROPOSITION 8.1.4. Seien (2, F) ein Messraum und E eine Menge. Auflerdem seien X :
Q — E eine Abbildung und € C 2F eine Mengenfamilie mit der Eigenschaft, dass X *(B) €
F fiir jede Menge B € €. Dann gilt auch X 1 (B) € F fiir jede Menge B € o(£).
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BEMERKUNG 8.1.5. Mit anderen Worten: Um zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus
einer o-Algebra messbar sind, reicht es zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus einem
Erzeuger dieser o-Algebra messbar sind.

BEWEIS VON PROPOSITION [8.1.4 Wir wollen zeigen, dass das Urbild jeder Menge aus
0(€) ein Element von F ist. Deshalb betrachten wir die Familie

A={BCE:XYB)e F}c2t

Wir werden im Weiteren zeigen, dass die Familie A eine o-Algebra ist. Aulerdem gilt £ C A
laut Voraussetzung. Die Familie A ist also eine o-Algebra, die £ enthélt. Die von & erzeugte
o-Algebra o(&) ist (laut Definition der erzeugten o-Algebra) die kleinste o-Algebra, die £
enthélt. Somit muss (&) C A gelten. Fiir jede Menge B € (&) gilt dann B € A. Laut
Definition von A bedeutet das, dass X ~!(B) € F fiir jede Menge B € o(&). Das beweist die
Behauptung der Proposition.

Wir werden nun zeigen, dass fiir die Familie A alle drei Bedingingen aus der Definition einer
o-Algebra gelten.

Bedingung 1. Es gilt E € A, denn X }(F) =Q und Q € F.

Bedingung 2. Wir zeigen, dass A komplementstabil ist. Sei also A € A. Wir zeigen, dass
A¢ e A. Es gilt

XU A) = {weQ: X(w) €AY ={weQ: X(w) ¢ A} = {we Q: X(w) € A} = (X1(A))".

Aus A € A folgt, dass X '(A) € F. AuBerdem ist die Familie F eine o-Algebra und
somit komplementstabil. Es folgt, dass X 1(A°) = (X1(A))¢ € F. Das bedeutet aber, dass
Ace A

Bedingung 3. SchlieBlich zeigen wir, dass die Familie A o-vereinigungsstabil ist. Seien also
Ai, Ag, ... € A. Wir zeigen, dass U,enA, € A. Es gilt

X Upend,) ={w € Q: X(w) € UpenAn} = Upen{w € Q: X(w) € A} = Upen X 1(4,).

Aus A, € A folgt, dass X 1(A,) € F fiir alle n € N. AuBerdem ist die Familie F eine o-
Algebra und somit o-vereinigungsstabil. Es folgt, dass X 1 (U,enA,) = Unen X 1(A,) € F.
Das bedeutet, dass U,cnA, € A.

Somit haben wir gezeigt, dass die Mengenfamilie A eine o-Algebra ist. O
BEWEIS VON SATZ [8.1.2] Betrachte die Mengenfamilie
£ ={(—00,d],a € R} C 2%,

Da X : Q — R messbar ist, gilt X '(B) = {X < a} € F fiir jedes B = (—00,d] € .
Proposition besagt, dass X~ !(B) € F fiir alle B € ¢(&). Dabei ist aber ¢(&) nichts
anderes als die Borel-o-Algebra. O
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BEISPIEL 8.1.6. Sei (§2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € F ein messbares Ereig-
nis. Wir zeigen, dass die Indikatorfunktion von A

1, weA,

eine Zufallsvariable ist.

LOSUNG. Sei a € R beliebig. Wir betrachten das Ereignis

Q, a>1,
{X <a} =<0, a<0,
A°, a€|0,1).

Es gilt Q,0, A € F, denn A € F und F ist eine o-Algebra. Somit ist X messbar.

8.2. Zufallsvektoren

DEFINITION 8.2.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien Xi,..., Xy : Q@ — R
Funktionen, wobei d € N. Betrachte nun die Funktion X : Q — R? mit

X(w) = (X1(w),..., X4(w)) € R%

Die Funktion X heifit ein d-dimensionaler Zufallsvektor (oder messbar), wenn X, ..., X,
messbar sind.

SATZ 8.2.2. Sei X : Q — R? eine Funktion. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) X ist ein Zufallsvektor.
(2) Fiir jede Borel-Menge B C R gilt {X € B} € F.

BEWEIS VON (1) = (2). Seien X7,..., X messbar. Sei A = (—00,a1] X ... X (—00,aq] ein
“Oktant”. Dann gilt:

XA ={weQ: X(w)eA={weQ: Xj(w) <ay,..., Xqw) <ag} =Ni_{Xp < ar}.

Wegen der Messbarkeit von Xy gilt { Xy < ax} € F fiir alle k = 1,...,d. Da F eine o-
Algebra ist, folgt, dass X 1(A) € F. Wir haben gezeigt, dass das Urbild jedes Oktanten
messbar ist. Die Familie der Oktanten erzeugt die Borel-o-Algebra B?. Mit Proposition m
folgt daraus, dass das Urbild jeder Borel-Menge messbar ist. U

BEWEIS VON (2) = (1). Wir nehmen an, dass fiir jede Borel-Menge B C R? gilt, dass
{X € B} e F. Seike{l,...,d} fest. Sei B = {(z1,...,74) € R?: 7, < a}. Diese Menge
ist Borel, da abgeschlossen. Es folgt, dass X 1(B) = {X} < a} € F. Somit ist die Funktion
X}, messbar. Das gilt fiir jedes k € {1,...,d}. Somit ist X messbar. O

Die Familie der Borel-Mengen in R? wird mit B¢ bezeichnet.

DEFINITION 8.2.3. Eine Funktion f : R% — R% heifit Borel-messbar (oder Borel-Funktion),
wenn gilt:

fHA) € B fiir alle A € B%.
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BEMERKUNG 8.2.4. Eine Funktion ist also Borel-messbar, wenn das Urbild jeder Borel-
Menge wieder eine Borel-Menge ist. Zum Vergleich: Eine Funktion ist stetig, wenn das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

PROPOSITION 8.2.5. Jede stetige Funktion f : R — R® ist Borel-messbar.

BEWEIS. Die Funktion f sei stetig. Es folgt, dass fiir jede offene Menge A C R% das Urbild
f7Y(A) offen ist. Das Urbild jeder offenen Menge ist also eine Borel-Menge. Die Familie
der offenen Mengen erzeugt die Borel-o-Algebra. Mit Proposition folgt, dass auch das
Urbild jeder Borel-Menge eine Borel-Menge ist. Somit ist f Borel-messbar. 0

SATZ 8.2.6. Sei X : Q — R% ein Zufallsvektor und f : R" — R eine Borel-Funktion.
Dann ist auch die Verkniipfung

foX:Q—R®
ein Zufallsvektor.
BEWEIS. Sei A € B%. Dann gilt f~}(A) € B, denn f ist eine Borel-Funktion. Es gilt
(foX)™H(A)=X""(f71(4)) € F,
da X messbar ist. Nach Satz ist f o X ein Zufallsvektor. O

KOROLLAR 8.2.7. Sind X, Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P),
so sind auch X +Y, X - Y und a- X, wobei a € R, Zufallsvariablen.

Beweis. Die Funktionen (z,y) — = +y, (z,y) — xy, x — ax sind Borel-Funktionen, da sie
stetig sind. Die Behauptung folgt aus Satz [8.2.6| O

8.3. Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable

Die Familie der Borel-Teilmengen von R wird mit B bezeichnet.

DEFINITION 8.3.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X : 2 — R eine Zufalls-
variable.

(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
PxB%[O,l] mltpx(A):P[XEA], AeB.

Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fy :R—[0,1] mit Fx(t) =P[X <], t€R.

BEISPIEL 8.3.2. Im Einheitskreis werde ein Punkt (X, Y") zufillig und gleichverteilt gew&hlt.
Es sei R der Abstand von (X,Y) zum Mittelpunkt des Kreises. Bestimme die Verteilungs-
funktion von R.
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LOSUNG. Als Grundmenge wihlen wir den Einheitskreis Q = {(x,y) € R? : 2% +¢* < 1}.
Sei F = B2, die o-Algebra der Borel-Teilmengen von ). Als Wahrscheinlichkeitsmafl wihlen
wir

IP[A]:@, AeF,

wobei A das Lebesgue-Maf3 ist. Das entspricht der Annahme, dass der Punkt gleichverteilt
ist. Der Abstand zum Ursprung ist dann die Zufallsvariable R : 0 — R mit

R(z,y) =22+ 42, (z,y) € Q.

Beachte, dass R stetig und somit messbar ist. Um die Verteilungsfunktion von R zu bestim-
men, schauen wir uns das Ereignis {R <t} an:

Q, t>1,

{R<ty={(z,y) € Q: /a2 +y?2 <t} =<0, t <0,

Kreis vom Radius ¢, ¢ € [0,1].
Es folgt, dass

L t=1, L t=>1,
Fr(t)=P[R<t]=40, t<0, =<0, t<O0,
™ te 0,1 2, te[0,1].

Dies ist die Verteilungsfunktion von R.

BEISPIEL 8.3.3. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei unabhéngige und in [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahlen X, Y. Bestimme die Verteilungsfunktion von 7 := X + Y.

LOSUNG. Als Grundmenge withlen wir = [0, 1]2. Sei F = B, die Einschriinkung der Borel-
o-Algebra B? auf Q. Die Bedingung der Gleichverteilung und Unabhingigkeit von X und Y
wird so interpretiert: die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A € F ist

P[A] = A (A).
Wir kénnen die Zufallsvariablen XY, Z : 2 — R definieren:
X(zy) =z, Y,y =y, Z@y) =c+y, (v,y) €01
Das Ereignis, das uns hier interessiert, ist
{Z<t}={(z,y) €[0,1] 1z +y < t}.
Es gilt
0, t <0,
gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenldnge t, t €[0,1],

das Komplement eines solchen Dreiecks mit Kathetenlinge 2 — ¢, t € [1,2],
Q, t>2.
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Somit erhalten wir

0, t <0,

2 t€0,1]
F,(t)=P[Z<t|=L 2’ T
Z() [ ] 1 (2—215)2’ te [1,2]’

1, t> 2.

Dies ist die Verteilungsfunktion von Z. Sie ist stetig.

BEISPIEL 8.3.4. Betrachte eine konstante Zufallsvariable, also X = c¢. Wie sieht dann die
Verteilungsfunktion Fx aus?

LOSUNG. Es gilt

0, t<ec,
1, t>c

Dieses Beispiel zeigt, dass eine Verteilungsfunktion Unstetigkeitsstellen haben kann.

SATZ 8.3.5. Set X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Dann hat Fx die folgen-
den drei Figenschaften:

(1) Grenzwerte: limy—, o Fx(t) =0 und lim;_, ;o Fx(t) = 1.
(2) Monotonie: Fir alle t; < ty gilt Fx(t1) < Fx(ts).
(3) Rechtsstetigkeit: Fir alle ty € R gilt limy ) Fx(t) = Fx(to) -

BEMERKUNG 8.3.6. Der linksseitige Grenzwert lim, Fx (t) existiert ebenfalls, da die Funkti-
on F'y monoton ist. Allerdings muss der linksseitige Grenzwert nicht mit Fx (ty) tibereinstimmen,

siehe Beispiel mit £ty = c.
BEWEIS VON (2). Seien t; <ty beliebig. Betrachte die Ereignisse
{thl}:{OJEQZX(W)Stl}C{WEQiX(w)StQ}Z{XStQ}

Deshalb gilt fir die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse P[X < ;] < P[X < t5], was
gleichbedeutend ist mit Fx(t1) < Fx(t2). O

BEWEIS VON (1). Wir betrachten den Fall ¢t — —oo. Fiihre die Ereignisse A, = {X < —n}
mit n € N ein. Dann gilt A; D Ay D ... und NyenA, = 0. Aufgrund der Stetigkeit der
Wahrscheinlichkeit folgt daraus, dass

lim Fx(—n) = lim P[A4,] = P[0] = 0.

n—oo n—oo
Dabei darf allerdings n nur natiirliche Werte annehmen. Fiir ein beliebiges ¢t < 0 kann man
immer ein n € N mit —n < t < —n + 1 finden. Wegen der Monotonie von F und des
Sandwichprinzips gilt dann

0= lim Fx(—n) < tlim Fx(t) < lim Fx(—n+1) = 0.

n—oo ——00 n—oo
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Somit ist lim;_, o, F'x(t) = 0, wie behauptet. O

BEWEIS VON (3). Sei ty € R beliebig. Wir definieren die Ereignisse A, = {X <ty + 1/n}
mit n € N. Es gilt dann A; D Ay D ... und NyenA4,, = {X < to}. Aufgrund der Stetigkeit
der Wahrscheinlichkeit gilt fiir den Grenzwert:

n—oo

1
n—o00 n

Das gilt wieder nur fiir n € N. Fiir ein beliebiges t > t; konnen wir n € N mit t5 + % <t<
to + ﬁ finden. Aufgrund der Monotonie von Fx und des Sandwichprinzips erhalten wir

1 1
n—oo n tlto n—00 n—1
Somit ist limy ¢, Fx(t) = Fx(to), wie behauptet. O

Der néchste Satz besagt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable durch ihre Verteilungs-
funktion eindeutig festgelegt wird.

SATZ 8.3.7. Seien Xy und Xy Zufallsvariablen mait
Fx,(t) = Fx,(t) fir alle t € R.
Dann gilt fir alle Borel-Mengen B C R:
P[X; € B] =P[X, € B].
Fiir den Beweis benotigen wir einen Satz aus der Mafitheorie.

SATZ 8.3.8 (Eindeutigkeit der MaB-Fortsetzung). Sei Q eine Menge und £ C 2% eine schnitt-
stabile Mengenfamilie. Die Schnittstabilitit bedeutet: fiir A, B € € gilt auch AN B € €. Fs
sei A =0(E) die von & erzeugte o-Algebra. Seien Py und Py zwei WahrscheinlichkeitsmajSe

auf (Q, A) mit der Eigenschaft, dass
P, [A] = Py[A] fir alle A € €.

Dann gilt sogar

P, [A] = Py[A] fir alle A € A.

BEMERKUNG 8.3.9. Mit anderen Worten: stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem
Erzeuger einer o-Algebra iiberein, so stimmen sie auch auf der ganzen o-Algebra iiberein,
wenn der Erzeuger schnittstabil ist.

BEWEIS VON SATZ [8.3.7] Die Mengenfamilie £ = {(—o0,t],t € R} ist schnittstabil, denn
(—o0,t] N (=00, 8] = (—oo, min(t, s)] € &.
Fiir die Verteilungen von X; und X, gilt nun:
Px,((—00,t]) = P[X; <] = Fx,(t) = Fx,(t) = P[Xy < t] = Px,((—00,1]).

Die Wahrscheinlichkeitsmafie Py, und Py, stimmen also auf £ iiberein. Nach der Eindeu-
tigkeit der Maf-Fortsetzung stimmen sie auch auf der Borel-o-Algebra B = ¢(&) tiberein.
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Somit gilt Px,(B) = Px,(B) fiir alle B € B. Mit anderen Worten, P[X; € B] = P[X, € B|
fir alle B € B. O

BEISPIEL 8.3.10. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t].
Bestimme P[X < t].

LOSUNG. Betrachte Ereignisse A, = {X <t — %} mit n € N. Es gilt A; C Ay C ... und
UnenAn, = {X < t}. Mit der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit folgt, dass

1
PX <t] = lim P[A,] = lim P [X <t-— —] = lim Fx(s).
n—00 n—00 n st

Beachte: dieser Grenzwert muss im Allgemeinen nicht mit F'(¢) iibereinstimmen.

BEISPIEL 8.3.11. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t].
Bestimme P[X = ¢].
LOSUNG. Es gilt
PX =t =PX <t]-PX <t]=Fx(t) — liPFX(s).
sTt
Die Wahrscheinlichkeit, dass X =t ist, ist also gleich dem Sprung, den die Verteilungsfunk-

tion F'x an der Stelle ¢ macht. Die Funktion Fly ist stetig an der Stelle ¢t genau dann wenn
PX =t] =0.

DEFINITION 8.3.12. Sei X eine Zufallsvariable. Ein Wert ¢ € R mit P[X = ¢] > 0 heifit ein
Atom von X. Atome sind also Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion F.

PROPOSITION 8.3.13. Jede Zufallsvariable hat hochstens abzdhlbar viele Atome. Mit an-
deren Worten, jede Verteilungsfunktion hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen
(Springe).

BeEwEIs. Es gilt: F ist monoton, lim;, o, Fix(t) = 0 und lim;, ;. Fx(t) = 1. Fiir jedes
n € N kann es also hochstens n Spriinge geben, die eine Héhe von > 1/n haben. Sonst wére
die Summe der Sprunghohen > 1, was ein Widerspruch ist. Die Menge der Spriinge ist eine
abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen und somit selbst abzéhlbar. 0

BEISPIEL 8.3.14. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < t]. Fiir
a < b bestimme Pla < X <], Pla < X <b, Pla <X <b], Pla <X <b.

LOsuNG. Es gilt
Pla < X <b] =P[X <b —P[X <a]=Fx(b) — li%rnFX(s),
Pla < X <b=PX <b]-P[X <a] = lig)lFX(s) - liTmFX(s),
Pla < X <b] =P[X <b —P[X <a]=Fx(b) — Fx(a),
Pla < X <b=PX <b] -P[X <qa] = lsiglFX(s) — Fx(a).
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8.4. Definition und Eigenschaften des Erwartungswerts

Wir haben den Erwartungswert nur fiir Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum definiert. Sei (2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Eine der Definitionen des Erwartungswerts war:

EX =) X(w)P{w}].

wef

Nun definieren wir den Erwartungswert fiir beliebige Zufallsvariablen. Sei dazu (2, F,P) ein
beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — R eine beliebige Zufallsvariable. Da der
Wahrscheinlichkeitsraum €2 im allgemeinen nicht abzéhlbar ist, kénnen wir die Summe )
nicht bilden. Wir werden die Summe durch das Integral (das sogenannte Lebesgue-Integral)
ersetzen:

(8.4.1) EX = / X(w) dP(w).
Q
Nun definieren wir den Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral). Das soll in mehreren

Schritten geschehen.

Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable (d.h. eine messbare Funktion) auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P).

SCHRITT 1. (Elementarfunktionen).

DEFINITION 8.4.1. Seien Ay, ..., A, € F paarweise disjunkte Mengen mit 2 = A;U...UA,.
Auflerdem seien yy,...,y, € R. Eine Elementarfunktion ist eine Funktion der Form

X = ZykﬂAk
k=1

Ist nun X : Q — R eine Elementarfunktion, so definieren wir den Erwartungswert von X
wie folgt:

de &
EX < Z yrP[A].
k=1
SCHRITT 2. (Nicht-negative, messbare Funktionen)

Sei X : 2 — [0, 00) eine messbare, nichtnegative Funktion. Nun definieren wir

EX ¥ sup{EY|Y : Q — [0, 00), Elementarfunktion mit 0 < Y (w) < X (w) Vw € Q}.

Die Idee ist also, dass wir X von unten mit Elementarfunktionen approximieren. Der so
definierte Erwartungswert EX nimmt nichtnegative Werte oder den Wert +o0o an.

SCHRITT 3. (Beliebige, messbare Funktionen)

Sei X : 2 — R eine beliebige messbare Funktion. Wir werden X als eine Differenz von zwei
nichtnegativen Funktionen X+ und X~ darstellen. Definiere

€ > e >
X*(w) def X(w), falls X(w) >0, X (w) def ) 0, falls X (w) > 0,
0, falls X (w) < 0, | X (w)|, falls X(w) < 0.
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Dann sind X+ und X~ messbar (Ubung) und es gilt

Xt X >0, X=X"-X", | X|=X"T+X".
Fiir die nichtnegativen Zufallsvariablen X und X~ haben wir den Erwartungswert bereits
in Schritt 2 definiert. Mit dieser Definition kénnen wir nun folgende Félle betrachten:
FALL 1: Gilt EXT < oo und EX ™~ < o0, so heifit die Zufallsvariable X integrierbar. Bezeich-
nung: X € L. Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X definieren wir

EX Y EXt —EX~.

In allen anderen Féllen heifit die Zufallsvariable X nicht integrierbar.

FALL 2: Gilt EXT = 400 und EX~ < 400, so definieren wir

EX % .

FALL 3: Gilt EXT < 400 und EX~ = +00, so definieren wir
EX Y —.

FALL 4: Gilt: EXT = EX~ = +00, so kann man den Erwartungswert nicht definieren.

Wir werden einige Eigenschaften des Erwartungswerts (bzw. des Lebesgue-Integrals) ohne
Beweis auflisten.

SATZ 8.4.2. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt E|X| = EXT + EX ™. Insbesondere ist
X genau dann integrierbar, wenn E|X| < oco. Fir eine integrierbare Zufallsvariable X gilt
die Ungleichung
IEX| < E|X].

SATZ 8.4.3. Der Erwartungswert ist linear:

(1) Sind X und Y integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch X +Y integrierbar und es

qgilt
E[X 4+ Y] = E[X] +E[Y].
(2) Ist X integrierbar und ist a € R, so ist auch aX integrierbar und es gilt
ElaX] = aE[X].

In dem Fall, wenn die Zufallsvariable héchstens abzéhlbar viele Werte annimmt, stimmt die
neue Definition des Erwartungswerts mit der alten Definition {iberein.

SATZ 8.4.4. Ser X : Q — R eine Zufallsvariable, die héchstens abzihlbar viele Werte
Y1, Y2, - . . annimmt. Dann ist X integrierbar genau dann, wenn

E[X[ =) |ynl - PIX = y] < 0.

Ist X integrierbar, so gilt
EX =) yn-PIX =y,

Der Erwartungswert ist monoton:
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SATZ 8.4.5. Sei Y : 2 — R eine Zufallsvariable mit EY < oo und X eine weitere Zufallsva-
riable mit X (w) <Y (w) fir alle w € Q. Dann gilt EX <EY".

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable d&ndert sich nicht, wenn man die Werte der Zufalls-
variable auf einer Nullmenge verédndert. Dies wird im néchsten Satz beschrieben.

DEFINITION 8.4.6. Zwei Zufallsvariablen X, Y : 2 — R heiflen fast diberall gleich, wenn
Pw e Q: X(w) #Y(w)}] =0.

SATZ 8.4.7. Sind X und Y fast tiberall gleich und eine der Zufallsvariablen integrierbar, so
ist auch die andere Zufallsvariable integrierbar und es gilt EX = EY .

8.5. Diskrete und absolut stetige Verteilungen

DEFINITION 8.5.1. Eine Zufallsvariable X heifit diskret, wenn X nur endlich oder abzahlbar
viele Werte annimmt. Die Zdhldichte von X ist die Funktion

px(y) =PIX =yl
BEMERKUNG 8.5.2. Fiir die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable gilt

pr fiir alle t € R.

y<t

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable ist eine “Sprungfunktion”.

DEFINITION 8.5.3. Eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'x heifit absolut stetig,
wenn es eine Borel-Funktion fx : R — [0, 00) gibt, so dass

t
Fx(t) = / fx(y)dy fiir alle t € R.

Die Funktion fx heifit die Dichte von X.

BEMERKUNG 8.5.4. Fiir die Dichte gelten die folgenden zwei Eigenschaften:
( ) fx(y )>0fﬁralley€R.
2) fo fx(y)dy = 1.
SATZ 8.5.5. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge B C R

P[X € B) = / Fx(y)dy

BEMERKUNG 8.5.6. Zum Vergleich: Im diskreten Fall gilt
P[X € B]=> px(y

yeB

BEWEIS. Definiere zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (R, B):
P,(B) =P[X € B, / fx(y)dy, B eB.

Diese Wahrscheinlichkeitsmafie stimmen auf allen Mengen der Form B = (—o0, ] iiberein,
denn

B) = [ ey = Fe(t) = PIX <4 = By(B).
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Die Mengen der Form (—oo,t] bilden einen schnittstabilen Erzeuger der Borel-o-Algebra.
Durch die Eindeutigkeit der Mafifortsetzung folgt, dass

P.(B) = Py(B) fiir alle B € B.
Somit gilt P[X € B] = [, fx(y)dy fiir alle B € B. O

Die Verteilungsfunktion ist das Integral der Dichte. Umgekehrt, ist die Dichte die Ableitung
der Verteilungsfunktion. Das gilt allerdings nicht an allen, sondern an fast allen Stellen.

SATZ 8.5.7. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und Verteilungsfunktion
Fx. Dann gibt es eine Borel-Menge N C R mit Lebesgue-Majf$ 0, so dass die Funktion Fx
differenzierbar an allen Stellen t € R\N ist und

Fy(t) = fx(t) fiir alle t € R\N.
OHNE BEWEIS.

Die wichtigsten Eigenschaften der diskreten und der absolut stetigen Verteilungen werden in
der folgenden Tabelle zusammengefasst. Einige dieser Formeln werden wir spéter beweisen.

Diskrete Zufallsvariablen Absolut stetige Zufallsvariablen
Zahldichte px Dichte fX
Verteilungsfunktion: Fx(t) =3 ., px(y) | Verteilungsfunktion: Fx( f fx(
px(y) € [0,1] fiir alle y € R fx(y) >0 fiir alleyER
> yerPx(y) =1 I fx(y)dy =1
px(y) =PX =yl yeR foly) = Fily) = limyo =220 £y
P[X € B] = ZyeBpX(y), B C R Borel P[X € B] = [, fx(y)dy, B C R Borel

X integrierbar, wenn 3 . [y[ - px(y) < oo | X integrierbar, wenn [p [y[ - fx(y)dy < oo

Erwartungswert: EX =3 py - px(y) Erwartungswert: EX = [Ly- fx(y)dy

8.6. Beispiele von absolut stetigen Verteilungenen

Gleichverteilung auf einem Intervall

DEFINITION 8.6.1. Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf einem Intervall [a, b], wobei
a,b € Rund a < b, wenn X absolut stetig ist und die Dichte von X durch die folgende Formel

gegeben ist:
1
—a YE [(l, b]7
fx(y) =40
0, y¢lab].
BEZEICHNUNG: X ~ Ula, b]. Dabei steht “U” fur “uniform”.

BEMERKUNG 8.6.2. Die Dichte ist also konstant auf dem Intervall [a, b]. Die Werte auerhalb
von |a, b] Werden nicht angenommen, da die Dichte auBlerhalb von [a,b] verschwindet. Die
Konstante ;— wurde so gewihlt, dass die Bedingung fR fx(y)dy = 1 erfiillt ist.
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BEMERKUNG 8.6.3. Die Verteilungsfunktion einer gleichverteilten Zufallsvariable X ~ Ula, b]
ist

' 0, t<a,
t)—/ Fe)dy = =2t e [,
- 1, t>0b

Die Verteilungsfunktion ist also linear auf dem Intervall [a,b] und konstant sonst. Die ver-
teilungsfunktion ist stetig. Leitet man die Verteilungsfunktion ab, so erhélt man die Dichte.
Es gibt allerdings zwei Ausnahmestellen 0 und 1, an denen die Verteilungsfunktion nicht
differenzierbar ist.

SATZ 8.6.4. Sei X eine Zufallsvariable, die auf [a,b] gleichverteilt ist. Dann gilt

a+b

EX =
2

BEWEIS.
1 b 1 b2 a2 a-+b
EX = /ny dy—/—dy— a/aydy——b_a(g——Q)— 5

Exponentialverteilung

DEFINITION 8.6.5. Eine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0,
wenn X absolut stetig ist und die Dichte von X durch die folgende Formel gegeben ist:

e ™My >0,
fx(y) = {07 y < 0.

BEZEICHNUNG: X ~ Exp()).

BEMERKUNG 8.6.6. Das Integral der Dichte ist gleich 1, denn fooo Ae Mdy = 1. Eine Expo-
nentialverteilte Zufallsvariaboe kann nur positive Werte annehmen: P[X > 0] = 1.

BEMERKUNG 8.6.7. Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X ~ Exp()) ist gegeben

durch
t 0, t<0
t)_/ fX(y)dy_ {1—€_>\t, tZO

BewEIs. Fiir t < 0 gilt Fy(t f fx(t) = ffoo 0 = 0, denn die Dichte fx verschwindet
auf der negativen Halbachse Fur t 2 0 gilt

t t
= / fx(y)dy = / e Mdy = —e_’\y‘g =1—e
—00 0

BEMERKUNG 8.6.8. Alternativ kann man die Exponentialverteilung durch die folgende For-
mel definieren:
PIX >t]=e™  t>0.
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SATZ 8.6.9. Fiir eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable X gilt

1
EX = —.
A

BEWEIS.
EX = / yfx(y)dy = / Aye Mdy = / y (—e™) dy.
0 0 0

Nun benutzen wir die partielle Integration:

EX :/ Yy (—e_ky)/dy = —ye_’\y}go +/ e Mdy = l
0 0 A

O

SATZ 8.6.10 (Vergessenseigenschaft der Exponentialverteilung). Sei X eine Zufallsvariable.
Die folgenden zwei Eigenschaften sind dquivalent:

(1) X ist exponentialverteilt mit einem Parameter X\ > 0.
(2) Fir alle s,t > 0 gilt:
PX >t+s|lz > t] =P[X > s|.
BEWEIS VON (1) = (2). Sei X ~ Exp(\). Dann gilt fiir alle ¢, s > 0:

PX >t+s|X >t PX>t+s] e )
PIX >t+s|X >t = PIX > 1 = PIX > = =P[X > g|.

Fiir den Beweis der Riickrichtung bendtigen wir ein Lemma.

LEMMA 8.6.11 (Cauchy-Funktionalgleichung). Sei g : [0,00) — R eine monotone Funktion
mit g(t + s) = g(t) + g(s) fiir alle t,s > 0. Dann ist g linear, d.h. es gibt ein A € R mit
g(t) = At fir allet > 0.

BEWEIS. Sei a € R. Dann gilt
9(2a) = g(a) + g(a) = 2g(a).
Analog ergibt sich
9(3a) = g(2a) + g(a) = 29(a) + g(a) = 3g(a).
Induktiv erhalten wir fiir jedes n € N
g(na) = ng(a).
Nun sei @ = 1/n. Es ergibt sich g(1) = ng(%) und somit

1Y _ 9(1) aer A
g n)] n n

wobei wir A := ¢(1) gesetzt haben. Sei m € N, dann gilt

ERERORS
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Wir haben somit gezeigt, dass g(r) = Ar fiir alle r € Q, r > 0 gilt. Nun miissen wir zeigen,
dass das auch fiir irrationale Werte gilt. Sei t € R\Q, ¢ > 0 beliebig. Es existieren Folgen
{r;} € Qund {s;} C Q mit den folgenden Eigenschaften:

(1) r; ist monoton fallend mit r; | ¢ fiir i — oo.
(2) s; ist monoton steigend mit s; 1 ¢ fiir i — oo.

Die Funktion g ist nach Voraussetzung monoton. Sei g zum Beispiel monoton fallend. (Fiir
g monoton steigend ist der Beweis analog). Dann gilt

(1) g(r;) ist monoton steigend mit g(t) > g(r;) fiir alle i € N.
(2) g(s;) ist monoton fallend mit g(t) < g(s;) fiir alle ¢ € N.

Da die Zahlen r; und s; rational sind, gilt g(r;) = Ar; und g(s;) = As;. Somit erhalten wir
Ar; <t < As;. Nun lassen wir ¢ — oo und benutzen den Sandwich-Satz: g(t) = At. O

BEWEIS VON (2) = (1) IN SATZ [8.6.10L Sei Fx die Verteilungsfunktion von X. Betrachte
die Funktion

g(t) @ og(1 - Fx(t), t>0.
Diese Funktion ist monoton fallend, da die Verteilungsfunktion F'y monoton steigend ist. Es
ilt
i P[X >t =1— Fx(t) =Y, t>0.
Mit der Vergessenseigenschaft erhalten wir
6g(tJrs)
PO P[X >t+4s|X >t] =P[X > s] = 9.

Somit erfiillt g die Cauchy-Funktionalgleichung g(t+s) = g(t)+g(s) und ist monoton fallend.
Es gibt nach Lemma [8.6.11| ein A mit ¢g(t) = —At fir alle ¢ > 0. Dabei muss A positiv sein,
da g monoton fallend ist. Es folgt, dass

Fx(t)y=1—¢e™, t>0
Damit ist gezeigt, dass X ~ Exp(A). O

BEISPIEL 8.6.12 (Radioaktiver Zerfall). Die Lebensdauer eines Atoms bis zum radioaktiven
Zerfall sei eine Zufallsvariable X ~ Exp(\). Die Halbwertszeit m ldsst sich bestimmen durch

1
Lost man diese Gleichung auf, so erhélt man
1 log(2
e = 5 = Am =log(2) = m = og)\( )

Warum benutzt man Exponentialverteilung als die Verteilung der Lebensdauer eines Atoms?
Weil man davon ausgeht, dass fiir die Lebensdauer die Vergessenseigenschaft gilt. Und daraus
folgt, dass die Lebensdauer exponentialverteilt sein muss.

BEMERKUNG 8.6.13. Sei X eine beliebige Zufallsvariable mit Dichte fyx. Dann ist die Zer-
fallrate (oder die Ausfallrate) definiert durch

fx(t)
Tx(t) = —1 — FX<t)
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Bei einem Atom geht man davon aus, dass die Zerfallrate konstant (d.h. unabhéngig von t)
ist. Die Exponentialverteilung erfiillt diese Eigenschaft: Fiir X ~ Exp()) gilt

e~ M
Tx(t) = 6_>‘t =\

Normalverteilung (oder Gauf3-Verteilung)
DEFINITION 8.6.14. Eine Zufallsvariable X heif3t standardnormalverteilt, wenn X absolut
stetig ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:

1
fX(Z/)Z\/%e y2> yGR

BEZEICHNUNG: X ~ N(0, 1).

Die Funktion fx ist trivialerweise nicht negativ. Aber warum ist das Integral dieser Funktion
gleich 17 Das beantwortet der folgende Satz.

Y

2
SATZ 8.6.15. Es gilt I := [*° e~z dy = /2.

BEWEIS. Die Stammfunktion von e ¥*/2 lisst sich nicht mit Hilfe der 4 Grungrechenarten
und Potenzen als eine endliche Kombination von y, €Y, log y, siny, cos y, usw. darstellen. Man
muss also einen Trick anwenden. Um das Integral I zu berechnen, betrachten wir I?%:

> a2 (2+2
[2:/ e_2d1:-/ e‘?dy:/ e ( i >da:dy.
—00 ) R2

Und nun gehen wir zu Polarkoordinaten iiber:

2 o0 2 0 -2 r2
I’ = / / e 2rdrdy = 27?/ re” 2dr =2m (—677
0 0 0

Da I > 0, kénnen wir die Wurzel ziehen: I = /2. O

BEMERKUNG 8.6.16. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist

I L.

Thre Werte konnen numerisch berechnet werden.

BEMERKUNG 8.6.17. Aus X ~ N(0,1) folgt fiir den Erwartungswert EX = 0.

2
BEWEIS. Erstens, ist X integrierbar, denn [ lyle=Tdy < oo. Fiir den Erwartungswert er-
halten wir dann

2
EX :/ye%dy =0,
R

denn es wird eine ungerade Funktion integriert. 0
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DEFINITION 8.6.18. Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Parameter p € R und
02 > 0, wenn X absolut stetig ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:

1 _w-w?

fX(y>: e 27, CUGR
210

BEZEICHNUNG: X ~ N(u,0?).

BEMERKUNG 8.6.19. Ist Y ~ N(0, 1) standardnormalverteilt, so ist p + oY normalverteilt
mir Parametern p und o2 (Ubung). Daraus folgt, dass der Erwartungswert einer N(u, o?)-
verteilten Zufallsvariable gleich p ist. Spéter werden wir zeigen, dass der zweite Parameter
o? mit der Varianz der Zufallsvariable iibereinstimmt.

Cauchy-Verteilung

DEFINITION 8.6.20. Eine Zufallsvariable X heifit Cauchy-verteilt, wenn X absolut stetig ist
und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:
1

fx(y) ==

— e R.
nl+y? Y

BEZEICHNUNG: X ~ Cauchy.

BEMERKUNG 8.6.21. Die Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung ist gegeben durch

/t fx(y)d ! /t ! ! t t L + ! tant
= = — = —arctan = — + —arctan
Wy = s - vy =3t ,
da arctan(—oo) = —Z. Insbesondere gilt
>~ 1 1 1
/ fx(y / T dey =35 + = arctan(4o00) = 1,

so dass fx tatséchlich eine Dichte ist.

BEISPIEL 8.6.22. Sei ¢ ~ U[—n/2,7/2] gleichverteilt auf dem Intervall [—m/2,7/2] und sei
X = tan(p). Nun behaupten wir, dass X ~ Cauchy.

BEwEIS. Wir berechnen die Verteilungsfunktion von X:

arctant — (—5 1 1
PIX < t] =Plp < arctan(t)] = (-3) =3 + —arctant.
7r T

BEMERKUNG 8.6.23. Sei X ~ Cauchy. Die Dichte von X ist eine gerade Funktion und man
konnte meinen, dass der Erwartungswert von X aus diesem Grund gleich 0 ist. Dies ist
jedoch nicht der Fall. Wir behaupten, dass X nicht integrierbar ist. Wir berechnen EX*:

EX" = / yfx(y)dy = —/ Sdy = —log(1+4%)| = +oo.
0 Tty 1+y T 0

Analog ist EX~ = 4o00. Wir haben eine Unbestimmtheit EX = (+o00) — (+00) und die
Zufallsvariable X ist somit nicht integrierbar. Dabei ist der Erwartungswert von X weder
~+00 noch —oo, sondern er ist iiberhaupt nicht definiert.
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8.7. Singulidre Verteilungen

Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable besteht ausschliefllich aus Atomen. Sei nun X
eine Zufallsvariable, die keine Atome hat, d.h. es gelte P[X = y] = 0 fiir alle y € R. Eine
solche Zufallsvariable ist nicht diskret. Ist sie dann absolut stetig? Es stellt sich heraus, dass
die Antwort im Allgemeinen “nein” ist. Es gibt ndmlich eine dritte Klasse von Verteilungen,
die sogenannten singuldren Verteilungen. Aulerdem kann man Mischungen aus Verteilungen
von diesen drei Typen (diskret, absolut stetig, singuldr) bilden. Nach dem Zerlegungssatz
von Lebesgue kann jede Verteilung als eine solche Mischung dargestellt werden.

DEFINITION 8.7.1. Eine Zufallsvariable X heifit singuldr, wenn die folgenden zwei Bedin-
gungen gelten:

(1) X hat keine Atome, d.h. es gilt P[X = y] = 0 fiir alle y € R.

(2) Es gibt eine Borel-Menge N C R mit Lebesgue-Mafi A(N) = 0, so dass

PX e N]=1.
Eine singuldre Zufallsvariable nimmt also ausschlieSlich Werte in einer Nullmenge N an.

BEISPIEL 8.7.2 (Cantor-Menge). Jede Zahl z € [0, 1] kann man in einer Darstellung zur
Basis 3 (d.h. im Ternérsystem) schreiben:
Tr = [0.8162 .. .]3 = Z %
k=1
Dabei sind ¢, € {0, 1,2} die “Ziffern” von x. Die Cantor-Menge C ist die Menge aller Punkte
x € [0,1], dessen Ternardarstellung ausschliefllich aus den Ziffern 0 und 2 besteht (so dass
die Ziffer 1 also nicht vorkommt):

C:{xE[O,l]:xzzg—Z,ake{Oﬂ}}.

Bei manchen Zahlen (némlich, bei den Zahlen der Form +%) ist die Ternirdarstellung nicht

3m
eindeutig, z.B.

1
1=[1000.. ]s=[0222.. ] und 5 = [0.1000.. 5 = [0.0222.. ]

Solche Zahlen werden wir dann in die Cantor-Menge aufnehmen, wenn mindestens eine Dar-
stellung nur aus den Ziffern 0 und 2 besteht. Man kann zeigen, dass die Cantor-Menge
abgeschlossen ist. Wir werden nun zeigen, dass das Lebesgue-Mafl von C' gleich 0 ist. Be-
trachte die Menge C,,, die aus allen Zahlen in [0, 1] besteht, die keine einzige 1 unter den
ersten n Ziffern in ihrer Terndrdarstellung haben. Fiir die ersten n Ziffern gibt es also 2"
Méglichkeiten. Die Menge aller Zahlen in [0, 1], bei denen die ersten n Ziffern festgelegt sind,
ist ein Intervall der Lange 1/3™. Somit ist das Lebesgue-Mafl von C,, gleich

NC) = <§>n

Es ist aber klar, dass C' C C,, und zwar fiir jedes n. Somit gilt

AMC) < <§> fiir alle n € N.
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Das kann aber nur dann gelten, wenn A\(C') = 0. Das Lebesgue-Mafi der Cantor-Menge ist
also 0. Dabei ist die Cantor-Menge iiberabzéihlbar!

BEISPIEL 8.7.3 (Cantor-Verteilung). Nun konstruiren wir eine singulére Verteilung. Es han-
delt sich dabei um eine Art Gleichverteilung auf der Cantor-Menge. Seien dazu 1, e, ...
unabhéngige Zufallsvariablen mit

Ple, = 0] = Pley = 2] = 1/2.

Diese interpretieren wir als Ziffern in einer Terndrdarstellung einer zufélligen Zahl. D.h., wir
betrachten die Zufallsvariable

o0

€k

X = [0.8152 .. .]3 = Z @
k=1

Nach Definition gilt P[X € C] = 1. Dabei ist die Cantor-Menge C' eine Nullmenge. Wir
zeigen noch, dass X keine Atome hat. Sei y = [0.m172 .. .]3 € [0, 1]. Dann gilt fiir jedes n € N

1

P[X:y]gp[glznlavgn:nn]gg)_n

Daraus folgt, dass P[X = y] = 0. Somit ist X singulér.

BEMERKUNG 8.7.4. Die Verteilungsfunktion der Cantor-Verteilung hat viele interessante
Eigenschaften. Sie ist stetig, da die Cantor-Verteilung keine Atome hat. Auflerdem ist sie
konstant auf jedem Intervall, das komplett auBerhalb der Cantor-Menge liegt. Somit ist die
Ableitung der Verteilungsfunktion gleich 0 auflerhalb der Cantor-Menge, also fast iiberall.
Dennoch ist die Verteilungsfunktion nicht konstant, denn sie ist gleich 0 fiir ¢ = 0 und gleich
1 fiir t = 1. Fiir diese Verteilungsfunktion gilt der Satz von Newton—Leibniz nicht, denn

1
1=Fx(1)— Fx(0) # / Fi(t)dt = 0.

0
Dabei gilt die letzte Gleichheit, weil F fast iiberall gleich 0 ist.

Nun zeigen wir, dass die drei Klassen von Verteilungen (diskret, absolut stetig und singulér)
sich nicht iiberschneiden. Diskrete und absolut stetige Verteilungen iiberschneiden sich nicht,
denn die einen haben eine unstetige und die anderen eine stetige Verteilungsfunktion. Sei
nun X eine singulare Zufallsvariable. Da X keine Atome hat, kann X nicht diskret sein. Es
bleibt zu zeigen, dass X nicht absolut stetig sein kann. Das wird im folgenden Satz gemacht.

SATZ 8.7.5. Sei X eine Zufallsvariable und N C R eine Borel-Menge mit A(N) = 0 und
P[X € N| = 1. Dann ist X nicht absolut stetig.

BEwEIs. Durch Widerspruch. Sei X absolut stetig und fx die Dichte von X. Dann gilt
0=PLY ¢ N = [ ey = [ fxl)- mw ()i
R\N R

Die Dichte fx ist nichtnegativ. Das Lebesgue-Integral einer nichtnegativen Funktion kann
nur dann 0 sein, wenn die Funktion fast iiberall 0 ist. Das heif}t, es muss eine Nullmenge M
geben mit

Ix (@) Irp\n(y) = 0 fiir alle y ¢ M.
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Dann gilt aber fx(y) = 0 fiir alle y ¢ N U M. Dabei ist N U M eine Nullmenge, also ist
fx(y) = 0 fast iiberall. Daraus folgt aber, dass [ fx(y)dy = 0. Somit ist fx keine Dichte,
denn fiir eine Dichte miisste dieses Integral 1 sein. Widerspruch. U

8.8. Zerlegungssatz von Lebesgue

Der Zerlegungssatz von Lebesgue besagt, dass man jede Verteilung als eine Mischung aus
einer diskreten, einer absolut stetigen und einer singuldren Verteilung darstellen kann.

SATZ 8.8.1 (Lebesgue). Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann existieren drei Verteilungs-
funktionen Fy, Fy, F3 und drei Zahlen py,ps, p3 < 0 mit p1 + ps + p3 = 1, sodass

F(t) = p1 Fi(t) + p2Fo(t) + psF5(t) fir allet € R
und dabei Fy diskret ist, Fy absolut stetig und Fs singuldr.
OHNE BEWEIS.

BEISPIEL 8.8.2 (Gemischte Verteilung). Man betrachte eine Bahnschranke, die fiir 10 Mi-
nuten offen steht, dann fiir 10 Minuten geschlossen, dann wieder fiir 10 Minuten offen, usw.
Ein Fufiginger kommt zu einem zufélligen Zeitpunkt an dieser Bahnschranke an. Es sei X
die Zeit, die er warten muss, bis die Bahnschranke offen ist. Wie sieht dann die Verteilungs-
funktion F'x aus?

LOSUNG. Figentlich kann der Fuflginger zu einem beliebigen Zeitpunkt ankommen, al-
so konnte man versuchen, die ganze Gerade R mit dem Lebesgue-Mafl als Wahrschein-
lichkeitsraum zu nehmen. Allerdings ist das Lebesgue-Mafl kein Wahrscheinlichkeitsmaf:
A(R) = +o0. Deshalb werden wir benutzen, dass die Bahnschranke periodisch funktioniert,
und nur eine Periode als Grundmenge betrachten. Die Grundmenge sei also Q = (0,20),
versehen mit der o-Algebra der Borel-Teilmengen. Dabei sei die Bahnschranke im Zeitinter-
vall (0, 10) offen und im Zeitintervall (10, 20) geschlossen. Die Ankunft des Fuigéngers kann
man sich nun so vorstellen: es wird im Intervall (0,20) ein zufélliger, gleichverteilter Punkt
ausgewéhlt. Die Wahrscheinlichkeit einer Borel-Menge A C (0, 20) ist also

4= 22,

wobei A das Lebesgue-Maf} sei. Kommt nun der FuBgénger zu einem Zeitpunkt w € (0, 20)
an, so sieht seine Wartezeit wie folgt aus:

X (w) 0, w € (0,10), denn da ist die Bahnschranke offen,
w) =
20 —w, w € (10,20), denn die Bahnschranke 6ffnet zum Zeitpunkt 20.

Den Wert an der Stelle 10 (der entweder als 0 oder als 10 festgelegt werden kann) kann man
ignorieren, den ein einzelner Punkt ist lediglich eine Nullmenge. Es gilt also
10 1
PX=0=—=—.
[ 0) 20 2
80



Nun bestimmen wir die Verteilungsfunktion von X:

0, t<0,
3 t=0,

Fy(t) =P[X <] =42

B te0,10],

1,  t>10.

Die Verteilungsfunktion ist nicht absolut stetig und nicht singulér (denn es gibt ein Atom an
der Stelle 0). Sie ist auch nicht diskret, denn sie ist keine reine Sprungfunktion. Hier haben wir
es mit einer gemischten Verteilung zu tun. Die Verteilung von X ist eine Mischung aus einer
diskreten Verteilung (die nur den Wert 0 annimmt, ein Atom mit der Wahrscheinlichkeit 1 an
der Stelle 0) und einer absolut stetigen Verteilung (Gleichverteilung auf (0, 10)). Bezeichnet
man mit F; und F5 die entsprechenden Verteilungsfunktionen, so hat man die Darstellung

1 1
Fy = =F; —F.
X 21—1-22

8.9. Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors

Die Familie der Borel-Teilmengen von R? wird mit B? bezeichnet.

DEFINITION 8.9.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (Xi,...,Xy) : Q —
R? ein Zufallsvektor.

(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
Py : B* = [0,1] mit Px(A) =P[X € A], A< B

Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R¢, B?).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fyx : R —[0,1] mit Fx(t) = Fx(ty,...,tq) = P[X; <ti,..., Xq < td,
wobei t = (t1,...,tq) € R%

SATZ 8.9.2. Sei X : Q — R? ein Zufallsvektor. Dann hat die Verteilungsfunktion von X die
folgenden drei Eigenschaften.

(1) Grenzwerte:
(a) Die Verteilungsfunktion konvergiert gegen 0, wenn mindestens eine der Koordi-
naten gegen —oo konvergiert. Das heifit, fiir jedesi=1,...,d gilt

lim FX(tl,...,td) = 0.

ti——o00

(b) Die Verteilungsfunktion konvergiert gegen 1, wenn alle Koordinaten gleichzeitig
gegen +o0o konvergieren. Das heifst,

(2) Monotonie: Fir alle t; < t),... tq <t gilt
Fx(tr, .. ta) < Fx(th,... ty).
(3) Rechtsstetigkeit: Fiir alle (t,...,ty) € RY gilt

FX(tl, . ,td) = 51¢t1li.gd¢td Fx(Sl, ceey Sd).
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BEWEIS. Der Beweis geht analog zum eindimensionalen Fall. 0

8.10. Diskrete und absolut stetige Zufallsvektoren

Wie im Fall von Zufallsvariablen lassen sich diskrete, absolut stetige und singuldre Vektoren
definieren.

DEFINITION 8.10.1. Ein Zufallsvektor X :  — R? heifit diskret, wenn X hochstens abzihlbar
viele Werte annimmt. Die Zdhldichte von X ist die Funktion

px(y) =P[X =y], yeR”

DEFINITION 8.10.2. Ein Zufallsvektor X : Q — R? heifit absolut stetig, wenn eine Borel-
Funktion fx : R? — [0, 00) existiert mit

t1 tqg
FX(tly---atd):/ / fx(yi, - ya)dy - .. dyg

fiir alle t1,...,tq € R. Die Funktion fx heifit die Dichte von X.

BEMERKUNG 8.10.3. Genauso wie im eindimensionalen Fall zeigt man, dass

PX € B] = / fx(, .. ya)dy, . .. dyg fir alle B € B2
B

BEISPIEL 8.10.4. Ein Zufallsvektor X heifit gleichverteilt auf einer Borel-Menge A C R? mit
A€ B 0 < \A) < oo, wenn X absolut stetig ist mit Dichte

fuly) = 540 {(@ L

8.11. Randverteilungen eines Zufallsvektors

Sei X = (Xj,...,Xy) ein Zufallsvektor. Seine Komponenten X7, ..., X, sind dann Zufalls-
variablen. Die Verteilungen von X, ..., X, bezeichnet man als Randverteilungen von X.

BEeISPIEL 8.11.1. Sei X = (Xi,...,X,) ein d-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit
Zghldichte

px(t) = px,. x,(t, .. ta) =P X1 =t1,..., Xg=t4], t=(t,... tq) €RL

Dann kan man die Zahldichten der einzelnen Komponenten X1, ..., Xy wie folgt berechnen:
le(t) :P[Xl :tl] = Z Px,..., Xd(tla"'7td>7
to,t3,...,tg ER
sz(t) :P[Xg :tg] = Z Px,..., Xd(tla"'7td>7
t1,t3,...,tg ER

und so weiter.
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BEISPIEL 8.11.2. Wir wiirfeln 2-mal mit einem fairen Wiirfel. Dabei seien Z; und Z5 die
Augenzahlen. Weiter definiere

X1 = maX{Zl, ZQ}, X2 = min{ZI, ZQ}

Dann ist X = (X7, X5) ein diskreter Zufallsvektor. Wir bestimmen die Randverteilung (also
in diesem Fall die Z&hldichte) von Xj.

LOSUNG. Die Zéhldichte von (X7, X5) stellt sich wie folgt dar:

px(i,1) =P[X = (i,9)] = P[{(i,9)}] = % = 1,...,6,
. . N 2 1 o
px(i,5) =BX = (0, )] =P{(.)), G )} = g5 = g0 1=7<is6
Somit kann man die Zahldichte von X; bestimmen:
1 1 1
2) = 2,1 2N =—4 —=—

1 1 1 5
— 1 2 =5 T3 T5:= 54
px,(3) =px(3,1) +px(3,2) + px(3,3) 18 + 18 + 36 36

und so weiter.

Nun zeigen wir, wie man die Randverteilungen eines absolut stetigen Zufallsvektors berech-
net.

SATZ 8.11.3. Sei X = (Xq,...,Xy) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx. Dann
gilt: Fir allei=1,...,d ist X; absolut stetig mit Dichte

fiir fast alle t; € R.

BEwWEIS. Wir beweisen den Satz fiir © = 1. Der allgemeine Fall ist analog. Betrachte die
Menge B = {(Xy,...,X4) : Xi < s}. Die Verteilungsfunktion von X ist

Fx, (s) =P[X; < 5]

:/fX(th,td)dyldyd
B

:/ / / fX(ylw--ayd)dylu-dyd

= / 9(y1)dy,
wobei g die Funktion auf der rechten Seite von (8.11.1)) ist:

g(yl):/ / IxWr, - ya)dys . . . dyg.
Also ist g die Dichte von Xj. O
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BEISPIEL 8.11.4. Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt auf dem Einheitskreis D = {(y1, y2) :
y? 4+ 32 < 1}. Die Dichte von X ist

EN

) y17y2)€D7
Ixix (Y y2) = 7

= XQ( ' 2) 07 (y17y2) ¢ D.

Wie berechnet man die Randdichten fx,, fx,?

LOSUNG. Die Randdichte von X ist
|t1| > ].,

o 0,
t) = ty,to)dty = —t3
Ix, (t1) /oo Ix1.3,(t, t2)dts f:r 11_:21 %dm = %,/1 —t%, sonst.
V 1

Die Randdichte von X5 bestimmt man genauso.

8.12. Unabhingigkeit und Produktformeln

Fiir diskrete Zufallsvariablen haben wir die Unabhéngigkeit wie folgt definiert: Zufallsvaria-
blen X, ..., X  heiflen unabhéngig, wenn fiir alle yy,...,y4 € R gilt

]P)[Xl =Y, .- ,Xd = yd] = ]P)[Xl = yl] . P[Xd = yd]-
Diese Definition macht im Allgemeinen Fall allerdings keinen Sinn. Sind z.B. Xi,..., Xy
absolut stetig, so sind beide Seiten der Gleichung gleich 0. Somit wéren beliebige absolut

stetige Zufallsvariablen unabhéngig, was dem intuitiven Verstdndnis der Unabhéangigkeit
nicht entspricht. Fiir allgemeine Zufallsvariablen benutzt man deshalb eine andere Definition.

DEFINITION 8.12.1. Seien Xj,..., X, Zufallsvariablen. Diese Zufallsvariablen heiflen wun-
abhdngig, wenn fiir alle Borel-Mengen By, ..., By C R gilt:

P[X, € By,..., X4 € By =P[X; € B)]-...-P[X, € By.

Eine unendliche Famielie X7, X5, ... von Zufallsvariablen heifft unabhéngig, wenn fiir jedes
d € N die Zufallsvariablen X7, ..., X; unabhingig sind.

BEMERKUNG 8.12.2. Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X; unabhéngig sind, so folgt daraus,
dass

Fx,..x,(t1,...,ta)) =P[X; <ty,..., X4 < t4
=PX, <t] ... - P[Xy < t4]
— Fe(t)- ... Fx,(t).

Die gemeinsame Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors mit unabhéngigen Komponenten
ist also das Produkt der Verteilungsfunktionen der einzelnen Komponenten.

Eine dhnliche Produktformel gilt auch fiir Dichten, wie der néchste Satz zeigt.

SATZ 8.12.3. Seien Xi,..., Xy unabhdngige absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten
Ixys--os [x,. Dann ist der Zufallsvektor X = (X, ..., Xq) absolut stetig mit

FxvxaWs - ya) = fxi() - -+ fxa(ya) fiir fast alle (yy, ..., yq) € R%

Das heif$t: die gemeinsame Dichte eines Vektors mit unabhdngigen Komponenten ist das
Produkt der Randdichten.
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BeEwEIS. Wir konnen die Verteilungsfunktion des Vektors (X7, ..., X,;) wie folgt darstellen:
Fx . x,(t1,...,tq) = Fx,(t1) - ... Fx,(ta)

2/1 fxl(yl)dyl’---'/d fxa(ya)dya

:/1 .../d le(yl)fXd(yd)dyldyd

Es folgt aus der Definition der absoluten Stetigkeit, dass fx, (y1)- ... fx,(y4) die Dichte von
(X1,..., X, ist. [

BEISPIEL 8.12.4. Seien die Zufallsvariablen X7, X, unabhéngig und gleichverteilt auf dem

Intervall [0, 1]. Dann kénnen wir die Dichte des Vektors (X7, X») wie folgt bestimmen:
le,Xz (y17y2> = le (?/1) ) sz (y2) = ﬂyle[O,l] ’ 1@/26[0:1] = 1(y17y2)€[0»1]2'

Somit ist der Vektor (X1, X») gleichverteilt auf dem Quadrat [0, 1]2.

8.13. Transformationsformel fiir die Dichte

Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Funktion. Wie bestimmt man
die Dichte von ¢(X)?
SATZ 8.13.1. Seien

(1) X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx.
(2) I C R ein offenes Intervall mit P[X € I] =1, wobei I auch unendlich sein darf.
(3) ¢ : I — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(z) # 0 fir alle x € 1.

Dann ist p(X) eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte
foe) (W) = fx (@™ (W) - [(¢7") ()| fiir fast alle y € o(I).

Dabei ist =1 die inverse Funktion von .

BEWEIS. Wegen ¢'(x) # 0 fiir alle = € [ ist ¢ entweder monoton steigend oder monoton
fallend. Sei 0.B.d.A. ¢ monoton steigend. Die Verteilungsfunktion von ¢(X), an der Stelle
t e pl),ist

Fox)(t) = Plp(X) < 1] =P[X < o~ (t)] = Fx (¢7'(1)) -

Die Dichte von ¢(X) erhalten wir, indem wir die Verteilungsfunktion ableiten:

Faon ) = 2 Faon (1) = Py (67(0) = Fi (¢7(0) (67 (0) = Fx (97 (0)) (7Y (1),

Cdt
0

BEMERKUNG 8.13.2. Fiir monoton fallendes ¢ geht dies analog, jedoch mit |(¢~!)(¢)] an-
stelle von (1) (¢).

BEISPIEL 8.13.3. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und a # 0 und
b € R zwei Konstanten. Bestimme die Dichte von aX + b.
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LOSUNG. Die Funktion ¢(X) = aX + b ist stetig differenzierbar auf I = R. Die Ableitung
ist ¢'(X) = a # 0. Die Umkehrfunktion und ihre Ableitung sind

x—0b

R (O

Nun setzt man das in die Transformationformel ein und erhilt fiir die Dichte von aX + b:

Faxalt) = = - fx (t - b) .

lal a

BEISPIEL 8.13.4. Sei X ~ N(0, 1) standardnormalverteilt und u € R, o > 0 zwei Konstanten.
Die Dichte von Y := p + ¢ X ist, mit der Formel aus dem obigen Beispiel,

1 _(t=w?
e 202

fr(t) =

2mo

Also ist Y ~ N(u, 0?). Umgekehrt folgt aus Y ~ N(u,0?), dass die Zufallsvariable

standardnormalverteilt ist. Mit einer linearen Transformation kann man also eine beliebige
Normalverteilung auf die Standardnormalverteilung zuriickfithren und umgekehrt.

8.14. Faltungsformeln

Seien X7, Xy unabhéngige Zufallsvariablen. Wie bestimmt man dann die Verteilung der Zu-
fallsvariablen

X1,

2

X1+ X, Xi — Xo, X+ Xy,

Zuerst bestimmen wir die Verteilung von X; + Xo.

SATZ 8.14.1 (Faltungsformel fiir diskrete Zufallsvariablen). Seien X, Xy unabhingige Zu-
fallsvariablen. Es seien beide Zufallsvariablen diskret. Dann gilt fiir die Zihldichte von Xy +
X5 die Formel

(8.14.1) Pxi+x2(2) = D px,(y) px,(z —y) fiir alle z € R.
y€lm(X1)

DEFINITION 8.14.2. Die Z&hldichte px,1x, = px, * px, heiit die Faltung der Z&hldichten
px, und px,.

BEMERKUNG 8.14.3. Zur Erinnerung: px,(y) = P[X; = y] ist die Zahldichte von X; und
Im(X;) = {y € R: P[X; = y| # 0} ist die Menge der Werte, die X; annehmen kann.
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BEWEIS VON SATz [8.14.1] Sei z € R. Es gilt dann
Pxi+x,(2) = P[X1 + X5 = 7]
= Z PX: =y, Xy =2 — 1]

y€lm(X1)

= > PXi =y P[Xy=2—y]
y€Im(X1)

= > ) px(z— ).
y€Ilm(X1)

O

SATZ 8.14.4. Es seien X1 ~ Poi(\1) und Xy ~ Poi(\y) unabhdngige, Poisson-verteilte Zu-
fallsvariablen. Dabei sind Ay, Ay > 0 Parameter. Dann ist auch die Summe X1+ X5 Poisson-
verteilt:

Xl + X2 ~ POZ()\l + )\2)
Das heifst: Poi(A1) * Poi(Ag) = Poi(A\ + A2).

BeEwEIs. Fiir alle n € Ny gilt

P[X; + X5 = 1] :ip[xl = k] -P[Xy =n — k]

— o~ (AM1tA2) (AL +A2)"
n! '

Somit ist X1 -+ X2 ~ POI()\l -+ )\2) O

UBUNG 8.14.5. Seien X; ~ Bin(ny, p) und X, ~ Bin(ny, p) unabhingig. Dann gilt
X1 + X5 ~ Bin(ng + na, p).

Das heifit: Bin(nq, p) * Bin(ng, p) = Bin(n; + na, p).

UBUNG 8.14.6. Seien X; ~ NB(ry,p) und X5 ~ NB(ry, p) unabhingig. Dann gilt
X1+ Xo ~ NB(ry + 72, p).

Das heifit: NB(r1, p) * NB(re, p) = NB(ry + 79, p).

Als Spezialfall dieser Aussage ergibt sich
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UBUNG 8.14.7. Seien X1,..., X, ~ Geo(p) unabhiingig. Dann gilt
X;+ ...+ X, ~NB(n,p).
Das heifit: Geo(p) * ... x Geo(p) = NB(n, p).

SATZ 8.14.8 (Faltungsformel fiir absolut stetige Zufallsvariablen). Seien X, X5 unabhdingige
und absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, und fx,. Dann ist auch die Summe
X1 + Xs absolut stetig mit Dichte

(8.14.2) fxi4x,(2) = / fxi () [x, (2 — y)dy fiir fast alle z € R.

R
DEFINITION 8.14.9. Die Dichte fx,+x, = fx, * fx, heiit die Faltung der Dichten fx, und
fX2'

BEMERKUNG 8.14.10. Eine intuitive Erklarung dieser Formel: Damit X; + X5 = 2z ist, muss
X, irgendeinen Wert y annehmen (diesem Ereignis entspricht die Dichte fx,(y)) und dann
muss Xy = z — y gelten (diesem Ereignis entspricht die Dichte fx,(z — y)). Da X; und X,
unabhéngig sind, multipliziert man beide Dichten. Da aulerdem y beliebige Werte annehmen
kann, integriert man zum Schluss iiber y.

BEWEIS VON SATZ [8.14.8| Die rechte Seite der Faltungsformel bezeichnen wir mit g(z),
d.h.

92 = [ F )l — )y
R
Fiir alle ¢ € R gilt mit dem Satz von Fubini (Mafitheorie)

/_too g(2)dz = /_; /]R Fx, () fx, (2 — y)dydz
- /R/; fxi (W) fxo (2 = y)dzdy

-/ / :’ Fs (9) () dudy,

wobei wir die neue Variable u = z — y eingefiihrt haben. Definiere die Menge

BY {(u,y)iu+y <t}

Dann kann man das Integral so darstellen:

/ ' g(2)de = / F () f () dudy = / F e, w1, y) = B{(X,, Xs) € B,

Dabei gilt die Formel fx, (y)fx,(v) = fx, x,(y,u) wegen der Unabhéngigkeit von X; und
X5. Somit haben wir gezeigt, dass

t
/ 9(2)dz = P[X; + Xy < t] = Fx,4x,(t).

Daraus folgt, dass g die Dichte von X; 4+ X5 ist. O
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SATZ 8.14.11. Seien X; ~ N(p1,01) und Xy ~ N(ug,03) normalverteilt und unabhdingig.
Dann ist auch die Summe X; + Xy normalverteilt:

X1+ Xo ~ N(py + iz, 07 + 03).

BEWEIS. SCHRITT 1. Seien zuerst p; = pp = 0 und somit X; ~ N(0,0%) und X5 ~ N(0, 03).
Mit der Faltungsformel ergibt sich

fX1+X2(Z> = / le(y)fXQ(Z - y)dy
1 > :

2,
_%(3724_(202@ )
= e 1 2 Jdy

210109 J_o

2,2 2
2 1 y(al+o'2)—zo'
1 2 o0 —2<
= e 2eitod) e 7102/ of+e] dy.

y(of+03)—20>

Nun fiihren wir eine neue Variable w = ———2—— ein:
01024/ 07+03
2
1 *% 0102 )
fxiax(2) = e ot ———— e 2 dw
2mo109 Vo] +05J-
2
1 R 0109
e Hoitod) 2 . \/21

2mo09 o2+ o2
2
___z
= 1 [ 2(0%+J%) .

V2m\/o? + o3
Also gilt X; + Xy ~ N(0, 0% + 03).

SCHRITT 2. Seien nun X; ~ N(p1,0%) und Xy ~ N(ug,03) normalverteilt mit beliebigen
Parametern. Betrachte die zentrierten Zufallsvariablen X/ := X; — py ~ N(0, %) und X}, :=
Xo—pg ~ N(0,02). Fiir die Zufallsvariablen X und X} haben wir in Schritt 1 bereits gezeigt,
dass X| + X} ~ N(0,0? + 03). Somit gilt

X1+ Xo = (1 + p2) + (X7 + X5) ~ N(iy + 2, 07 + 03).

Spéter werden wir diesen Satz auf einem viel schénerem Weg mithilfe von charakteristischen
Funktionen beweisen. 0

BEISPIEL 8.14.12. Die Dauer eines Telefongespréichs sei eine exponentialverteilte Zufallsva-
riable mit Parameter 1. Betrachte zwei unabhéingig stattfindende Gespriche. Wie ist dann
die Gesamtdauer der beiden Gespriche verteilt?
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LOsuNG. Wir betrachten also zwei unabhéngige Zufallsvariablen X; ~ Exp(1) und Xy ~
Exp(1) und bestimmen die Verteilung von X; + X5. Die Dichten von X; und X5 sind

eV, y>0,

fX1(y):fX2(y):{0 y < 0.

Die Zufallsvariable X + X5 nimmt nur positive Werte an. Sei z > 0. Mit der Faltungsformel
ergibt sich

[xiex(2) = / (W) fxn (2 — y)dy = / e Ve W dy = 6_2/ ldy = ze™~.
R 0 0

Es gilt somit
ze ? z>0,
0, z < 0.

fX1+X2 (Z) = {

UBUNG 8.14.13. Seien X1, ..., X, ~ Exp(1) unabhingig. Dann ist die Dichte von X; + ...+
X, gegeben durch

Lame=2 2>0,
n:

Diese Verteilung nennt man Erlang—Verteilung.

Seien X7, X5 eine unabhéngige Zufallsvariablen. Wir bestimmen die Verteilung des Produkts
X1X5. Sind X7 und X5 diskret, so kann man die Z#hldichte von X; X5 wie folgt berechnen

()= Y. px(W)px (5) , z2#0.

y€lm(X1)\{0}
Sind X; und X, absolut stetig, so gilt fiir die Dichte von X; X, die Formel

fra@ = [ o fa i (g) dy.

o Y]
1

Wir werden diese Formel nicht beweisen, sondern nur erkléren, warum in ihr der Faktor Tl
auftaucht. Sei € > 0 sehr klein. Dann gilt

1
fxix(2) = z P < XXy <z +¢].

Was muss nun geschehen, damit das Ereignis z < X1 Xy < 2z + ¢ eintritt? Zuerst muss X,
irgendeinen Wert y annehmen. Diesem Ereignis entspricht die Dichte fx, (y). Ist nun y > 0,
so muss fiir X5 gelten: z/y < X, < z/y-+¢/y. Dieses Ereignis hat eine Wahrscheinlichkeit von
~ fx,(2/y) - €/y. Analog kommt man im Fall y < 0 auf das Ereignis z/y + ¢/y < Xy < z/y
mit einer Wahrscheinlichkeit von ~ — fx,(z/y) - €/y. Da nun y beliebig sein kann, integriert
man iiber y und erhélt

Pz < X1 Xo <z+¢|l~ e/ mfxl(y)fx2 (5) dy.

Daraus ergibt sich die Formel fiir die Dichte von X;X5.
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Analog kann man zeigen: Sind X; und X, unabhéngig und beide absolut stetig, so gilt fiir
die Dichte von X; /X, die Formel

P pa(2) = / " ol () fa ().

8.15. Transformationsformel fiir den Erwartungswert

Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx. Sei ¢ : R — R eine Borel-Funktion.
Wie bestimmt man dann den Erwartungswert von ¢(X)?

SATZ 8.15.1 (Transformationsformel fiir den Erwartungswert). Sei X eine absolut stetige
Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Borel-Funktion. Dann gilt

(8.15.1) Ep(X) = /OO o(y) fx(y)dy,

—00

falls [ |o(y)| fx(y)dy < oo.

BEMERKUNG 8.15.2. Intuitiv kann man die Formel so verstehen: Die Zufallsvariable X
nimmt einen Wert y mit “Dichte” fx(y) an. Ist X = y, so gilt ¢(X) = ¢(y). Der ent-
sprechende Beitrag zum Erwartungswert ist also ¢(y)fx(y). Da nun y beliebig sein kann,
integrieren wir iiber y.

BEWEIS VON SATZ [8.15.1| SCHRITT 1. Sei zuerst ¢(y) = L1a(y) eine Indikatorfunktion,
wobei A C R eine Borel-Menge ist. Dann nimmt ¢(X) nur die Werte 0 und 1 an und es gilt

Ep(X) =El4(X)=1-P[X € A]+0-P[X ¢ A = P[X € A].

Auf der anderen Seite, gilt

/Oo o(y) fx(y)dy = /Oo La(y)fx(y)dy = /Afx(y)dy =P[X € A].

—00 —

Es folgt, dass Formel (8.15.1)) erfiillt ist.

SCHRITT 2. Sei ¢(y) = > i, a;14,(y) eine Elementarfunktion. Dabei seien A;,..., A, C R
disjunkte Borel-Mengen und ayq, ..., a, € R. Dann gilt

Ep(X)=E

Zaihi (X)] = ZaiE[ﬂAi (X)) = Z aP[X € A,

wobei wir im letzten Schritt das Ergebnis von Schritt 1 benutzt haben. Auf der anderen Seite
gilt

| ewicwis= [ ata@iicwidy =Y ai [ 10y = > aPlx € Al
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wobei wir im letzten Schritt wieder das Ergebnis von Schritt 1 benutzt haben. Also gilt die
Formel (8.15.1]).

SCHRITT 3. Sei nun ¢ > 0 eine beliebige, nichtnegative Borel-Funktion. Wir approximieren
¢ mit Elementarfunktionen. Dazu definieren wir ¢, : R — R wie folgt
n-2"
k—1
only) =) o Lilcp<d T Lowzn:
k=1
Die Folge ¢, hat folgende Eigenschaften:
(1) Fiir alle y € R gilt v, (y) T ¢(y) fir n — co.
(2) Fiir alle w € Q gilt ¢, (X(w)) T (X (w)) fur n — oc.
Der Satz von der monotonen Konvergenz (Mafitheorie) ergibt dann
(1) [ en()fx(w)dy — [ (y)fx(y)dy fiir n — oo.
(2) Epp(X) — Ep(X) fir n — oo.
Hier gilt [ ¢n(y)fx(y)dy = Ep,(X) nach Schritt 2 (denn ¢, ist eine Elementarfunktion),
also sind die Terme [ (y)fx(y)dy und E¢(X) auch gleich und die Formel (8.15.1) gilt.

SCHRITT 4. Sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-Funktion mit [ |¢(y)|fx(y)dy < co. Wir
schreiben dann

=9+ — P,
wobei ¢, und ¢_ der positive bzw. der negative Anteil von ¢ ist:
() = e(y), falls p(y) 20, () =1 falls ¢(y) > 0,
o, falls ¢(y) < 0; 7 eyl falls (y) <0,

Es gilt ¢, >0 und ¢_ > 0. In Schritt 3 haben wir gezeigt, dass

Ep. (X) = / o) fxW)dy < oo, Ep_(X) = / o (9) Fx (y)dy < oo,

Dabei sind beide Erwartungswerte endlich wegen der Annahme [ |¢(y)|fx(y)dy < oo. Wir
bilden die Differenz:

E[p(X)] = Elps (X) — p_(X)] = / (02 (8) — - () Fx(y)dy = / o) fx (y)dy.
Somit gilt die Formel . O

BEISPIEL 8.15.3. Mit ¢(y) = y erhalten wir die Formel

EX = /_OO yfx(y)dy.

Etwas allgemeiner, mit ¢(y) = y™ erhalten wir

E[X"] = /_OO y" fx(y)dy.

o0

Die Zahlen EX, E[X?], E[X?3],... nennt man auch Momente von X.

BEISPIEL 8.15.4. Sei X ~ Exp(1). Bestimme E[X™].
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LOsuNG. Die Dichte von X ist fx(y) = eV fiir y > 0. Dann gilt:

E[X"]Z/ y"fx(y)dyz/ y"e Ydy = nl.
0 0

BEMERKUNG 8.15.5. Eine &hnliche Transformationsformel gilt auch fiir diskrete Zufallsva-
riablen: ist X diskret, so haben wir

falls 3~ crmex) l9 (W) Ipx (y) < oo.

8.16. Multiplikativitit des Erwartungswerts

Sind X : Q@ 5 Rund Y : Q — R zwei (moglicherweise abhéingige) integrierbare Zufallsvaria-
blen, so ist die Summe X + Y ebenfalls integrierbar und es gilt

E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Dies ist eine der Eigenschaften des Lebesgue-Integrals. Nun beweisen wir, dass eine dhnliche
Formel auch fiir das Produkt gilt, wenn man zusétzlich voraussetzt, dass die Zufallsvariablen
unabhéngig sind.

SATZ 8.16.1. Die Zufallsvariablen X,Y : 0 — R seien integrierbar und unabhdngig. Dann
15t auch XY integrierbar und es gilt

(8.16.1) E[XY] = (EX) - (EY).

BEWEIS. SCHRITT 1. Wenn die Zufallsvariablen nur endlich viele Werte annehmen, haben
wir diesen Satz bereits im Kapitel iiber den Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen
bewiesen.

SCHRITT 2. Annahme: Seien X (w) > 0 und Y (w) > 0 fiir alle w € 2. Dann existieren zwei
Folgen von Zufallsvariablen X,,,Y,, : Q2 — R mit den Eigenschaften:

(1) Fiir jedes w € Q gilt X, (w) T X(w) fiir n — co.

(2) Fiir jedes w € Q gilt Y, (w) 1Y (w) fir n — oc.

(3) Fiir jedes w € 2 gilt X,,(w) >0, Y,(w)>0.
(4) X,, und Y,, nehmen nur endlich viele Werte an.

Beispielsweise kann man X,, und Y,, so konstruieren: X,, = f,,(X) und Y,, = f,(Y) mit

fn(2)

1k71§2§£ +n- ILZZTL'

Damit gilt dann fiir alle w € €Q:

Xp(w) - Y, (w) T X(w) - Y(w) fiir n — oo.
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Da die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind, sind auch X,, = f,(X) und Y,, = f,.(Y)
unabhéngig. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt, dass

E[XY] = lim E[X, - Y,]

n—oo

= lim E[X,] - E[Y,]
n—oo

= lim E[X,] - lim E[Y,,]
n—oo n—oo

= E[X] - E[Y].

Dabei haben wir benutzt, dass E[X,, - Y, ] = E[X,] - E[Y},]. Dies wurde in Schritt 1 gezeigt,
denn X,, und Y,, nehmen nur endlich viele Werte an. Also gilt die Formel (8.16.1J).

SCHRITT 3. Seien nun X,Y : Q — R unabhéngig und integrierbar. Dann sind |X| und |Y|
nichtnegativ und wir kénnen Schritt 2 anwenden:

E|IXY|=E[X|-|Y|] =E|X]|-E|Y| < cc.
Also ist XY integrierbar. Nun schreiben wir X = X* — X~ und Y =Y — Y~ mit

X+ ) = {X(w), X(w) >0, X-() = {0, X(w) >0,

0, X(w) <0, | X(w)], X(w) <0,
vy JY(w), Y(w) =0, _, )0, Y(w) >0,
Viw) = {o, Y(w) <0, VW) = {|Y(w)|, Y(w) < 0.

Da X und Y unabhéngig sind, gilt auch

(1) X* und Y sind unabhéngig.

(2) Xt und Y~ sind unabhéngig.

(3) X~ und Y sind unabhéngig.

(4) X~ und Y~ sind unabhéngig.
Danun X, Y ™", X~ Y™ alle nichtnegativ sind, kénnen wir auf diese Zufallsvariablen Schritt 2
anwenden:

EXY]=E[(XT - X )Y -Y)]
=EXTY" - XY - XTY +X Y]
=E[XTYT]-E[X V'] -E[X'Y | +E[X Y]
=E[XT| E[YT|-E[X | EYf|-E[XT]| - E[Y |+E[X | E[Y]
=E[X"-X]-E[Y"-Y"]
=E[X]-E[Y]
Also gilt die Formel E[XY] = E[X] - E[Y]. O

94



KAPITEL 9

Varianz und Kovarianz

9.1. Varianz

DEFINITION 9.1.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine Zufalls-
variable. Wir benutzen die Notation

(1) X € L', falls E[|X|] < oc.

(2) X € L2, falls E[X?] < co.

LEMMA 9.1.2. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R zwei Zufallsva-
riablen. Dann gilt:

(1) X, Yel?=X+Y el

(2) X el*aceR=aX € L°

B) Xel*=Xel

BEWEIS VON (1). Seien X,Y € L?, also E[X?] < oo, E[Y?] < oo. Aus der Ungleichung
(X +Y)? <2X?+2Y? folgt, dass

E[(X + Y)?] < 2E[X?] + 2E[Y?] < oo.
Somit gilt X +Y € L. O

BEWEIS VON (2). Sei X € L? also E[X?] < oco. Es folgt, dass E[(aX)?] = ¢’E[X?] < oo,
somit aX € L2 O

BEWEIS VON (3). Sei X € L2, also E[X?] < co. Es gilt die Ungleichung | X| < X1 also

E[\Xy]SE{X2+11:E[X—T+1<oo. |

2 2 2
Somit ist X € L. O

DEFINITION 9.1.3. Sei X € L% Die Varianz von X ist:
Var X = E[(X — E[X])?] < 0.
Die Standardabweichung von X ist:

o(X)=+vVarX.

BEMERKUNG 9.1.4. Die Varianz beschreibt die erwartete quadratische Abweichung einer
Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert. Wird X in irgendwelchen physikalischen Einhei-
ten, etwa in Metern, gemessen, so wird Var X in Quadratmetern gemessen. Deshalb fiihrt
man die Standardabweichung von X ein. Diese wird dann wieder in Metern gemessen, hat
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also die gleichen Einheiten wie X. Die Standardabweichung und die Varianz beschreiben, wie
stark die Zufallsvariable um ihrem Erwartungswert streut. Fiir eine konstante Zufallsvariable
X = c gilt zum Beispiel, dass Var X = ¢(X) = 0, da es in diesem Fall gar keine Streuung
gibt.
SATZ 9.1.5. Fiir jede Zufallsvariable X € L? gilt die Formel:

Var X = E[X?] — (E[X])%.
BEMERKUNG 9.1.6. Es gilt Var X > 0. Als Korollar erhalten wir, dass (E[X])? < E[X?].

BEWwWEIS. Wir benutzen die Linearitit des Erwartungswerts:
Var X = E[(X — EX)?]
E[X? - 2X -EX + (EX)?
=E[X? - E[2EX - X] + E[(EX)?]
E[
E[

X? - 2EX -EX + (EX)?
X°] - (EX)™
Dabei haben wir benutzt, dass EX eine Konstante ist. 0]

BEISPIEL 9.1.7. Sei X ~ U|0, 1] gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]. Wir berechnen Var X.

LOSUNG. Die Dichte von X ist

1, yelo, 1],
Ix(y) = {07 y ¢ [0,1].

Wir berechnen EX:
1

1
EX = /yfx(y)dy = /ydy =3
R 0
Wir berechnen E[X?] mit der Transformationsformel fiir den Erwartungswert:
/ 1
E[X?] = /yzfx(y)dy = /y2dy =3

R 0

1 1\*> 1
X=-—(2) ==,
VarX =3 (2) 12
1

Fiir die Standardabweichung ergibt sich o(X) = NGV

Somit erhalten wir

SATZ 9.1.8. Sei X € L? eine Zufallsvariable und a,b € R Konstanten. Dann gilt:
(1) Var(aX +b) = a® Var X.
(2) o(aX 4+b) = |alo(X).
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BEWEIS VON (1). Wir benutzen die Linearitét des Erwartungswerts:
Var(aX+b) = E[(aX +b—E(aX+b))?] = E[(aX +b—aEX —b)’] = E[a*(X—EX)?] = a® Var X.
0

BEWEIS VON (2). o(aX +b) = /Var(aX +b) = Va2 Var X = |a|o(X). O

BEISPIEL 9.1.9. Sei X ~ Ula,b] gleichverteilt auf einem Intervall [a,b]. Es gilt EX = 2k,
Wir berechnen Var X.

LOsuNG. Wir haben die Darstellung X = (b —a)Y + a, wobei Y ~ U|0, 1].

)2
Var X = Var((b—a)Y +a) = (b—a)*VarY = (b 12@) .

Fiir die Standardabweichung ergibt sich o(X) = i’/_—l%

BEMERKUNG 9.1.10. Die Varianz einer Zufallsvariable ist immer > 0. Fir eine konstante
Zufallsvariable X = ¢ gilt Var X = 0. Kénnen wir die Umkehrung dieser Aussage beweisen?
Sei X eine Zufallsvariable mit Var X = 0. Dann kann man behaupten, dass P[X = EX]| = 1.
Das heifit: die Zufallsvariable X ist fast sicher konstant. Wir werden das spéater mit Hilfe
der Tschebyscheff-Ungleichung beweisen.

SATZ 9.1.11. Sei X ~ N(p,0?) normalverteilt mit Parametern (u,0?). Dann gilt EX = u
und Var X = o2.

BEWEIS. Zuerst betrachten woir den Fall 1 = 0, 02 = 1. Die Dichte von X ist dann
1
fx(y) = eV

V2m ’
Fiir den Erwartungswert erhalten wir

1 )
EX = /yfx(y)dy = —E/ye‘y Pdy =0,
R 27T R

da die Funktion ye‘yQ/ 2 ungerade ist. Fiir die Varianz erhalten wir

Var X = E[X?] — (EX)? = / o fx(y)dy = \/LQ_W / LoV 2y
R

R

y € R.

Um dieses Integral zu berechnen, benutzen wir partielle Integration:

oo

—l—/e‘yQ/?dy =1.

—00

1 2 1 2
Var X = — —e VY dy = —— | —ye V2
o / yl Jdy = ——| v
R
Sei nun X ~ N(u,0?) normalverteilt mit beliebigen Parametern (u, 2). Dann haben wir die
Darstellung X = oY + p, wobei Y ~ N(0,1). Es gilt dann
EX =E[oY +u|=pu
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und

Var X = Var(oY + u) = o* VarY = o°.
Fiir die Standardabweichung ergibt sich iibrigens o(X) = o (wobei wir immer annehmen,
dass 0 > 0). O

SATZ 9.1.12. Sei X ~ Poi(\) Poisson-verteilt mit Parameter X\ > 0. Dann gilt EX =
Var X = .

BeEwEIS. Wir haben bereits gezeigt, dass EX = A. Wir berechnen Var X. Betrachte zunéchst

o0

EX(X —1)] =) k(k—1)-P[X =k
k=0
[e’e] - )\k
- ;k(k: —1)e AH
g 0 )\ku
=<7 kz_; (k—2)!
— o M)\2)

=A%
Fiir E[X?] gilt dann
E[X?] =EX(X - 1)] +EX = A2 + \.
Fiir die Varianz erhalten wir
Var X = E[X?] — (E[X?])> = M+ A=\ = X

9.2. Kovarianz und Korrelationskoeffizient

DEFINITION 9.2.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y :  — R zwei Zu-
fallsvariablen mit X,Y € L?. Dann ist die Kovarianz von X und Y wie folgt definiert:

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].
BEMERKUNG 9.2.2. Cov(X, X) = Var X.

BEMERKUNG 9.2.3. Wir zeigen, dass die Kovarianz wohldefiniert ist. Seien X,Y € L?. Nach
Lemma [9.1.2] existieren EX und EY. Aulerdem gilt dann

X=X-EXeLl’undY =Y -EY € L*.
Wir zeigen, dass E[XY] existiert. Es gilt

s X2 }72
XV < =
Daraus folgt, dass
~ ~ 1
B[ X7 < ; (E[X2] +E[Y2]) < 0



Somit ist die Zufallsvariable XY = (X — EX)(Y — EY) integrierbar und die Kovarianz
existiert. 0

SATZ 9.2.4. Seien X,Y € L?. Dann gilt:
Cov(X,Y) =E[XY]-E[X]-E[Y].

BEWEIS. Wir benutzen die Linearitdt des Erwartungswerts:

Dabei haben wir EX und EY wie Konstanten behandelt. O

BEMERKUNG 9.2.5. Fiir die Berechnung der Kovarianz kann man folgende Formeln benutzen:
(1) Fir X,Y diskret:
EXY]= Y st-PX=5Y=t].

s€lm X
telmY

(2) Fiir X,Y absolut stetig mit gemeinsamer Dichte fx y:

E[XY] = st- fxy(s,t)dsdt.
/]

SATZ 9.2.6. Seien X,Y € L? Zufallsvariablen und a,b,c,d € R Konstanten. Dann gilt:
Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y).

BEwEISs. Ubungsaufgabe. U

Fiir die Kovarianz gelten dhnliche Rechenregeln wie fiir das Skalarprodukt.
SATZ 9.2.7. Seien X1,...,Xn, Y1,..., Y € L? Zufallsvariablen und ay, ..., an,b1,..., by €
R Konstanten. Dann gilt:
Cov(iar X1+ ...+ a, X, Y1+ ...+ b, Y) = Z Z a;b; Cov(X;,Y)).
i=1 j=1

BewErs. Ubungsaufgabe. 0

SATz 9.2.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien X,Y € L? Zufallsvariablen. Dann gilt

EXY]| < VE[X?VE[Y?].
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BEMERKUNG 9.2.9. Zum Vergleich: Fiir zwei Vektoren x,y € R? gilt die Ungleichung
[(z,9)] =[] - [y] - [cos(9)| < |zlly| = v/ (=, 2)V/(y, v).
BEWEIS VON SATZ[9.2.8] Fiir beliebige Konstante a € R gilt
0 <E[(aX +Y)?] = E[a’X? + 2aXY +Y?] = ’E[X?] + 2¢E[XY] + E[Y?].
Die rechte Seite ist eine quadratische Funktion von a. Diese Funktion ist fiir alle a nichtne-
gativ. Die Diskriminante D muss somit < 0 sein:
D = 4(E[XY))? — 4E[X?] -E[Y?] < 0.
Das beweist die Behauptung. 0

KOROLLAR 9.2.10. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L?* gilt
| Cov(X,Y)| < vVVar XV VarY.

BEWEIS. Betrachte die zentrierten Zufallsvariablen X := X —EX € L2 und YV =Y -EY €
L?. Nun wenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Zufallsvariablen X und Y an:

Cov(X,Y) = E[XY] < \/E[X2]\/E[Y?] = V/Var XVVar Y.
O

DEFINITION 9.2.11. Seien X,Y € L? zwei Zufallsvariablen. Der Korrelationskoeffizient von
X und Y ist
Cov(X,Y)

Vv Var X+/VarY

Dabei nehmen wir an, dass X und Y nicht fast sicher konstant sind, so dass Var X # 0 und
VarY # 0.

BEMERKUNG 9.2.12. Aus Korollar folgt, dass |p(X,Y)| < 1. Der Korrelationskoef-
fizient ist ein Mafl fiir den linearen Zusammenhang zwischen X und Y. Spéter werden wir
zeigen, dass der Korrelationskoeffizient genau dann +1 ist, wenn zwischen X und Y ein
linearer Zusammenhang besteht, d.h., wenn Y = aX + b.

p(X,Y) =

BEMERKUNG 9.2.13. Seien a, b, c,d € R und a,c > 0. Dann gilt:
plaX +b,cY +d) = p(X,Y).
BEMERKUNG 9.2.14. p(X, X) =1, p(X,-X) = —1.

DEFINITION 9.2.15. Zwei Zufallsvariablen X,Y € L? heilen unkorreliert, wenn Cov(X,Y) =
0 (und somit auch p(X,Y) = 0).

SATZ 9.2.16. Seien X,Y € L? unabhingig. Dann sind X undY unkorreliert, d.h. Cov(X,Y) =
0.

Bewels. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt E[XY]| = E[X] - E[Y]. Wir erhalten
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X] - E[Y] = 0.
Somit sind X und Y unkorreliert. O
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BEISPIEL 9.2.17. Unabhéngige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung dieser
Aussage gilt jedoch nicht. Sei (X,Y") ein Vektor, der gleichverteilt auf dem Einheitskreis

A={(ts):t?+s* <1}
ist. Wir behaupten, dass Cov(X,Y) = 0 und dass dennoch X und Y abhéngig sind.

LOSUNG. Die gemeinsame Dichte von (X,Y") ist

Ixy(t,s) = %]lA(t, s).

Die Randdichten (d.h. die Dichten von X und Y') sind
2
Ix(t) = fy(t) = —V 1 — 21«1

Wegen Symmetrie sind die Erwartungswerte von X und Y gleich 0:

1
2

EX:EY:—/t\/l—tht:O
T

-1

Nun berechnen wir E[XY]:

1
E[XY] = /tsfxy(t, s)dtds = — /R2 tsla(t,s)dtds = 0.

™
A

Dabei ist das Integral gleich 0, da sich die Funktion ¢ts1 4(¢, s) bei der Transformation (¢, s) —
(—t,s) in —tsl 4(t, s) verwandelt. Somit sind X und Y unkorreliert: Cov(X,Y") = 0.

Und doch sind X, Y abhéngig, denn wéren X und Y abhéngig, dann miisste die gemeinsame
Dichte fxy(t,s) mit dem Produkt der Randdichten fx(t)fx(s) fiir alle (¢, s) auBlerhalb einer
Menge vom Lebesgue-Maf} 0 iibereinstimmen. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn

Frorltss) = Ta(t.8) 2 (2) VIZEVI= P caper = f5(0) - (o)

zum Beispiel fiir alle (¢,s) mit [t| < 1,]|s|] < 1 und #* + s> > 1. Somit sind X und Y
unkorreliert, aber abhéngig.

SATZ 9.2.18. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L? gilt
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
BEWEIS. Mit X := X —EX und Y =Y — EY gilt
Var(X +Y) =E[(X —EX) + (Y —EY))?
=E[(X +Y)’]
= E[X? + 2E[XY] + E[Y?]
= Var(X) 4+ 2Cov(X,Y) + Var(Y).
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KOROLLAR 9.2.19. Fiir unabhdingige Zufallsvariablen X,Y € L? gilt
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
BEMERKUNG 9.2.20. Zum Vergleich: Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L! gilt
E[X +Y] =E[X]+E[Y].
BEMERKUNG 9.2.21. Fiir beliebige X1,..., X, € L? gilt

Var(Xy + ...+ X,) = » Var(X;)+2 > Cov(X;, X;).
=1

1<i<j<n

Fiir unabhingige X1,..., X, € L? gilt sogar
Var(Xy + ...+ X,) = »_ Var(X;).
i—1

BEISPIEL 9.2.22. Sei X ~ Bin(n, p) binomialverteilt mit Parametern n, p. Berechne Var X.

LOSuNG. Wir kénnen X als die Anzahl der Erfolge in einem n-fachen Bernoulli-Experiment
auffassen. Wir haben also die Darstellung X = X; 4+ ... + X,,, wobei

1, Erfolg beim i-ten Experiment,
X, = 1=1,...,n.

0, sonst,
Dabei sind X7, ..., X,, unabhéingig mit P[X; = 1] = p und P[X; = 0] = 1 — p. Fiir jedes X;
gilt
EX;]=1-p+0-(1—p)=p
und
Var X; = E[X7] - (E[X)])* = E[X;] — (E[X)])* = p(1 - p).

Fiir die Varianz von X erhalten wir (wegen der Unabhéngigkeit von X7, ..., X},)

Var X = Var(X; + ...+ X,,) = Var(X3) + ... + Var(X,,) = np(1 — p).

BEMERKUNG 9.2.23. Die maximale Varianz wird angenommen, wenn p = % Die minimale
Varianz tritt ein, wenn p = 0 oder p = 1. (In diesem Fall ist X konstant und Var X = 0).

Im néchsten Satz zeigen wir, dass der Korrelationskoeffizient genau dann gleich +1 ist, wenn
es einen linearen Zusammenhang zwischen X und Y gibt. Dabei entspricht der Wert +1
einem positiven Zusammenhang und —1 einem negativen Zusammenhang.

SATZ 9.2.24. Seien X,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen mit X,Y € L? und Var X # 0,
VarY # 0. Es gilt:

(1) p(X,Y) =+1 = es existieren a > 0 und b € R mit P[Y = aX +b] = 1.

(2) p(X,Y) = —1= es existieren a < 0 und b € R mit P[Y = aX +b] = 1.

BEWEIS VON (1). Sei p(X,Y) = 1. Definiere

o= YVAY o db—EY - aEX €R.

v Var X
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Definiere die Zufallsvariable A =Y — (aX + b). Wir zeigen, dass P[A = 0] = 1. Es gilt
A=Y -EY)-a(X —EX)=Y —aX.
Somit ist E[A] = EY — aEX = 0. Weiterhin gilt
Var A = E[A?]
_E[Y? - 20XV 4 a2X?
= VarY —2aCov(X,Y) + a* Var X

vVarY VarY
=VarY —2 -VVar X -vVVarY + -Var X
v/ Var X Var X

Somit gilt P[A = EA] =1, also P[A =0] = 1.
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KAPITEL 10

Gesetz der grof3en Zahlen

10.1. Zwei Beispiele

BeispiEL 10.1.1. Wir betrachten ein Bernoulli-Experiment, das unendlich oft wiederholt
wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg sei p. Die Zufallsvariable, die den Ausgang des
1-ten Experiments beschreibt, ist:

X — 1, falls Experiment ¢ Erfolg,
e 0, sonst.

Die Anzahl der Erfolge in den ersten n Experimenten ist S, = X; + ...+ X,,. Dann kann
man erwarten, dass

S
— — p.

n n—oo

Dies ist ein Spezialfall des sogenannten Gesetzes der groflien Zahlen.

BEISPIEL 10.1.2. Ein fairer Wiirfel wird unendlich oft geworfen. Die Zufallsvariable X; sei die
Augenzahl bei Wurf 7. Mit S,, = X; + ...+ X,, bezeichnen wir die Summe der Augenzahlen
der ersten n Wiirfe. Der Erwartungswert von X ist

1
]E[XZ]—E-(l—i—.. +6) =35
Man kann dann erwarten, dass
S
— — 3.5.
n n—oo

Dies ist ein anderer Spezialfall des Gesetzes der groflen Zahlen.

In beiden Aussagen geht es um Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen. Damit wir das
Gesetz der groflen Zahlen formulieren konnen, miissen wir definieren, was wir unter einer
solchen Konvergenz verstehen. Es stellt sich heraus, dass es viele verschiedene Konvergenz-
begriffe fiir Folgen von Zufallsvariablen gibt. Vier dieser Begriffe ( Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit, Konvergenz in LP, fast sichere Konvergenz, Konvergenz in Verteilung) werden im
Folgenden behandelt.

10.2. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und L?-Konvergenz

DEeFINITION 10.2.1. Eine Folge von Zufallsvariablen Z;,Z;,... : @ — R konvergiert in
Wahrscheinlichkeit (oder stochastisch) gegen eine Zufallsvariable Z : Q — R, wenn fiir alle
e > 0 gilt:

lim P{w e Q:|Z,(w) — Z(w)| > €}] =0.

n—oo
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In einer vereinfachten Schreibweise:

lim P[|Z, — Z| > ¢] = 0.

n—o0

P
BEZEICHNUNG: Z, — Z.

n—oo

DEFINITION 10.2.2. Eine Folge von Zufallsvariablen Z;, Z,... : 2 — R konvergiert in L?
(oder im quadratischen Mittel) gegen eine Zufallsvariable Z : Q — R, wenn Z,, € L?, Z € L?
und

lim E[(Z, — Z)*] = 0.

n—o0

L2
BEZEICHNUNG: Z, — Z.

n—oo
Im Folgenden werden wir zeigen, dass aus der L2-Konvergenz die stochastische Konvergenz

folgt, jedoch nicht umgekehrt.

10.3. Ungleichungen von Markow und Tschebyschew

LEMMA 10.3.1. Set Z > 0 eine Zufallsvariable. Dann g¢ilt fir alle a > 0:
EZ
P[Z > a] < —.
a

BEWEIS. Fiir die Zufallsvariable Z gilt:

Z(w) > a, falls Z(w) > a,
0, falls Z(w) < a.
Mit anderen Worten, Z > a - 1;z>,y. Fiir den Erwartungswert von Z gilt somit:
EZ Z E[CL . IL{Zza}] =a- E[H{Zza}] =a- P[Z Z CL].

Durch Umformen erhélt man die Ungleichung im Lemma. U

SATz 10.3.2 (Tschebyschew-Ungleichung). Sei X € L? eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir

alle a > 0:
Var X

a2
BEWEIS. Da Z := (X — EX)? > 0, folgt mit Lemma [10.3.1}
E[(X —EX)? VarX

2 2

P[|X —EX|>ad] <

P[(X —EX)*> > d’] <

a a

Die Ungleichung (X —EX)? > a? gilt genau dann, wenn |X — EX| > a. Damit erhilt man
die Tschebyschew-Ungleichung. U

SATZ 10.3.3 (Markow-Ungleichung). Sei Z > 0 eine Zufallsvariable und f : [0, 00) — [0, c0)
eine monoton steigende Funktion. Dann gilt fir alle a > 0:
E[f(2)]

f(a)

P[Z > a] <
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BEWEIs. Da f monoton steigend ist, gilt fiir die Wahrscheinlichkeit:

E[f(Z)]
PZ>al =P f(Z)> fla)] < ——=.
2> a = PIf(2) = fl0)] < =L
Die letzte Ungleichung erhélt man aus Lemma indem man dort f(Z) anstelle von Z
einsetzt. U

BEISPIEL 10.3.4. Mit f(a) = a?, wobei p > 0, erhélt man die Ungleichung
E[ZP]

aP

P[Z > a] <

SATZ 10.3.5. Seien Zy, Zs, ... und Z Zufallsvariablen mit Z, 5 Z. Dann gilt: Z, Ry

BEWEIS. Aus Z, Ny folgt mit der Definition der L2-Konvergenz, dass
lim E[(Z, — Z)*] — 0.

n—o0 n—o0

Sei ¢ > 0. Mit dem obigen Beispiel (mit p = 2) erhalten wir

E[(Z, — Z)?
]P’[|Zn—Z]25]§M — 0.
£ n—oo
Wir haben gezeigt, dass
lim P||Z, —Z| >¢] =0
n—oo
und somit 7, Ly ]

10.4. Schwaches Gesetz der groflen Zahlen

SATZ 10.4.1 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Seien Xi, Xo,...: Q — R unabhdingige
Zufallsvariablen mit EX; = p und Var X; = o2 fiir alle 1 € N. Dann gilt:

Xi+...+X, 2P
AN

n n—oo

Das heifit, das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen X1, ..., X, konvergiert in L* bzw.
in Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert.

BEWEIS. Sei S,, = X; +...+ X, die Summe der ersten n Zufallsvariablen. Dann gilt fiir den
Erwartungswert und die Varianz der Summe

ES, = np und Var S, = no?,

wobei im Fall der Varianz benutzt wird, dass die Zufallsvariablen unabhéngig sind. Wir
zeigen zuerst die L?-Konvergenz:
(&, )2 (%—E&)z
—_— u —
n n

E =E
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2
Daraus fogt % N 1. Und mit Satz [10.3.5| folgt nun auch die stochastische Konvergenz:

ﬁiu. [l

n nosoo

BEISPIEL 10.4.2. Ein fairer Wiirfel wird unendlich oft geworfen. Es sei .S,, die Augensumme
nach n Wiirfen, also S,, = X1 +...4+ X,,, wobei die Zufallsvariable X; die Augenzahl im i-ten
Wurt beschreibt. Der Erwartungswert eines Wurfes ist u = 3.5. Mit Satz folgt nun

Sn
on P35

n n—oo

Man kann entsprechend der Definition der stochastischen Konvergenz z.B. mit ¢ = 0.01 das
folgende Ergebnis erhalten:

lim P [3.49 < 2% < 3.51| = 1.
n—oo n

Die Wahrscheinlichkeit, dass die mittlere Augenzahl aulerhalb des Intervalls (3,49, 3,51)
liegt, geht gegen 0, wenn die Anzahl der Wiirfe gegen oo geht.

BEMERKUNG 10.4.3. Das Wort “schwach” in der Bezeichnung “schwaches Gesetz der grofien
Zahlen” bezieht sich auf die Art der Konvergenz (in Wahrscheinlichkeit oder L?). Im folgen-
den werden wir stirkere Versionen des Gesetzes der groflen Zahlen beweisen.

10.5. Fast sichere Konvergenz

DEFINITION 10.5.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Ereignis A € F heifit
ein fast sicheres Ereignis, wenn P[A] = 1.

DEFINITION 10.5.2. Ein Ereignis B € F heifit ein fast unmdgliches Ereignis (oder ein Nul-
lereignis), wenn P[B] = 0.

BEeispIEL 10.5.3. Das Ereignis 2 ist fast sicher (und in Wirklichkeit, sogar sicher). Das
Ereignis () ist fast unmdoglich (und in Wirklichkeit, sogar unméglich). Das Komplement ei-
ner fast sicheren Ereignisses ist fast unmoglich und umgekehrt, das Komplement eines fast
unmoglichen Ereignisses ist fast sicher.

BEMERKUNG 10.5.4. Man geht davon aus, dass ein Nullereignis in der Praxis nicht beobach-
tet werden kann. Es kann zwar sein, dass es im Wahrscheinlichkeitsraum gewisse Ausgénge
gibt, die zum Eintreten dieses Ereignisses fithren, diese bilden allerdings eine so “kleine”
Menge, dass man diese Ausgénge nicht beobachten kann, egal, wie oft man das Experiment
wiederholt. Analog geht man davon aus, dass ein fast sicheres Ereignis bei jeder Ausfithrung
des Experiments beobachtet wird.

BEMERKUNG 10.5.5. Eine Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullereignissen ist ein Nullereig-
nis (auch dann, wenn die Ereignisse nicht disjunkt sind). Ein Schnitt von héchstens abzéahlbar
vielen fast sicheren Ereignissen ist wieder ein fast sicheres Ereignis. Diese Aussagen gelten
allerdings nicht fiir iiberabzdhlbare Schnitte bzw. Vereinigungen.

BEISPIEL 10.5.6. Man betrachte einen idealen Zufallsgenerator, der eine im Intervall [0, 1]
gleichverteilte Zahl erzeugt. Die Grundmenge dieses Experiments ist 2 = [0, 1], F = Bjg 1
ist die Borel-o-Algebra auf [0, 1] und P = X ist das Lebesgue-Ma$.
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Es sei B = {q1,¢2,...} C [0,1] ein Ereignis, das aus abzdhlbar vielen Ausgéingen besteht.
Zum Beispiel, kann man das Ereignis

B=QnN|[0,1] = “es wurde eine rationale Zahl erzeugt”

betrachten. Fiir jedes ¢; ist P[¢;] = 0 und somit, mit der o-Additivitét,

= ZP[%] =0

Daraus folgt, dass B fast unmoglich ist. Ein idealer Zufallsgenerator erzeugt also nie eine
rationale Zahl. Natiirlich erfiillt kein realer Zufallsgenerator (z.B. in einem Rechner) diese
Anforderung. Im Gegenteil: Ein realer Zufallsgenerator erzeugt nur Zahlen mit einer endli-
chen Dezimaldarstellung, also nur rationale Zahlen.

Es sei nun A = [0, 1]\ B ein Ereignis, das ein Komplement einer abzidhlbaren Menge ist. Zum
Beispiel kann man das Ereignis

= [0, 1]\@Q = “es wurde eine irrationale Zahl erzeugt”

betrachten. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von A: P[A] = 1 —-P[B] = 1—0 = 1. Daraus
folgt, dass A fast sicher ist. Ein idealer Zufallsgenerator erzeugt also nur irrationale Zahlen.

DEFINITION 10.5.7. Eine Folge von Zufallsvariablen Z;, Z,,... : € — R konvergiert fast
sicher gegen eine Zufallsvariable Z : ) — R, wenn:

P{w e Q: lim Z,(w) = Z(w)}] = 1.
n—oo
In einer vereinfachten Schreibweise:

P[hm Zn:Z] ~ 1.

n—00

BEZEICHNUNG: Z, 22 7 oder lim,, .o Z, = Z £

n—oo

BEMERKUNG 10.5.8. Damit diese Definition Sinn macht, muss man zeigen, dass das Ereignis
A={weQ: lim Z,(v) = Z(w)}
n— o0
messbar ist. Wir zeigen also, dass A € F. Die Gleichheit lim,, ., Z,(w) = Z(w) gilt genau
dann, wenn fiir alle € > 0 ein k € N existiert, so dass fiir alle n > k:
| Zn(w) = Z(w)| <e.

Man kann sich auch nur auf Werte ¢ = % mit m € N einschranken. Dann kann man A
folgendermaflen beschreiben:

A:{wEQ:VmGNEIkGNVnZk:|Zn(w)—Z(w)|§l}

=N Un {we@ <w>—Z<w>|s%}.

meN keN n>k

Dabei haben wir V durch (] und 3 durch | ersetzt. Da |Z,, — Z| eine messbare Funktion ist,
sind alle Mengen der Form

{w €0 |Zu(w) — Z(w)| < i}

m
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messbare Ereignisse. Da die messbaren Ereignisse eine o-Algebra bilden, sind auch beliebige
abzéhlbare Schnitte und Vereinigungen dieser Mengen messbar, also auch A. Es folgt, dass
AeF.

SATZ 10.5.9. Seien Z1, Zs, ... und Z Zufallsvariablen mit Z, L% 7. Dann qilt: Z, ey

n— o0 n—oo
BEWEIS. Es gelte, dass Z, % 7 Dann hat das Ereignisses
n—o0
A={we: lim Z,(w) = Z(w)}

n—oo

Wahrscheinlichkeit P[A] = 1. Sei £ > 0. Wir definieren Ereignisse
Ay ={weQ:Vn>k:|Z,(w) — Z(w)| <€}, ke N.
Es gilt A C UgenAg. Aus 1 = P[A] < P[UgenAg] folgt, dass
PlUgenAx] = 1.
AuBerdem gilt A; C Ay C A3z C .... Mit der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafles folgt
lim P[Ag] = PlUgen4] = 1

k—o0

Es ist nun

kh_)rgOIP’HZk —Z|<¢|= ]}LIEO]P[{W €N |Z1(w) — Z(w)] <e}] > lim P[4;] =

k—o0

Also ist limy_,o P[|Z, — Z| > €] = 0. Daraus folgt Z, a4 O

n—o0

BEISPIEL 10.5.10. Aus Z, —> Z folgt nicht Z, % 7. Das zeigen wir an einem Beispiel.

n—oo
Die Zufallsvariablen 7, Zg, ... seien unabhingig mit

Dabei sei a € (0,1] ein Parameter.

(1) Es gilt Z, -+ 0, denn fiir alle £ > 0 gilt
n—oo

1
P(|Z,] > €] <P[Z, =1] = — — 0.

n% n—oo

(2) Allerdings gilt nicht Z, = 0. Es ist >~

n—)oo

von Borel-Cantelli (Teil 2) folgt

= oo (da a < 1). Mit dem Lemma

nlna

P[Z,, = 1 fiir unendlich viele n] = 1.

Daraus folgt P[lim,, ,o, Z, # 0] = 1 und deshalb gilt nicht Z, EEY

n—oo
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10.6. Starkes Gesetz der grofien Zahlen: Erste Version

SATZ 10.6.1 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen: Erste Version). Seien X1, X, ... unabhdngige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, F,P) mit E[X?] < oo fiir allen € N.

Auflerdem sei
oo

Z Vaan < o0.

n2

n=1

Fiir die Summen S, = X1+ ...+ X, gilt dann

—E s
S — By L5,

n n—oo
BEMERKUNG 10.6.2. Spezialfall: Seien X7, X, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit EX,, =
p und Var X,, = o2, Dann gilt:

Var X,, 1
Z a:LQ :(72'ZE<OO.

n=1 n=1

Satz [10.6.1| besagt nun, dass S"—;W 7% 0 und daraus folgt, dass

n—oo

Sn .S.

n n—oo

Die fast sichere Konvergenz impliziert die stochastische Konvergenz (ist also stérker), daher
die Bezeichung starkes Gesetz der grofien Zahlen.

Im Folgenden werden wir Satz [10.6.1| beweisen. Dafiir benétigen wir einige Hilfsmittel.

SATZ 10.6.3 (Kolmogorow-Ungleichung). Seien X1, X, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen
mit Erwartungswert EX; = 0 und X; € L? fiiri =1,...,n. Sei S; = X1 +...+X; die Summe
der ersten i Zufallsvariablen. Dann gilt fiir alle a > 0 die Ungleichung

Var S,

a?

Plmax{|Si], ]Sz, .., |Sn|} > a] <

BEMERKUNG 10.6.4. Die Tschebyschew-Ungleichung ist schwécher. Mit der kann man le-
diglich eine der Summen abschétzen, z.B.

Var S,

a?

P[|S,| > a] <

BEWEIS VON SATZ [10.6.3} ScCHRITT 1. Wir definieren das Ereignis:

und, fir k =1,...,n, die Ereignisse
A =A{|51] < a,|Ss| < a,...,|S1| <a,|Sk| > a}
= “Erster Austritt aus dem Intervall (—a,a) findet zum Zeitpunkt k statt.”

Es gilt A = U}_; A. (Ereignis A tritt genau dann ein, wenn es ein k gibt, sodass der erste
Austritt aus dem Intervall (—a, a) zum Zeitpunkt k stattfindet). Auerdem sind A, ..., A,
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disjunkt. (Wenn der erste Austritt zum Zeitpunkt k stattfindet, kann er nicht zu einem
anderen Zeitpunkt stattfinden). Also ist

= PlA.

SCHRITT 2. Die Varianz von S, ist: Var S, = E[S2] — (ES,)? = E[S?], denn ES,, = E[X; +
.+ X, =EX; +...EX,, = 0. Wir betrachten also E[S?]

n

= E[Sy- 14,

k=1

E[S?] > E[S,

252 14,
Fiir die Summanden auf der rechten Seite gilt
E[S; - 1a,] = E[(Sk +Sp — Si)* - 1]
E[Sk ﬂAk] +2- E[Sk (Sn — Sk) . ]lAk] + E[(Sn — Sk)Q . ]lAk]
= 1) +(2)+ ).

SCHRITT 3. Die drei Terme auf der rechten Seite kann man folgendermaflen abschétzen. Der
erste Term:

(1) = E[Sg - 1a,] > Ela® - Ly,] = a® - P[Ay],

denn wenn Ay, eintritt, ist 14, = 1 und |Sk| > a.
Der zweite Term:

(2) =2-E[S) - L4, - (S, — S)] = 2-E[Sy - La,] - E[S, — Si] = 0.

Die Umformung gilt, da die Zufallsvariable S;-1 4, nur von Xy, ..., X} und die Zufallsvariable
(Sp — Sk) nur von Xy.q,...,X, abhingt, also sind diese zwei Zufallsvariablen unabhéngig.
AuBerdem gilt E[S,, — Si] =0, da ES,, = ES;, = 0.

SchlieBlich ist der dritte Term trivialerweise nichtnegativ:

(3) 2 0.

SCHRITT 4. Somit erhalten wir
E[S} - 1a,) = (1) + (2) + (3) > a® - P[A].

Betrachte wir nun wieder die Varianz von S,,:

Var S, =E[S2] > Y "E[S2-14,] > a®-P[A].

k=1 k=1
Damit folgt: P[A] < YatSe, O

BEWEIS VON SATZ[10.6.1] ScHRITT 1. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass EX,, = 0 fiir
alle n € N. Sonst betrachte man die zentrierten Zufallsvariablen

Xo=X,—EX,, S,=Xi+...+X,
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Es gilt dann IEE(\; = (0 und

00 = 00
Z Var Xn Z Var Xn
= o0
n?2 n2 ’
n=1 n=1

denn Var)f(vn = Var[X,, — EX,,] = Var X,,, da EX,, eine Konstante ist. Auflerdem ist

n o n
Somit gilt Satz[10.6.1|fiir die Zufallsvariablen X,, genau dann, wenn er fiir die Zufallsvariablen
X, gilt.
SCHRITT 2. Sei also ES,, = 0 fiir alle n € N. Wir zeigen, dass

ISl 12y
k,’ k—oo
Dazu definieren wir die Zufallsvariablen
U, = max | Skl n € N.

.....

Nun gibt es fiir alle k € N genau ein n € N mit 27! < k < 2". Daraus folgt, dass

@ < % < Un =92. %7
k- — k — 2n1 2n
also reicht es zu zeigen, dass
Un .S.
n Ty 0.
2N poco

SCHRITT 3. Sei € > 0 fest. Betrachte das Ereignis A,(¢) = {42 > ¢}. Wir zeigen nun, dass
dieses Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich oft eintritt, also

P[“A, () tritt fiir unendlich viele n € N ein”] = P[limsup A, (¢)] = 0.

n—o0

Dafiir benutzen wir den ersten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli. Mit der Kolmogorov-
Ungleichung erhalten wir

Y PlA(e)] =) P[U, >2%] =) P

n=1

> Var S
n 2n
Lngé?;n [Sk] > 2 5} < 2 TR
n=
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Wir definieren noch o7 = Var Xj,. Somit gilt

- 1 —=o? 24... 2.
ZP[An(s)] < = Z S (gilt, da X3, Xy, ... unabhéngig)
n=1

52 22n
n=1
[eS)
1 ) 1
_ — 0' . [E—
2 Z k 2n
k=1 n:2">k

IA
(")Ml
(]
2.
% -
(]
5l

k=1 m=1
_ 4 15a
2 2
3 ¢ . k

< 0o. (gilt nach Voraussetzung)
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt, dass P[lim sup,,_,. An(¢)] = 0.

SCHRITT 4. Setzt man nun € = % mit m € N so gilt fiir alle m € N:

Un
P |limsup — > —| =0.
m

L n—oo 2n

Da eine Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullereignisses wieder ein Nullereignis ist, gilt
somit auch

Un
P limsupQ—n > O} = 0.

|l n—oo

Daraus folgt:

und somit % f—8> 0. O

n—oo

10.7. Starkes Gesetz der grofien Zahlen: Zweite Version

In der ersten Version des starken Gesetzes der groflen Zahlen haben wir vorausgesetzt, dass
die Varianzen der Zufallsvariablen endlich sein sollen. In der Behauptung des Satzes, ndmlich

S, —ES, fs.
On T 2om I

n n—oo

taucht die Varianz allerdings nicht auf. Man kann sich deshalb fragen, ob die Voraussetzung
der Endlichkeit der Varianz nicht {iberfliissig ist. Das ist in der Tat der Fall, wie der néchste
Satz zeigt.

SaTz 10.7.1 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen: Zweite Version). Seien Xi, Xo,... un-
abhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P).

Die Zufallsvariablen seien auferdem integrierbar, d.h. E|X;| < oo. Dann gilt:
Xi+...+X, s
LE e F A S gy

n n—00
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Das heifst, das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen konvergiert fast sicher gegen den
Erwartungswert.

BEMERKUNG 10.7.2. Die Zufallsvariablen X;, X5, ... heiflen identisch verteilt, wenn ihre
Verteilungsfunktionen gleich sind, d.h.
FX1<t):FX2(t): fir alle t € R.

Identisch verteilte Zufallsvariablen haben den gleichen Erwartungswert: E[X;] = E[X,] = .. ..
Fiir den Beweis von Satz [10.7.1] benotigen wir mehrere Lemmata.

LEMMA 10.7.3. Seien X,,,Y,, X, Y : Q — R Zufallsvariablen mit X, f—s> X und Y, f—$> Y.

n—oo n—oo
Dann gilt:

X, +Y, I% x4y

n—o0

X, v, I% x.v

n—o0

a- X, % 4. X, acR

n—oo

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Aussage. Dazu definieren wir zwei Ereignisse:
A={weQ: nhi& Xp(w) = X(w)},
B:={we: nhﬁrroi3 Yo(w) =Y (w)}.

Es gilt mit der Definition der fast sicheren Konvergenz:

X, I% X > PAl=1und Y, L3 V = P[B] = L.

n—o0 n—oo

Daraus folgt:
P[A°] =0 und P[B¢] = 0.
Fiir Ausgénge aus dem Schnitt von A und B, also w € AN B, gilt:
nh_}n(r)lo(Xn(w) +Y,(w) = X(w) +Y(w).
Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A N B gilt:
PIANB]=1-P[(ANB)]=1-P[A°U B >1-P[A°] - P[B] =1,

wobei wir im zweiten Schritt die Regeln von de Morgan und im dritten Schritt die Subaddi-
tivitdt benutzt haben. Das Ereignis A N B tritt also fast sicher ein. Damit gilt:

X, +Y, 1% x+v.

n—oo

Die anderen Aussagen werden analog bewiesen. 0

LEMMA 10.7.4. Sei Z > 0 eine Zufallsvariable. Dann gilt:

ip[zzn] gEzgiP[zzny

n=1 n=0
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BEWEIS. Wir beweisen nur die Ungleichung > > P[Z > n] < EZ. Die andere Ungleichung
kann man analog beweisen. Sei p, = P[n < Z < n + 1]. Es gilt

Z Z - 1n§Z<n+1

n=0

EZ=E >E

Z n: 1n§Z<n+1] = Z npn = Z NPy,
n=0 n=1

n=0

Es gilt auflerdem

P[Z>1] = pit+ pat pst pat ...,
PlZz>2] = D2t p3t pat ...,
PlZ >3] = p3t pat .,
PlZ > 4] = pat ..,

Addiert man diese Ungleichungen, so erhélt man > P[Z > n] = > np,. Kombiniert
man beide Resultate, so erhélt man die gewiinschte Ungleichung. O

LEMMA 10.7.5. Fiir alle k > 2 gilt: Y, -5 < 2.
BEWEIS. > 0, 5 < [ Hdr =5 <2 O
k—1
LEMMA 10.7.6 (Cesaro). Sei xy,xs,... eine Folge in reeller Zahlen mit einem endlichen
Grenzwert lim,,_so T, = x. Dann gilt:
R v T RS S
lim ——— =ux.
n—oo n

BEWEIS. SCHRITT 0. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass x = 0. Sonst kann man z,, :=
z, — = betrachten.

SCHRITT 1. Sei ¢ > 0. Aus lim,,_, x, = 0 folgt, dass es ein K € N gibt, so dass fiir alle
k> K gilt:

g

Nachdem K gewéhlt wurde, kénnen wir ein N € N finden, so dass fiir alle n > N gilt:
|$1—|—+$K| < E
n 2
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Das liegt daran, dass der Zahler konstant ist, wiahrend der Nenner beliebig grofl gewahlt
werden kann.

SCHRITT 2. Sei nun n > max{K, N}. Dann gilt:

1+ ... +x, T+ + K 1

< + =
k=K+1
<€ n 1 - €
2
k=K+1
<€ N €
-2 2
=e.
Da e > 0 beliebig ist, folgt daraus, dass lim,, . ZF=F2 = 0. 0

Schliefllich kénnen wir das starke Gesetz der grofien Zahlen (zweite Version) beweisen.
BEWEIS VON SaTz [10.7.1] Seien X, X5,... : Q — R unabhéngige, identisch verteilte
Zufallsvariablen mit E|.X;| < co. Wir zeigen, dass dann gilt:

X4+ X g
S Kt HXn fo gy

n n n—o00

SCHRITT 1. Definiere
X, =X, Lix,j<n und X, := X, - Lix, >0,
dann ist X, + X' = X,,. AuBlerdem sei
S =X{+...+ X, und S =X +...+ X].

Es gilt:

(1) X1, XJ,...sind unabhéngig,
(2) X7, XY, ... sind unabhéngig.

SCHRITT 2. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass, dass

Sn s,
> _mx, 50,
n n—o00
Es gilt:
Sn S,—ES, S —ES ~S' ES/
— —EX; = == L4+ = - —"=a,+b,— ¢,
n n n n n

wobei a,, b,, ¢, Zufallsvariablen sind. Nach Lemma [10.7.3| reicht es zu zeigen, dass

Ay by, Cp, f—s> 0.

n—o0
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SCHRITT 3. Wir zeigen, dass a, = w RN 0, indem wir Satz [10.6.1| benutzen.

n—oo
Var X/ E[X"]
Doy
n>1 n>1
1 2
:Zﬁ E[X7 - 1ix,1<n)

3
\%
A

E[XT - Ljx,<n) (gilt, da X, identisch verteilt)

I
™
3M| —_

3
\%
—_

-E

Il
™
3M| —

Xf-ZILAk],
k=1

3
4
-

wobei Ay = {k — 1 < X; < k}. Nun vertauschen wir die beiden Summen:

Var X/ u
SR Y S TRINE 1y
k=1

n>1 n>1
1
ICIENE i
k>1 n>k

1
<230 BN L)

k>1

wobei wir Lemma |10.7.5( benutzt haben: ank n—12 < % Es folgt, dass

Var X! | X1 X o
—= <2y El—-[Xy]-1 bei =M < 1 falls Ay eintritt
; n2 = ; { 2 | X[ - 14, (wobei <L alls Ay, eintritt)

<2 'EE:IEH)(1|'ﬂAk]

k>1

=2-E Z | Xq] - ILAk] (gilt mit monotoner Konvergenz)
k>1

=2-E|X|

< oo (gilt nach Voraussetzung)
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Mit Satz|10.6.1| folgt nun a,, 500,

n—oo

. . " .S. . . .
SCHRITT 4. Wir zeigen, dass b, = ‘i—" BN 0, indem wir den ersten Teil des Lemmas von
n—oo

Borel-Cantelli benutzen. Es gilt:

SOPIXG £0) = S PIX| 2

n>1 n>1
= ZIP’[|X1| >n] (gilt, da X, identisch verteilt)
n>1
< E|X;| (gilt mit Lemma [10.7.4])
< oQ.

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt nun:

P [lim sup{ X, # 0}1 = P[X # 0 fiir unendlich viele n] = 0.
n—o0
Daraus folgt:
P[X, # 0 fiir endlich viele n] = P[A] = 1.
Fir w € A gilt dann, dass X/ (w) # 0 fiir endlich viele Werte von n. Also ist S//(w) konstant
ab irgendeinem n und damit gilt:

"
im 2@
n—o0 n

Da P[A] = 1, folgt b, L% 0.

n—oo
SCHRITT 5. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢, = % 20, Bs gilt:
n—oo

EX) =E[X, - Lix,>n) = E[X1-1x,>n] (da X; identisch verteilt).
Nun gilt fiir alle w € €:

monoton

| X1 (W)] - 11x, @w)[>n 0.

n—oo

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz erhélt man:

]EH}(1|'1LXHZH] — 0.
n—o00

Es folgt:
[BX;| = [E[X1 - Uixyon]| SE[X0] - Tixyzn] — 0 (da [EZ] <E|Z)).
Also gilt:
EX! — 0.
n—oo

Mit Lemma [10.7.6| folgt dann:
EX{+...+EX] ;s
S
n n—oo
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SCHRITT 6. Fiigt man die Ergebnisse fiir a,, b,, ¢, zusammen, so erhélt man:

Sn s,
20 CEX) = ap + by 4 ¢ 25 0.
n n—oo
Das ist die gewiinschte Konvergenz. 0

10.8. Der Fall eines unendlichen Erwartungswerts

In allen Versionen des Gesetzes der groflen Zahlen haben wir vorausgesetzt, dass der Erwar-
tungswert existiert. Der néchste Satz zeigt, was passiert, wenn der Erwartungswert nicht
existiert. In diesem Fall gilt das Gesetz der groflien Zahlen némlich nicht.

SAaTz 10.8.1. Seien X, Xo, ... unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E| X | =
+oo auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P). Dann gilt:

P {lim Xt 4 X ezitiert und ist endlich} =0.

n—oo n

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir definieren das Ereignis

A= {w €Q: L(w) = lim Sn(w) existiert und ist endlich} )

n—00 n

wobei wieder S, = X; + ...+ X,,. Dieses Ereignis ist messbar (Ubung). Fiir w € A gilt nun:
Xp(w)  Splw)  Spi(w)  Sp(w)  Spoi(w) n—1

= — = — . — 0,
n n n n n—1 n  n—oo
denn
Sy, Sp_ —1
@ _, L(w), Shalw) Lw), 272 1
n n—00 n—1 n-ooo N n—oo

Nun betrachten wir das Ereignis

B::{wEQ: th”—w:o}.

n—oo n

Wir haben gezeigt: falls w € A, dann ist auch w € B. Daraus folgt A C B.
SCHRITT 2. Als néchstes definieren wir eine Folge von Ereignissen:
Cp={we:|X,| >n}
Daraus erhalten wir:
C = (limsup C,)¢ = {w € Q : | X,,(w)| > n fiir endlich viele n}.

n—oo
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Falls w € B, dann ist auch w € C'. Daraus folgt A C B C C.

SCHRITT 3. Wir wollen zeigen, dass P[A] = 0. Dafiir reicht es nun zu zeigen, dass P[C] = 0
bzw. P[limsup C,] = 1. Wir benutzen dazu den zweiten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli:

D PC] =) PX.| > n)

n>1 n>1
= ZIP’[|X1| >n] (gilt, da X; identisch verteilt)
n>1
>E|X;] —1 (gilt mit Lemma[10.7.4] da |X;| > 0)
= 00.

Da die Ereignisse C,, unabhéngig sind, folgt mit dem zweiten Teil des Lemma von Borel-
Cantelli, dass
Pllimsup C,] =1

n—oo

Daraus folgt dann P[C] = 0. Da A C C, folgt auch P[A] = 0. O

BEISPIEL 10.8. 2 Seien X7, X, ... unabhéngige, Cauchy-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
fx () =L 1+t2, t € R. Dann gilt fir den Erwartungswert: E|X| = co. Mit Satz [10.8.1
folgt nun, dass

Sy,
P | lim — existiert und ist endlich| = 0.
n—oo N

Das starke Gesetz der groflen Zahlen gilt also fiir Cauchy-verteilte Zufallsvariablen nicht.

10.9. Anwendungen des Gesetzes der groflen Zahlen
Die néchsten 3 Beispiele sind Spezialfille der sogenannten Monte-Carlo-Methode.

Berechnung von 7. Man kann die Zahl 7 mit stochastischen Mitteln berechnen. Diese
Methode ist jedoch sehr zeitaufwendig bzw. ungenau. Man erzeuge n Punkte bzw. Zufalls-
vektoren Zy, Zs, ..., Z,, die unabhiingig und gleichverteilt auf dem Quadrat [—1,1]* sind.
Nun betrachtet man alle Punkte, die im Einheitskreis liegen, deren Bertag also kleiner 1 ist.
Die Anzahl dieser Punkte ist .
S = Z iz, 1<1-
k=1

Fiir den Erwartungswert der Indikatorfunktion gilt

A(Kreis) T
Eljz<1 = PllZ:] < 1] = NQuadrat) 4"

Also diirfen wir das starke Gesetz der groflen Zahlen benutzen:

— Z 1iz,<1 n_>—o>o Z

Um die Zahl 7 zu berechnen, zahlen wir also die Punkte, die im Kreis liegen und teilen diese
Anzahl durch die Anzahl aller Punkte. Bei sehr grofiem n sollte das Verhéltnis die Zahl /4
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approximieren. Den Fehler dieser Approximation bestimmen wir spéiter mit dem zentralen
Grenzwertsatz.

Monte-Carlo-Integration. Man betrachte eine integrierbare Funktion ¢ : [0, 1] — R. Das
Integral der Funktion bezeichnen wir mit
1

- | W)dx:/...jml,...,mdxl...dxd.

[0,1)4 0

Fiir kleines d, etwa d = 1 oder 2, kann man zur Berechnung des Integrals z.B. die folgende
Formel benutzen:

I = L ”z_:l z_:l % (kl kd) fiir grofles n
" R=0 ke=0 K "

Wenn allerdings die Dimension d grof} ist, so besteht die Summe auf der rechten Seite aus
n? Summanden, was sehr viel sein kann. Man denke z.B. an den Fall d = 100, wo selbst fiir
n = 2 die Anzahl der Summanden 2% > 10%° ist. In diesem Fall wird die oben beschrie-
bene Methode ineffizient und man kann stattdessen die sogenannte Monte—Carlo Methode
benutzen.

Man erzeuge n zufillige Punkte bzw. Zufallsvektoren 7, Z,, ..., Z,, die unabhéngig und
gleichverteilt auf dem “Quader” [0, 1]? sind. Da die Funktion ¢ integrierbar ist, gilt

Elp(Z,)] = /(p(x) [z, (x)dz = / p(z)dr = 1.
R4 [0,1)¢
Also kénnen wir das starke Gesetz der groflen Zahlen benutzen:

I &
Eng(z,g) Ry

n—00
k=1

Man kann also das Integral I durch das arithmetische Mittel = 37 | ¢(Z) approximieren.
Spéater werden wir mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes den Fehler dieser Approximation
bestimmen.

Empirische Definition der Wahrscheinlichkeit. Bei einem Experiment mit Grundmen-
ge ) mochte man die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C €2 bestimmen. Dazu wieder-
holt man das Experiment n-mal und erhélt die Ausgénge wy,...,w, € . Die Anzahl der
Auginge, die in A liegen, sei

Nn<A> — Z ]]_wkeA.
k=1

Wir koénnen auf die Indikatorfunktionen 1, c4 das starke Gesetz der groflen Zahlen anwen-
den:

No(4) 1

n n

Z lwkeA T%o ElwleA - ]P)[A]
k=1

In Worten: Die relative Haufigkeit eines Ereignisses konvergiert fast sicher gegen seine Wahr-
scheinlichkeit, wenn die Anzahl der Experimente gegen oo geht.
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BEISPIEL 10.9.1 (Befragung). Wir betrachten eine Population von N Personen, die eine
Frage mit “ja” oder “nein” beantworten. Die Zahl N sei bekannt. Es sei N (bzw Ny) die
Anzahl der Personen, die die Frage mit “nein” (bzw. mit “ja”) beantworten. Dabei sind N
und N; unbekannt. Es gilt Ng + N; = N.

Wir kann man Ny und N; bestimmen, ohne die ganze Population zu befragen? Es werden
zuféllig n Personen aus der Population mit Zuriicklegen ausgewéhlt und befragt, wobei n
grof} aber viel kleiner als N ist. Es sei A, das Ereignis “die k-te Person sagt ja”. Nach dem
starken Gesetz der groflien Zahlen gilt

1 u f.s. . . N1
ﬁ ;]1141@ n—>—o)oE1A1 —]P[Al] = W

Damit kann N; geschétzt werden.

Approximationssatz von Weierstrafl. Als néichstes werden wir einen Satz aus der Ana-
lysis mit Mitteln aus der Wahrscheinlichkeitstheorie beweisen.

SATZ 10.9.2 (Weierstrafl). Sei f : [0,1] — R eine stetige Funktion. Dann kann man zu jedem
gegebenen € > 0 ein Polynom P mit

max |f(z) — P(z)| < e

z€[0,1] -

konstruieren. Das heifst, jede stetige Funktion auf einem Intervall kann beliebig genau durch
Polynome approximiert werden.

BEWEIS. SCHRITT 1. Seien X7, X», ... unabhéingige Zufallsvariablen mit X; ~ Bern(p), d.h.

Dann ist S, :== X; + ...+ X, ~ Bin(n,p), also P[S,, = k] = (}) p"(1 — p)"*. Insbesondere
gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz
ES, =nEX; =np, VarsS, =np(l —p).

Wir definieren eine Funktionenfolge:

-sl1 ()] -5 (-5 () (oo

Somit ist jedes f,, ein Polynom vom Grad n in p. Es wird Bernstein-Polynom genannt.

SCHRITT 2. Die Idee des Beweises ist nun: fiir n — oo besagt das Gesetz der groflen Zahlen,
dass % ~ p und damit auch f (%) ~ f(p). Wendet man den Erwartungswert auf die beiden
Funktionswerte an, so erhdlt man f,(p) ~ f(p). Somit approximiert das Polynom f, die
Funktion f, jedenfalls wenn n grof§ ist. Nun prézisieren wir diese Idee.

SCHRITT 3. Da f stetig ist, folgt:

(1) f ist beschrankt, d.h. es existiert M > 0 mit |f(z)| < M fur alle x € [0, 1].
(2) f ist sogar gleichméfig stetig, d.h. fiir jedes £ > 0 existiert ein 6 > 0 so dass fiir alle
z,y € [0,1] mit |z — y| < 0 gilt, dass |f(z) — f(y)| < e.
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SCHRITT 4. Sei € > 0 fest vorgegeben. Dazu konstruieren wir ein § > 0 wie in Schritt 3. Es

ilt
Blr (%) - s <2 (2) -0

|[fu(p) — f(p)| =
wobei wir die Fallunterscheidung |%= — p| < § bzw. [%= — p| > § gemacht haben. Im ersten
Fall haben wir die gleichméflige Stetigkeit von f benutzt, im zweiten Fall die Beschranktheit
von f. Es gilt also

<E |:€—|—2M- ]1|S—"—p|>5] ,

Var i—”
<e+2M - 5z
wobei wir die Tschebyschew-Ungleichung benutzt haben. Mit der Formel Var S,, = np(1 —p)
erhalten wir nun fiir hinreichend grofles n

— —p| >4
n

|fa(p) = f(p)| < e+2M-P {

np(1 —p) 1
Fap) = f) S e+ 2M - Eo o < e oM - — < 22,

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus der Tatsache, dass 2M - n—}sg fiir n — oo gegen 0
konvergiert, also < ¢ fiir hinreichend grofles n ist. Wir haben ein approximierendes Polynom
mit einem Approximationsfehler von 2¢ konstruiert. Da jedoch e beliebig war, ist der Satz
damit bewiesen. OJ

Normale Zahlen. Sei w € (0, 1) eine reelle Zahl mit der Dezimaldarstellung
w=0.212223. ...
Dabei ist x € {0,...,9} die k-te Ziffer von w.

DEFINITION 10.9.3. Eine Zahl w € (0,1) heifit normal, wenn fiir jedes [ € N und fiir jede
Ziffernfolge (ay, ..., a;) € {0,...,9} der Linge [ gilt:

1 n
. Z -
lim — ]lXi-H:ah o Xipi=ap — 107"
=0

n—oo N <

In Worten: Jede Ziffernfolge der Lénge [ kommt in der Dezimaldarstellung von w mit
Hiufigkeit 107! vor, und das gilt fiir jedes .

DEFINITION 10.9.4. Eine Zahl w € (0, 1) heifit einfach normal, wenn die obige Bedingung fiir
[ =1 erfiillt ist, d.h., wenn in der Dezimaldarstellung von w jede Ziffer mit einer Haufigkeit
von 1/10 vorkommt.

BeispieL 10.9.5. Die Zahl % = 0,3333... ist nicht normal. Allgemein sind rationale Zahlen
nicht normal, da sie eine periodische Dezimalbruchentwicklung besitzen.

BEISPIEL 10.9.6. Unbewiesene Vermutung: Die Zahlen
m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 . . .,
e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470937000 . . .,
log 2 = 0.6931471805599453094172321214581765680755001343602 . . .
sind normal.
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BEISPIEL 10.9.7. Unbewiesene Vermutung: Jede algebraische Zahl ist normal, sofern sie nicht
rational ist. Zum Beispiel ist die Zahl

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769 . . .
normal.

BEISPIEL 10.9.8. Die Champernowne-Zahl entsteht durch die Aneinanderreihung aller natiirlichen
Zahlen in ihrer Dezimaldarstellung:

0.123...91011...192021...99100101 . ..
Man kann zeigen, dass diese Zahl normal ist.

SATZ 10.9.9 (Borel, 1909). Sei A C [0,1] die Menge der normalen Zahlen. Dann ist das
Lebesgque-Maj$ von A gleich 1. D.h., fast jede Zahl ist normal.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), wobei 2 =
(0,1), F die o-Algebra der Borel-Teilmengen von (0,1) und P das Lebesgue-Maf ist. Fiir
alle £ € N sei

Xi(w) = wy

die k-te Ziffer von w € (0,1). Dann ist X} eine Zufallsvariable auf €.

Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariablen X7, X5, ... unabhéngig und gleichverteilt auf {0, ..., 9}
sind. Betrachte fiir ein beliebiges m € N und eine Ziffernfolge (b, ...,b,) € {0,...,9}™ die
Menge

{we (0,1): Xi(w) =by, ..., X;n(w) = by}
Diese Menge ist ein Intervall mit Endpunkten
0.b1by...5,,000... und 0.b1by...5,999. ...
Die Léange des Intervalls ist somit 107", Es gilt somit
PX:=0by,...,Xm =bp| =107,
Seinun i € {1,...,m} fest und betrachte die Menge
{we (0,1) : X;(w) = b;}.

Das ist die Menge aller w, die in der Dezimaldarstellung an der i-ten Stelle die Ziffer b;
haben. Fiir die ersten 7 — 1 Stellen gibt es 10~ Méoglichkeiten, die Ziffern zu wihlen. Diese
Menge ist somit eine Vereinigung von 10°~! Intervallen der Linge 107¢. Somit ergibt sich fiir
die Wahrscheinlichkeit dieser Menge:
. ) 1

PX;=0b]=10""-10"" = —.

[ ) 10

Daraus folgt, dass die Zufallsvariable X; gleichverteilt auf {0,...,9} ist. AuBlerdem gilt fiir
alle m € N und alle (by,...,b,) € {0,...,9}™

PX, = by, ..., Xpp =bp] = 107" =P[X; = by] ... P[Xpp = byl
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Daraus folgt, dass die Zufallsvariablen X7, X5, ... unabhéngig sind.

SCHRITT 2. Die Idee ist nun, das starke Gesetz der groflien Zahlen folgendermaflen zu be-
nutzen. Es gilt z.B. fiir jede Ziffer a € {0,1,...,9}:

1<
=S Ixm IS E[ly,—] = P[Xi =a] = —.

Das zeigt schon mal, dass fast jede Zahl einfach normal ist. Wir werden nun diese Argumen-
tation auf Ziffernfolgen beliebiger Lénge [ ausweiten.

SCHRITT 3. Wir betrachten eine Ziffernfolge (ay,...,a;) € {0,...,9} der Linge [. Wir
definieren die Zufallsvariablen

0) ._ :
Zi T ]lXi-H»l:aL ey Xjgpr=ayp» 1= 07 17 27 ceey
und, allgemeiner,
() ._ L S
Zi = :H‘Xi~l+j+1:a17 oy Xiljri=ars 1—071,2,..., ] —O,,l—]_

Diese Zufallsvariablen sind folgendermafien zu verstehen: Man unterteile alle Ziffern einer
Zahl w in “Pakete” der Léange [, wobei das erste “Paket” an der Stelle 7 4+ 1 startet, und
betrachte das i-te “Paket”. Entspricht dieses der Ziffernfolge (aq,...,q;), so ist Zi(j )= 1.
Sonst ist Zl-(j) =0.

Fiir alle j € {0,...,1 — 1} sind die Zufallsvariablen Z{’, 2%, Z{) | unabhiingig und iden-
tisch verteilt. Mit dem starken Gesetz der groflen Zahlen erhalten wir folgendes: Es gibt eine
Menge B(l,j,a1,...,a;) C (0,1) mit Lebesgue-MaB 0, so dass fiir alle w ¢ B(l, j,a1,...,)
gilt:

L 0 ) _ 0t
lim =S Z9(w) = EZY = 107",
nggon; 7 (w) =EZ;

Die Hiufigkeit der Ziffernfolge (ay, ..., a;) ist also 107!, allerdings werden dabei nur “Pakete”
beriicksichtigt, die an den Stellen 7 + 1,7+ 141,57+ 14 2[,... anfangen. Da dies aber fiir
jedes j € {0,...,l — 1} gilt, erhalten wir, dass fiir alle w ¢ Ué._:t B(l,j,a1,...,a)

o1
lim —
n—oo N

n

_ —1
§ :]]‘Xk+1:a17 oy Xpy1=a; (w) = 107",
k=0

Nun definieren wir die “Ausnahmemenge”

-1
B=J) U U B(l,j,ay,...,a) C (0,1).

leN Jj=0 at,...,a €{0,...,.9}

Jede Zahl w, die nicht in B liegt, ist normal. Da B eine abzédhlbare Vereinigung von Nullmen-
gen ist, ist das Lebesgue-Mafl von B gleich 0. Das Komplement von B hat also Lebesgue-Maf3
1, und alle Zahlen darin sind normal. Somit ist das Lebesgue-Mafl der Menge der normalen
Zahlen gleich 1. 0

Erneuerungssatz. Man betrachte ein Gerét (etwa eine Glithbirne), dessen Lebensdauer
eine Zufallsvariable X; > 0 ist. Sobald das Gerét kaputt geht, wird es durch ein neues Gerét
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ersetzt, dessen Lebensdauer eine Zufallsvariable X, > 0 ist. Sobald das zweite Gerét kaputt
geht, wird es durch ein drittes Gerit ersetzt, usw. Wir nehmen an, dass X;, Xs,... (die
Lebensdauern der Geriite) unabhéngige Zufallsvariablen sind, da ein Gerét nichts von der
Lebensdauer eines anderen wissen kann. Auflerdem nehmen wir an, dass X, Xs, . .. identisch
verteilt sind, etwa weil die Gerdte vom gleichen Hersteller sind bzw. die gleiche Qualitét
haben.

Seien also X7, X5,... : € — R unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
positiven Werten, d.h. P[X}, > 0] = 1. Die Zufallsvariable S,, = X; + ... + X,, heifit die n-te
Erneuerungszeit. Zum Zeitpunkt S, geht das n-te Gerédt kaputt und wird durch das n + 1-te
Gerét ersetzt. Es gilt 0 < 57 < Sy < .... Mit

N(T) =) ls.cr, T3>0,
n=1

bezeichnen wir die Anzahl der Erneuerungen im Zeitintervall (0, 7).

SATZ 10.9.10 (Erneuerungssatz). Es gilt:

N(T) N 1
T T EX;'

Wir werden den Satz nicht beweisen. Die Aussage ist allerdings sehr intuitiv: die Lebensdauer
eines Geréts ist im Durchschnitt gleich EX;, also verbraucht man im Zeitintervall (0,7")
ungefahr T /EX; Gerite, jedenfalls dann, wenn 7" grof ist. Es gilt also die Approximation
N(T) 1
T T EX,
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KAPITEL 11

Ungleichungen

11.1. Jensen-Ungleichung

DEeFINITION 11.1.1. Eine Funktion g : R — R heifit konvezr, wenn man fiir jedes zy € R ein
Ky = Ky(zo) € R finden kann, so dass fiir alle z € R gilt:

9(x) > g(xo) + Ko(z — x0).

BEMERKUNG 11.1.2. Eine Funktion g(z) ist also genau dann konvex, wenn der Graph von g
die folgende Eigenschaft besitzt: zu jedem zy konnen wir eine Gerade finden, die durch den
Punkt (zo, f(zo)) geht und die Eigenschaft hat, dass der Graph von g komplett oberhalb
dieser Geraden liegt. Die Zahl K| heifit das Subdifferential von g an der Stelle zy und ist
nicht immer eindeutig bestimmt. Falls ¢ differenzierbar ist, dann kann Ky durch Ky = ¢'(z0)
festgelegt werden.

SATZ 11.1.3 (Jensen-Ungleichung). Sei g eine konvexe Funktion und X eine Zufallsvariable
mit X € L', g(X) € L*. Dann gilt:

(11.1.1) 9(EX) < E[g(X)].

BEISPIEL 11.1.4. Wir betrachten eine Zufallsvariable X, die n Werte x4, zs, . . ., z,, mit einer
Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/n annimmt. Der Erwartungswert ist dann das arithmetische
Mittel der z;, also

EX:$1+'”+xn.

n
Dann besagt die Jensen-Ungleichung fiir diesen Spezialfall, dass fiir jede konvexe Funktion
g gilt

g(x1+...+xn> Sg(xl)—i—...—l—g(:z:n)‘
n n

BEWEIS VON SATz [11.1.3] Wir setzen in die Definition der Konvexitiat xo = EX, x = X
ein. Dann existiert laut Definition ein Ky € R mit der Eigenschaft, dass

9(X) 2 g(EX) + Ko(X — EX).
Nun bilden wir den Erwartungswert:

Elg(X)] > E[g(EX)] + KE[X — EX] = g(EX) + K, (EX — EX) = g(EX).
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11.2. Ljapunow-Ungleichung
Ein Spezialfall der Jensen-Ungleichung ist die Ljapunow-Ungleichung.

Satz 11.2.1 (Ljapunow-Ungleichung). Seien 0 < s < t und sei X eine Zufallsvariable. Dann
gilt

1
s

(E[X]D" < (E[IX]])

1
t

DEFINITION 11.2.2. Sei p > 0. Die LP-Norm einer Zufallsvariable X ist definiert durch
1X1, = (E[IX [
BEMERKUNG 11.2.3. Mit dieser Notation besagt die Ljapunow-Ungleichung, dass
HXHS < ”XHt’ 0<s <t

BEIspPIEL 11.2.4. Wir betrachten eine Zufallsvariable X, die n Werte z1, x5, ..., x, > 0 mit
Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/n annimmt. Dann besagt die Ljapunow-Ungleichung, dass

1 1

x4+ F+ x5\ b4+ b\t

(—1 n) < (—1 ") , 0<s<t.
n n

Dies ist die klassische Ungleichung der verallgemeinerten Mittel. Setzen wir nun s = 1 und
t = 2, so erhalten wir die Ungleichung zwischen dem arithmetischem und dem quadratischem
Mittel:

Tt AT 4. 42
n - n '

BEISPIEL 11.2.5. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum [0, 1] mit der Borel-o-Algebra
und dem Lebesgue-Ma$. Sei f : [0,1] — R eine messbare Funktion. Dann besagt die Unglei-
chung von Ljapunow, dass

(/o1 |f(z)|sdz)i < (/01 |f(z)|tdZ)1, 0<s<t

BEWEIS VON SATz [11.2.1. Wir fithren den Beweis mit Hilfe der Jensen-Ungleichung. Sei
9(y) = ly :

t
s

. Dann ist g konvex, denn ¢ > 1. Setzen wir nun ¥ = [X|* und nutzen die
Jensen-Ungleichung, so erhalten wir

9(EY) <E[g(Y)].
Da g(Y) = (|X]*)s = | X[, ist dies ist dquivalent zu
(E[IX]])" < E[X]].

Daraus ergibt sich die Ljapunow-Ungleichung, wenn man die 1/¢-te Potenz der beiden Seiten
betrachtet. 0
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11.3. Young-Ungleichung

SAaTz 11.3.1 (Young-Ungleichung). Seien p,q > 1 mit der Eigenschaft, dass 1/p+1/q = 1.

Dann gilt fir alle a,b > 0:
al bl
ab < — + —.
p q

BEISPIEL 11.3.2. Seien p = ¢ = 2. Dann erhalten wir die Ungleichung ab < # Diese
Ungleichung kann man schnell beweisen, indem man alle Terme auf die rechte Seite bringt:

0< %(a —b)2
BEWEIS. Wir betrachten die Funktion y = 27~!, > 0. Dabei handelt es sich, da p > 1 ist,
um eine monoton wachsende Funktion. Die Umkehrfunktion lautet

€T = yp%l = yq_l,

Also hat die Umkehrfunktion eine d&hnliche Form wie die Ausgangsfunktion. Graphisch ergibt

sich ,
abg/ xpld:c+/ v tdy.
0 0

Daraus ergibt sich die Young-Ungleichung. O

11.4. Holder-Ungleichung

SAaTz 11.4.1 (Holder-Ungleichung). Seien p,q > 1 mit 1/p+ 1/q = 1. Seien X € LP und
Y € L9 Zufallsvariablen. Dann gilt

E[ XY < E[X[))r - E[Y]])e .
BEMERKUNG 11.4.2. Aquivalente Schreibweise:
XYl < 1XTlp - 1Y 1lq-
Insbesondere folgt aus X € LP und Y € L9, dass X - Y € L.

BEMERKUNG 11.4.3. Mit p = ¢ = 2 erhalten wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(11.4.1) [ XY < (1 X2 - Y]]

BEWEIS VON SATz [11.4.11 Falls || X, = 0, so gilt E[|X|?] = 0. Dann ist X = 0 fast sicher
und daher auch X -Y = 0 fast sicher. In diesem Fall gilt die Hélder-Ungleichung, da 0 < 0.
Falls ||Y||, = 0, so gilt die Holder-Ungleichung, analog zu vorherigem Fall, ebenso.
Seien nun also || X, # 0 und ||Y||, # 0. Wir fithren die folgenden Zufallsvariablen a und b
ein:

RY

o= XL _ Y
X,

b= :
1Y llg

Dann gilt:
Ela’] =1, E[p] =1.
Mit der Young-Ungleichung erhalten wir

p W11 1
E[ab]gE[a—} +El—} =-4-=1
p q p q
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Durch Einsetzen von a und b folgt

(XY }
E| ot | <1
{llelp' Y1l

Da [|.X||,-||Y ||, eine Konstante ist, darf man den Term aus dem Erwartungswert herausziehen,
was zu unserer Behauptung fiihrt:

EX - Y] < [IX]lp - [[Ylg-
U

BEISPIEL 11.4.4. Sei 2 = {1,...,n} ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit P[{w}] = 1/n
fiir alle w € ). Betrachte zwei Zufallsvariablen X,Y : 2 — R mit

X(k‘) = Tk, Y(k‘) = Yk, Tk, Yk € R.

Indem wir X und Y in die Holder-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

1 1
S lant < (St ) - (L)
i=1 i=1 i=1
Dies ist die klassische Form der Holder-Ungleichung fiir Summen.

BEISPIEL 11.4.5. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum € = [0, 1] mit der Borel-o-Algebra
und dem Lebesgue-Maf. Seien f, g : [0,1] — R zwei messbare Funktionen. Indem wir X = f
und Y = g in die Holder-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

[ s < ([ \f(Z)I”dZ); (f |g<z>|wz); |

Dies ist die klassische Form der Holder-Ungleichung fiir Integrale.

11.5. Minkowski-Ungleichung

SATZ 11.5.1 (Minkowski-Ungleichung). Sei p > 1 und seien X,Y € LP Zufallsvariablen.
Dann gilt

(E[IX +YP))> < E[XP))r + E[YF])>.
BEMERKUNG 11.5.2. Aquivalente Schreibweise:
1X 4+ Y, < X[, + Y]
Die Minkowski-Ungleichung ist also eine Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm.

BEISPIEL 11.5.3. Sei 2 = {1,...,n} ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit P{w}] = 1/n
fiir alle w € €). Betrachte zwei Zufallsvariablen X,Y : 2 — R mit

X(k‘) = Tk, Y(k‘) = Yk, Tk, Yk € R.

Indem wir X und Y in die Minkowski-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

(Z |z + yi‘p> < <Z ’xi‘p> + (Z ‘yi’p> -
i=1 i=1 i=1
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Dies ist die klassische Minkowski-Ungleichung fiir Summen. Fiir p = 2 ist dies genau die
klassische Dreiecksungleichung, die besagt, dass die Lénge einer Summe von zwei Vektoren
nicht gréfer sein kann, als die Summe der Léngen der beiden Vektoren:

(Z($i+yi)2> < (Zﬂf) +<ZZ/3> :

BEISPIEL 11.5.4. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum © = [0, 1] mit der Borel-o-Algebra
und dem Lebesgue-Maf. Seien f, g : [0,1] — R zwei messbare Funktionen. Indem wir X = f
und Y = g in die Minkowski-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

([reeasra)” < ([ ora) ([ wors)

Dies ist die klassische Form der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale.

BEWEIS VON SATZ [11.5.1] Sei zunédchst p = 1, dann gilt mit der Ungleichung | X + Y| <
[ X[+ 1Y]:
EX +Y|<E(X|+|Y]) =E|X|+E|Y].
Also gilt die Minkowski-Ungleichung.
Nun betrachten wir den Fall p > 1. Wir definieren ¢ = 1% > 1. Mit dieser Wahl von ¢ gilt
die Relation 113 + % = 1. Wir wenden nun die Ungleichung | X + Y| < |X| + |Y| und danach
die Holder-Ungleichung an:
E[[X +YP]=E[|X + Y|P |X + Y]]
<E|X +YP ' X+ E[X +Y[P - |Y]

Q=

< (BIX +Y[*90) 7 X, + (E[X + |00
= (E[X+YPDE - (X + 1Y)

Y [l

Mit 1 — % = i erhalten wir

3=

EIX + Y7 < 1X]p + 1Y [l

11.6. L’-Rdume und L’-Konvergenz

DEFINITION 11.6.1. Sei p > 0. Sei X eine Zufallsvariable. Wir schreiben X € LP, wenn
E[|X|P] < co. Die LP-Norm von X € LP ist definiert durch

X1, = E[XT)5 .
BEMERKUNG 11.6.2. Die Ljapunow-Ungleichung beasgt, dass
1 X|s < || Xz, wenn 0 < s < t.
Somit sind die LP-Riume ineinander geschachtelt: L* D L!, wenn s < t. Insbesondere gilt
L'>L*>L*>....
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Wir haben friiher bereits gezeigt und sehr oft benutzt, dass L' D L?. (Wenn eine Zufallsva-
riable eine Varianz besitzt, dann besitzt sie auch einen Erwartungswert).

BEMERKUNG 11.6.3. Fiir p > 1 ist L” ein Vektorraum, denn

(1) Fiir X € LP und X € R ist auch AX € LP.
(2) Fir X € LP und Y € LP ist auch X +Y € L*.

Die zweite Eigenschaft folgt aus der Minkowski-Ungleichung, denn
X+ Yl < [|X][p + Y]], < o0
Fiir p < 1 ist L” im Allgemeinen kein Vektorraum.
DEFINITION 11.6.4. Sei p > 1. Der LP-Abstand zwischen zwei Zufallsvariablen X € LP und
Y € L?P ist )
dp(X,Y) = [[X =Y, = (E[[X = Y[7])».
BEMERKUNG 11.6.5. Fiir X,Y € LP ist der LP-Abstand || X — Y|, endlich. Das folgt aus
der Minkowski-Ungleichung:
X =Yl <X+ | = Yl = [ Xl + [V, < oo

BEMERKUNG 11.6.6. Fiir p > 1 ist der LP-Abstand eine Metrik, denn es gilt

(1) d,(X,Y) =0 genau dann, wenn X =Y fast sicher.

(2) dp(X,Y) = dp (Y, X).

(3) dp(X,Z) < dy(X,Y) +d,(Y, Z).
Die letzte Eigenschaft folgt aus der Minkowski-Ungleichung, wobei hier p > 1 benutzt wird.
Somit erfiillt der LP-Raum die drei Axiome eines metrischen Raumes bis auf eine Kleinigkeit:
Es kann sein, dass d,(X,Y) = 0 und dennoch X # Y. Deshalb macht man eine Konven-
tion: man betrachtet zwei Zufallsvariablen als identisch, wenn sie fast tiberall gleich sind.

Dann gelten alle drei Eigenschaften eines metrischen Raumes. Ist aber p < 1, so gilt die
Dreiecksungleichung nicht.

DEFINITION 11.6.7. Eine Folge X1, X, ... von Zufallsvariablen konvergiert in LP gegen eine
Zufallsvariable X, wenn X, X7, X5,... € LP und

lim || X — X[/, =0.
n—oo
BEMERKUNG 11.6.8. Aquivalente Schreibweise: lim,,_. E[|X — X, [’] = 0.

LP
BEZEICHNUNG: X,, — X.

n—oo

BEMERKUNG 11.6.9. Aus der Ljapunow-Ungleichung folgt, dass

Lt L
X, — X=X, — X, wenn s < t.

n—oo n—oo

Daher gelten folgende Implikationen zwischen den LP-Konvergenzen:
elP<elPe. ...

Wenn man die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit als L°-Konvergenz und die gleichméBige
Konvergenz als L*>-Konvergenz betrachtet, dann kan man dieses Schema vervollstdndigen:

e« l?<3<... <L~
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KAPITEL 12

Analytische Methoden

Es seien unabhéingige Zufallsvariablen Xi, ..., X, gegeben. Die Verteilungen dieser Zufalls-
variablen seien bekannt. Wie bestimmt man dann die Verteilung der Summe X; 4 ...+ X,7
Man kann die Faltungsformel benutzen, jedoch ist diese ziemlich kompliziert, besonders dann,
wenn n grof ist. In diesem Kapitel werden wir Methoden einfiihren, die dieses Problem auf
eine viel elegantere Weise 16sen, als die Faltungsformel.

12.1. Erzeugende Funktion

DEFINITION 12.1.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny = {0,1,2,...}. Wir schrei-
ben p, = P[X = n] fir n € Ny. Dann heifit

ox(z) LE[X] =3 paen
n=0

die erzeugende Funktion von X.

SATZ 12.1.2. Die obige Reihe konvergiert absolut fir z € [—1,1] und es gilt |gx(z)| < 1 fir
alle z € [—1,1]. Auflerdem gilt gx(1) = 1.

BEMERKUNG 12.1.3. Die erzeugende Funktion ist also wohldefiniert im Intervall [—1,1]. Es
ist bekannt, dass die Summe einer Taylor—Reihe eine unendlich oft differenzierbare Funktion
im Konvergenzbereich der Reihe ist. Somit ist gx(z) unendlich oft differenzierbar. Eigent-
lich kann man gx(z) sogar fiir komplexe Werte von z betrachten, dann ist gx sogar eine
analytische Funktion im Einheitskreis |z| < 1.

BEWEIS VON SATZ([12.1.2] Sei z € [—1, 1]. Um die absolute Konvergenz zu zeigen, betrach-

ten wir die Reihe
Z |pnzn| < an =L
n=0 n=0

Somit ist die Reihe absolut konvergent. Es gilt

l9x ()| = D 2| <D Ipaz"| <D pa = 1.
n=0 n=0 n=0
AuBlerdem gilt gx(1) => 7 jp, = 1. 0

SATZ 12.1.4. Fiir jedes n € Ny gilt




BEMERKUNG 12.1.5. Aus diesem Satz folgt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable eindeu-
tig durch die erzeugende Funktion definiert ist. D. h.: sind X und Y zwei Zufallsvariablen
mit gx(z) = gy(z) fir alle z € [—1,1], so sind die Verteilungen von X und Y gleich, d.h.
es gilt P[X = n] = P[Y = n] fiir alle n € Ny. Insbesondere sind alle Charakteristika einer
Zufallsvariable, wie beispielsweise der Erwartungswert oder die Varianz, in der erzeugenden
Funktion versteckt.

BEWEIS VON SATZ [12.1.4] Wir konnen eine konvergente Taylor-Reihe termweise n-mal
ableiten:

00 (n) 00
() = (ZW") =3 (.
k=0

k=0
Dabei ist
0, k <mn,
(5™ = { ), k=n,
k(k—1)...(k—n+1)zF" k>n.
Indem wir nun z = 0 einsetzen, erhalten wir gg?)(O) = nlp,. O

Warum betrachten wir iberhaupt erzeugende Funktionen? Weil sie uns erlauben, die Faltung
in ein Produkt umzuwandeln. Das wird im néchsten Satz gezeigt.

SATZ 12.1.6. Seiten X, Y wunabhdingige Zufallsvariablen mit Werten in Ny. Dann gilt:
gx+v(2) = gx(2) - gv(2), ze€[-L1].
ERSTER BEWEIS. Mit der Definition der erzeugenden Funktion erhalten wir
gx+yv(z) =E [2X+Y] =E [zX . ZY} =E [ZX} ‘E [zy] = gx(2) - gy (2),

wobei wir benutzt haben, dass X und Y (und somit auch z* und 2¥) unabhingig sind. [

ZWEITER BEWEIS. Wir wéhlen die folgende Notation:
pn =P[X =n] und ¢, = P[Y =n].

Mit der Faltungsformel erhalten wir dann
r=PX+Y =n]=> prgus.
k=0

Nun multiplizieren wir die erzeugenden Funktionen:

QX(Z)QY(Z) = (Zpkzk> <Z CIZZZ> = Z ( pk%—k) 2" = Zmzn = 9X+Y(Z).

k= n=0

BEISPIEL 12.1.7. Sei X ~ Poi()). Dann gilt: gx(z) = e},
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BEWEIS. X ~ Poi(A) heifit, dass p, = P[X = n] = e *2 fiir n € Ny. Somit gilt
— A" e (A .
gx(2) = Ze ’\Hz" =e ’\Z ( n!) = e M = AT,
n=0 n=0

BEISPIEL 12.1.8. Seien X; ~ Poi(A;) und X5 ~ Poi()2) unabhéngige Zufallsvariablen. Dann
gilt:

Xl + X2 ~ POI(}\l + )\2)

BEWEIS. Wir berechnen die Verteilung von X; 4+ X5 nicht direkt mit der Faltungsformel,
sondern benutzen die erzeugende Funktion. Die erzeugende Funktion von X; + X, ist
9x1+%,(2) = 9x,(2) - 9x,(2), da X1, X» unabhéingig
= MED LGl g X~ Poi(\;)
— 6()\1-5-)\2)(2’—1)'

Auf der rechten Seite erkennen wir die erzeugende Funktion einer Poi(A; + A2)-Verteilung.
Die erzeugende Funktion von X; + X, stimmt also mit der erzeugenden Funktion einer
Poi(A; + A2)-Verteilung iiberein. Da nun die erzeugende Funktion einer Zufallsvariable ihre
Verteilung eindeutig bestimmt, muss gelten: X; + X5 ~ Poi(A; + Ap). O

Wie zuvor schon erwihnt, steckt die gesamte Verteilung von X, insbesondere der Erwartungs-
wert und die Varianz, in der erzeugenden Funktion. Nun zeigen wir, wo der Erwartungswert
und die Varianz versteckt sind.

DEFINITION 12.1.9. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heiflen die Zahlen
E[X],E[X?],...,E[X"],...
Momente von X.
SATZ 12.1.10. Fiir jedes n € Ny gilt
EX(X —1)... (X —n+1)]=¢P1).

BEMERKUNG 12.1.11. Dies ist an sich kein Moment, aber X" steckt in diesem Erwartungs-
wert drin und wir konnen damit letztendlich E[X"] rechnerisch isolieren.

BEISPIEL 12.1.12. Zwei Spezialfillle dieser Formel sind:
EX =gx(1), n=1,
E[X(X — 1)) = g4(1), n=2,
Damit ldsst sich nun die Varianz berechnen:
Var X = E[X?] — (EX)?
=E[X(X - 1)]+EX — (EX)?
— G4 (1) + gh (1) = (g (1))2.

BEMERKUNG 12.1.13. Die erzeugende Funktion ist im Allgemeinen nur fiir |z| < 1 definiert.
Daher miissen wir uns die Ableitung der erzeugenden Funktion an den Stellen 41 als eine
einseitige Ableitung vorstellen.
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BEWEIS VON SATZ [12.1.10] Wir leiten die Taylor-Reihe gx(z) n-mal termweise ab:
g () = e =g k(b — 1) (k= 0+ 1)
k=0 k=n
Nun setzen wir z = 1 ein:
D) =S e k(k— 1) (b =0+ 1) = EX(X — 1) (X —n+1
g ()= pe-k(k—1)...(k—n+1) =E[X( ) (X =n+ 1)
k=0

Im letzten Schritt wurde die Transformationsformel fiir den Erwartungswert verwendet. [J

BEISPIEL 12.1.14. Sei X ~ Poi(\). Wir haben bereits gezeigt, dass gx(z) = =Y. Es gilt
also fiir jedes n € N

E[X(X =1) ..o (X —n+1)] =g’ (1) = ()W = xneXED] =,

z=1

Damit kann man den Erwartungswert und die Varianz von X berechnen:
EX =gx(1) = A

Var X = g% (1) + g5 (1) — (g5 (1))2 = X2+ X = A% =\

12.2. Summen mit einer zufilligen Anzahl von Summanden

BEISPIEL 12.2.1. Einer Versicherung werden N Schéden gemeldet. Dabei sei N eine Zufalls-
variable mit Werten in Ny = {0, 1,2, ...}. Die einzelnen Schadenhshen seien ebenfalls zufillig
und mit X, Xy, ... bezeichnet. Der Gesamtschaden beléduft sich also auf

Dabei besteht die Summe S aus einer zufilligen Anzahl (ndmlich N) an Summanden. Die
Summanden sind ebenfalls zuféllig. Wie bestimmt man die Verteilung von S?

SATZ 12.2.2. Die folgenden Bedingungen seien erfillt:

(1) N, X3, X, ... sind unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in Ny.
(2) X1, Xs,... sind identisch verteilt.

Dann lisst sich die erzeugende Funktion der Summe S = X7+ ...+ Xx wie folgt berechnen:
9s(2) = gn(9x,(2)), =z €[-1,1].

BEMERKUNG 12.2.3. Ist N = n konstant (und nicht zuféllig), so erhalten wir die Formel
gs(2) = (gx,(2))"™. Diese Formel folgt direkt aus Satz [12.1.6 denn

95(2) = gx,4..4x,(2) = 9x,(2) ... - 9x,,(2) = (9x,(2))".
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BeEwEIs. Wir benutzen die Notation p, = P[N = n| fiir n € Ny. Nun verwenden wir die
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

gs(z) = ZP[S: k] - 2F
k=0
3 <§:P[X1+...+XN:k|N:n]-pn) -k

(ZP[X1+...+Xn:k|N:n]-pn) . 2F

n=0
Da nun das Ereignis {N = n} vom Ereignis {X; + ... + X,, = k} unabhéngig ist, erhalten
wir

gS(z)_i(iP[Xl-i-...-f-Xn—k]-pn) .ok

k=0 \n=0
:ipn- (izk-P[XlJr...—l—Xn:k])
n=0 k=0
= an CgXy et X (2)-
n=0
Nun sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt, somit erhalten
wir

95(2) = D pal9x.(2))" = gw(9x,(2)).

O

KOROLLAR 12.2.4 (Wald-Identitéit). Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz
qgilt
E[X: + ...+ Xy] = E[N]-E[X,y].

BewErs. Ubung. O

BEMERKUNG 12.2.5. Im Beispiel mit der Versicherung kann man den erwarteten Gesamt-
schaden berechnen, indem man die erwartete Anzahl an gemeldeten Schiden mit der zu
erwarteten jeweiligen Schadenshche multipliziert.

12.3. Verzweigungsprozesse

Einen Verzweigungsprozess (auch Galton—Watson Prozess genannt) kann man sich als ein
Modell fiir eine Kettenreaktion vorstelllen. Hier folgt die Beschreibung dieses Modells. In Ge-
neration 0 gibt es 1 Teilchen. Dieses Teilchen erzeugt eine zufillige Anzahl T6chterteilchen,
die zu Generation 1 gehoren. Jedes Teilchen in Generation 1 erzeugt eine zufillige Anzahl
Tochterteilchen, die zu Generation 2 gehoren, usw. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich alle
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Teilchen unabhingig voneinander verhalten. (Die Anzahl der Tochterteilchen, die ein Teil-
chen produziert, ist also unabhéngig davon, wieviele Tt6chterteilchen die anderen Teilchen
produzieren). Wir bezeichnen mit p, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen k£ Téchter
erzeugt. Wir nehmen an, dass sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht von Teilchen zu Teilchen
dandern.

Nun geben wir eine prézisere Beschreibung des Modells. Es sei eine Zahlenfolge pg, p1, . ..
gegeben, so dass

(1) Po, D1, - - - 20

Es seien X, ,, i € N, n € Ny, unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit P[X;,, =
k] = pg. Dabei soll X;,, die Anzahl der Tochterteilchen des Teilchens i in Generation n

bezeichnen. Definiere nun Zufallsvariablen Zy, 71, ... induktiv durch Z; = 1 und
Zn

(12.3.1) Znp1 =Y _ Xin.
i=0

Somit ist Z,, die Anzahl der Teilchen in Generation n. Wie bestimmt man nun die Verteilung
von Z,?

SATZ 12.3.1. Sei g(t) = > 12 prz". Dann gilt fir die erzeugende Funktion von Z,:
9z,(t) = g(g(...g(t)...))  (n-mal).
BeEWEIS. Fiir n = 0 gilt gz, (t) = ¢, denn Z;, = 1. Die erzeugende Funktion von X, ist g.

Wendet man nun Satz [12.2.2 auf die Formel ((12.3.1)) an, so erhélt man
92,41 (1) = 92,(9(1)).

Wendet man das induktiv an, so erhélt man die Aussage des Satzes. 0

Wir kénnen den Erwartungswert von Z,, bestimmen.
SATZ 12.3.2. Sei p:=E[X 0] = > 7, prk. Dann gilt
E[Z,] = p".

BEMERKUNG 12.3.3. Diese Formel ist nicht iiberraschend. Jedes Teilchen erzeugt im Durch-

schnitt g Tochterteilchen fiir die néchste Generation. Jede Generation ist also im Durch-
n

schnitt p-Mal so gro8 wie die vorherige. Daher gilt E[Z,] = p™.

BEWEIS. Fiir n = 0 ergibt sich nach Definition E[Zy] = 1 = u°. Wendet man die Wald-
Identitat auf die Formel (12.3.1) an, so erhélt man

E[Zn1] = E[Z,] - E[X1,,] = E[Z,] - p.

Wendet man das induktiv an, so erhélt man die Aussage des Satzes. U

DEFINITION 12.3.4. Die Aussterbewahrscheinlichkeit q ist definiert durch
¢q=PEneN:Z,=0].
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Wie lisst sich diese Aussterbewahrscheinlichkeit berechnen? Zunéchst einmal gibt es einen
trivialen Fall: Ist pg = 0, so erzeugt jedes Teilchen mindestens ein Tochterteilchen und der
Verzweigungsprozess kann nicht aussterben. Somit gilt in diesem Fall ¢ = 0. Im né&chsten
Satz betrachten wir den Fall p, > 0.

SATZ 12.3.5. Sei pg > 0. Dann gilt:

(1) Ist p < 1 (der subkritische Fall), so gilt ¢ = 1.

(2) Ist p =1 (der kritische Fall), so gilt ¢ = 1.

(3) Ist u > 1 (der superkritische Fall), so ist q die einzige Losung der Gleichung g(q) = q
mit q < 1. Es gilt also 0 < q < 1.

BEMERKUNG 12.3.6. Im subkritischen Fall ;1 < 1 ist jede Generation im Durchschnitt klei-
ner als die vorherige. Deshalb ist es nicht iiberraschend, dass der Verzweigungsprozess mit
Wabhrscheinlichkeit 1 aussirbt.

BEMERKUNG 12.3.7. Im kritischen Fall ;1 = 1 ist jede Generation im Durchschnitt genauso
grof}, wie die vorherige. Es gilt also E[Z,,] = 1 fiir jedes n € Ny. Dennoch stirbt der Prozess
mit Wahrscheinlichkeit 1 aus. Das kann man sich intuitiv so vorstellen: eine Generation, die
im Durchschnitt aus einem Teilchen besteht hat eine gewisse positive Wahrscheinlichkeit, kein
einziges Tdchterteilchen zu produzieren. Da diese Wahrscheinlichkeit nun zu jedem Zeitpunkt
besteht, wird irgendwann tatsichlich kein einziges T6chterteilchen erzeugt und der Prozess
stirbt aus. Im kritischen Fall gilt lim,, o Z, = 0 f.s. (weil Z, mit Wahrscheinlichkeit 1 ab
irgendwann gleich 0 ist). Dabei ist E[Z,] = 1 fiir jedes n € Ny. Hier sehen wir, dass nicht
immer E[lim,, o, Z,] = lim,, . E[Z,] gelten muss.

BEMERKUNG 12.3.8. Im superkritischen Fall g > 1 ist jede Generation im Durchschnitt
grofer, als die vorherige. Die Aussterbewahrscheinlichkeit ist kleiner als 1. Es sei aber be-
merkt, dass auch ein superkritischer Verzweigungsprozess mit positiver Wahrscheinlichkeit
aussterben kann. Das geschieht zum Beispiel dann, wenn das allererste Teilchen keine Nach-
kommen produziert. Das passiert mit Wahrscheinlichkeit pg, also ist ¢ > py.

BEWEIS VON SATZ [12.3.5] Ist die n-te Generation ausgestorben, so sind auch alle nachfol-
genden Generationen leer. Deshalb gelten folgende Inklusionen von Ereignissen:

{Z1 =0} Cc{Z, =0} Cc{Z;=0} C....
Es sei g, die Wahrscheinlichkeit, dass die n-te Generation leer ist:
G =P[Z, = 0] = 92,(0) =g (g(.-.9(0))...)  (n-mal).

Dabei ist g(z) = > po,pk2” die erzeugende Funktion der Anzahl der Nachkommen eines
Teilchens. Mit dem Satz iiber die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit gilt

q=PluUy{Z, =0}] = lim P[Z, =0] = lim ¢ (g(...g(0))...) (n-mal).

n—oo n—oo

Der Rest des Beweises ergibt sich aus dem Bild. 0
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12.4. Momenterzeugende Funktion (Laplace-Transformierte)

Die erzeugende Funktion hat einen Nachteil: Sie kann nur fiir Zufallsvariablen, die ganz-
zahlige, nicht-negative Werte annehmen, definiert werden. Fiir Zufallsvariablen, die diese
Bedingung nicht erfiillen, miissen wir etwas anderes definieren.

DEFINITION 12.4.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R. Dann heifit
mx(t) = E[e"] € (0,00], t€R,
die Laplace-Transformierte (oder die momenterzeugende Funktion) von X .

BEISPIEL 12.4.2. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx. Dann ist die
Laplace-Transformierte gegeben durch

mslt) = [ he(u)dy

BEMERKUNG 12.4.3. Es gilt immer mx(0) = 1.

BEMERKUNG 12.4.4. Ein Nachteil der Laplace-Transformierten ist, dass sie auch den Wert
oo annehmen kann. Es sei X z.B. Cauchy-verteilt, d.h. absolut stetig mit Dichte

1 1

S R.
fX(y) T 1+y27 y e

Dann gilt fiir die Laplace-Transformierte:

1 1 t#0
R T 1+ y2 1, t=0.

Die Laplace-Transformierte ist also iiberall gleich +o0c aufler an der Stelle 0. Man kann auch
andere Verteilungen konstruieren, die die gleiche Laplace-Transformierte haben. Sei z.B. X’
absolut stetig mit Dichte fx/(t) = 2y 21},>1. Dann gilt mx(t) = mx/(¢) fiir alle ¢ € R. Wir
sehen, dass die Laplace-Transformierte die Verteilung einer Zufalsvariable nicht eindeutig
bestimmt.

Im weiteren werden wir voraussetzen, dass die Laplace-Transformierte endlich in einem In-
tervall (—e, ¢) ist. Im néchsten Satz berechnen wir die Momente von X mithilfe der Laplace-
Transformierten.

SATZ 12.4.5. Sei X eine Zufallsvariable mit mx(t) < oo fir allet € (—¢,€) mit e > 0. Dann
qgilt:
E[X"] = m%(0).
BEISPIEL 12.4.6. Fiir n = 1 und n = 2 ergibt sich
miy(0) = E[X], mls(0) = E[X?.
Daraus ergibt sich die Formel fiir die Varianz:
Var X = m/y(0) — (m/x(0))*.
BEMERKUNG 12.4.7. Dieser Satz erklédrt auch die Bezeichnung “momenterzeugende Funkti-

on” fiir my. Die Momente konnen als Ableitungen der momenterzeugenden Funktion an der
Stelle 0 abgelesen werden.
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IDEE DES BEWEISES VON SATZ [12.4.5 Wir betrachten die n-te Ableitung von mx(t):
n (n) (n) n
mg()(t) = (E[e"])" =E [(etX) ] = E[X"eM.

Setzen wir nun ¢ = 0 ein, so erhalten wir mg?)(O) = E[X"]. Allerdings haben wir hier
den Erwartungswert mit dem Ableitungsoperator vertauscht. Dieser Schritt bedarf einer
Begriindung. Daher werden wir den Beweis auf eine andere Weise fiihren.

BEWEIS VON SATZ [12.4.5] SCHRITT 1. Wir entwickeln die Funktion e!* in eine Taylor-
Reihe: . . .
= (tX -~ (tX L (tX
etX — Z u = lim Z %, wobei S, := (
k=0 k=0 k=0
Die Summen S, kénnen wie folgt abgeschétzt werden:

— (tX)* — [EXE
S ] SE
k=0 k=0

wobei S = e + e X Fiir t € (—¢,+¢) gilt ES < oo nach Voraussetzung des Satzes. Wir
haben gezeigt, dass lim,, o S, = €X fast sicher (sogar sicher) und |S,,| < S mit ES < oo.
Daher kénnen rir den Satz von der majorisierten Konvergenz (Mafitheorie) anwenden:

- X
nll_r)réoE[Sm] =E[e"].

|Sm| =

SCHRITT 2. Es gilt fiir jedes ¢ € (—¢, ¢):

mx(t) = E[e™®] = lim E[S,] = lim E

m—0o0 m—0o0

2% k' = lim »  SEX"] = 2 HEX.

SCHRITT 3. Dort, wo eine Taylor—Reihe konvergiert, kann man sie beliebig oft termweise
ableiten. Es ergibt sich

oo

n k(k—1)...(k—n+1) ,_,
mi () =Y o trE[XR).

k=n
Setzt man in diese Formel ¢ = 0 ein, so verschwinden alle Summanden bis auf den ersten
(mit & = n). Daraus ergibt sich mg?)(O) =E[X"]. O
BEISPIEL 12.4.8. Sei X ~ Poi(\), d.h. P[X = k] = _’\)‘ p fiir & € Ny. Fiir die Laplace-
Transformierte von X erhalten wir
mx(t) = B[] = ZetkIP’[X =k] = Zetk _)‘— _)‘Z k:' =e M. et =MD,

k=0 k=0

Damit lésst sich der Erwartungswert berechnen:
t_ / et_
EX =m/(0) = (e)‘(e 1)> o = MeleM Vg = A,
SATZ 12.4.9. Seien X,Y wunabhdingige Zufallsvariablen. Dann gilt:
mx+y(t) = mx(t) . my(t)
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BEWEIS. Mit der Definition der Laplace-Transformierten erhalten wir:
mxiy (t) = E[e!E] = B[N - Y] = E[e] - E[e™] = mx () - my (t).

Dabei haben wir benutzt, dass X und Y (und somit auch e!* und e*¥) unabhiingig sind.

O

12.5. Charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte)

Ein Nachteil der Laplace-Transformierten ist, dass sie auch unendlich sein kann (siche das
Beispiel mit der Cauchy—Verteilung). Auflerdem ist die Verteilung einer Zufallsvariable nicht
immer eindeutig durch die Laplace-Transformierte festgelegt. Wir werden deshalb eine andere
Transformation betrachten, die sich von der Laplace-Transformation dadurch unterscheidet,
dass man im Exponenten e'* noch die Komplexe Zahl i = v/—1 hinzunimmt. Damit erreicht
man, dass die Transformierte immer endlich ist.

DEFINITION 12.5.1. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heifit
ox(t) =E[e"™] e C, teR,
die charakteristische Funktion (oder die Fourier-Transformierte) von X.
BEMERKUNG 12.5.2. Der Erwartungswert von e ist
E[e™X] = E[cos(tX) + isin(tX)] = Elcos(tX)] 4 iE[sin(tX)].

Die charakteristische Funktion ¢x () existiert also fiir jedes X und jedes ¢ € R, denn
|cos(tX)| <1 und |sin(tX)| < 1.

BEMERKUNG 12.5.3. Ist X diskret, mit den Werten 1, 45, . .. und den dazugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten py, ps, ..., so gilt fiir die charakteristische Funktion von X:

px(t) = B[] = " e™epy.
h—1

Ist X absolut stetig mit Dichte fx, so gilt

o0

ox(t) = E[6"¥] = / ¢ i (y)dy.

BEISPIEL 12.5.4. Nimmt X nur die zwei Werte +1 und —1 mit einer Wahrscheinlichkeit von
jeweils 1/2 an, so ist die charakteristische Funktion von X gegeben durch

ox(t) = §€Zt + 56_” = cos(t).

SATZ 12.5.5. Sei X eine Zufallsvariable. Dann hat die charakteristische Funktion px die
folgenden Eigenschaften:
(1) x(0) =1 und |px(t)| < 1 fir alle t € R.

(2) px(—t) = px(t) fir alle t € R.
(3) Die Funktion ¢x ist gleichmdfig stetig auf R.
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(4) Die Funktion @x ist positiv semidefinit, d.h., fir alle tq,...,t, € R und fir alle
C1y...,cn € C gilt:

n

Z Ckéj . QOX(tk - tj) Z 0.

k,j=1
Mit anderen Worten: (ox(t —t;)), ;—, ist eine positiv semidefinite Matriz.
BEWEIS VON 1. Fiir t = 0 gilt ¢x(0) = E[e"®*] = E1 = 1. Fiir ein beliebiges ¢ € R gilt:
lpx(t)| = |Ee™| <Ele™*| =E1 =1.
BEWEIS VON 2. Wir betrachten die charakteristische Funktion an der Stelle —t:
¢x(—t) =E [e7*] = E[cos(tX) — isin(tX)] = E[cos(tX)] — iE[sin(tX)].
Auf der anderen Seite gilt
ox(t) = E[etX] = E[cos(tX) + isin(tX)] = E[cos(tX)] + iE[sin(t X)].

Somit gilt x(—t) = px(1).
BEWEIS VON 3. Seien t, h € R. Dann gilt

’@X(t‘f‘ h) _ | _ ‘E i(t+h)X eitXH S ]E|eitX(eihX . 1)‘ . ) ’eihx 1‘ def )

Nun miissen wir zelgen dass limy,_,o g(h) = 0. Zunéchst bemerken wir, dass fiir jeden Ausgang
w € Q: limy_0 | X @) — 1] = 0. Somit gilt:
X — 1) L% 0.
h—0

AuBerdem haben wir die Abschiitzung |e*X )

Konvergenz ergibt

— 1| < 2. Der Satz von der majorisierten

lim g(h) = lim E |6ZhX 1| = [hm ‘e’hX — 1” =[E0=0.
h—0 h—0 h—0
Es folgt, dass
lim sup |¢x (t + h) — ¢x(t)| = 0.

Also ist px gleichméBig stetig.
BEWEIS VvON 4. Fiir beliebige tq,...,t, und ¢y, ..., ¢, € C gilt

Z arCipx (ty — 1) = Z crGE [ei(tk—tj)X}

k,j=1 k,j=1

=E|) ckcje“t'ﬂ"fj”]

Lk,j=1

—F (i cke“’“X> . (Zn: Cjeitjx>
| \k=1 j=1
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Mit der Bezeichnung A := ") | ¢xe'* erhalten wir somit

™ anciox (s — t;) = E[AA] = E[|AP) > 0,

k,j=1
denn |AJ]* > 0. O

Es gilt auch eine Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes.

SATZ 12.5.6 (Satz von Bochner). Sei ¢ : R — C eine Funktion mit den 4 Eigenschaften aus
obigem Satz. Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit px = .

OHNE BEWEIS.

Im folgenden Lemma berechnen wir die charakteristische Funktion einer linearen Transfor-
mation.

LEMMA 12.5.7. Seien a,b € R und X eine Zufallsvariable. Dann gilt:
Pax1(t) = e™pox(at).
BEwEIS. Wir benutzen die Definition der charakteristischen Funktion:
Gaxsn(t) = E[eit(aXer)] — E[ei® . ei(at)X] — pith . E[ei(at)X] — ¢ oy(at).

SATZ 12.5.8. Sei X ~ N(u,0?). Dann gilt

L 242
SOX(t> — @Z“t_T_

BEMERKUNG 12.5.9. Spezialfall: Fiir X ~ N(0,1) gilt px (¢) = e~ 2. Somit stimmt in diesem

Fall die charakteristische Funktion mit der Dichte bis auf einen Vorfaktor iiberein.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir betrachten den Fall, dass X ~ N(0, 1). Zuerst berechnen wir die
Laplace-Transformierte:

1 LA

"~ Var e | ey
2 1 S 42

S e 2dz

wobei wir die neue Variable z = y — t eingefiihrt haben.

SCHRITT 2. Aus der Laplace-Transformierten berechnen wir durch Hinzufiigen des Faktors

1 die charakteristische Funktion:
(it)? 2

@X(t):mx(it)ze 2 = 2,
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SCHRITT 3. Sei nun X ~ N(u,0?) mit beliebigen Parametern u,c?. Dann haben wir die
Darstellung X = oY + p, wobei Y ~ N(0,1). Mit Lemma gilt dann:

. . 02 2
ox(t) = e - oy (ot) = "2

SATZ 12.5.10. Seien X,Y wunabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt
x4y (t) = ex(t) - oy (D).
BewErs. Ubung. O

Nun berechnen wir Momente mithilfe der charakteristischen Funktion.

SATZ 12.5.11. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|* < oo fir ein n € N. Dann ist die
charakteristische Funktion px n-mal stetig differenzierbar und es gilt:

E[X") =i} (0).
Zum Beweis benotigen wir ein Lemma.

LEMMA 12.5.12. Fiir y € R gilt die Ungleichung |e® — 1| < |y|.

v v
/ e*ds g/ le”|ds = y.
0 0

Fiir y < 0 benutzen wir, dass [e? — 1| = [e™% — 1. O

BeEweEis. Fiir y > 0 gilt

e —1] =

BEWEIS VON SATZ(12.5.11] SCHRITT 1. Wir betrachten den Fall n = 1. Sei also E|.X | < oo.
Wir werden zeigen, dass ¢y stetig differenzierbar ist und dass

(12.5.1) ¢y (t) = E[iX ™.
Wir stellen den Differenzenquotienten der Funktion ¢y auf:

px(t+h) —ex(t) g { ix e’ — 1]
=E | ——].
h h
Mit der Taylor-Reihe der Exponentialfunktion erhalten wir

. it X e —1 S itX
lim [ ¥t —— | =iXe"".

h—0 h
Auflerdem erhalten wir mit Lemma [12.5.12] die Abschétzung
cehX 1 eihX _q
i = <|X].
< T ’ | <

Wir haben vorausgesetzt, dass E|X| < co. Also kénnen wir den Satz von der majorisierten
Konvergenz benutzen:

t+h)— t )
h—0 h
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Somit ist ¢ x differenzierbar und die Formel (12.5.1)) gilt. AuBerdem ist die Funktion E[i X e ]
stetig. Der Beweis dafiir ist identisch mit dem Beweis, dass px stetig ist.
Nun setzen wir t = 0 in (12.5.1)) ein: ¢y (0) = E[:X]. Das beweist den Satz fiir n = 1.

SCHRITT 2. Sei nun n € N beliebig und E|X|" < co. Wendet man die Methode von Schritt 1
induktiv an, so erhélt man die Formel

P (1) = E[(iX)"e™X].

Setzt man t = 0 ein, so erhélt man die Aussage des Satzes. ([l

BEISPIEL 12.5.13. Sei X ~ N(0,1) standardnormalverteilt. Die Taylor-Entwicklung der
charakteristischen Funktion lautet: ¢x(t) = e /2 =1 — st 4+ ... Damit gilt
Y(0)=0=EX =0,
Wv(0)=—-1=EX*=i?.(-1)=1

Also gilt fiir die Varianz von X: Var(X) = E[X?] — (EX)? = 1.

Wenn die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable bekannt ist, dann kann man die
Momente dieser Zufallsvariable ausrechnen. Wie kann man aber die ganze Verteilung, also
die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable, wiederherstellen?

SATZ 12.5.14 (Umkehrformel). Sei Z eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion
vz und Verteilungsfunktion Fy. Dann gilt fir alle a,b € R mit a < b und P[Z = a] = P[Z =
bl = 0 die Formel
1 c e—ita o e—itb
Pla < Z < bl = Fz(b) — Fz(a) = . ch—>r£1<> » Tgoz(t)dt.
BEMERKUNG 12.5.15. Die Eigenschaft P[Z = a] = 0 bedeutet, dass a kein Atom von X ist,
bzw. dass die Verteilungsfunktion £z an der Stelle a stetig ist.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir verwenden das Fresnel-Integral

c—+00 x

lim S(c) = g, wobei S(c) ::/ Sm(x)dx.
0

Auflerdem benétigen wir die Vorzeichenfunktion:

1, 0>1,
sgn(@) =<0, 6=0,
-1, <1

Sei § € R\{0}, dann gilt (wobei wir die Variable s = |0|¢ einfiihren):

¢ sin 8le gin(s) ds 9l¢ sin (s
[ = iy [T sy [T s = s sl

t S
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Die Formel gilt auch fiir § = 0, denn beide Seiten sind dann gleich 0.

SCHRITT 2. Nun zum Beweis der Umkehrformel. Betrachte das Integral

c _—ita __ ,—ith
I(c) ;:/ €T Lo bdt

e 1t

c w(Z—a) __ it(Z-Db)
- / E [6 _° }dt
—c it

¢ Lit(Z—a) __ Lit(Z—b)
E { / SR dt},
¢ 1t

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Fubini benutzen durften, denn

pit(Z—a) _ ,it(Z—b)

it

6it(b—a) -1
it

‘Sb—a.

Da e = cosz + isinx, wobei cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist, erhalten

- I()=2-E [ A R b))dt}

t
=2-E[sgn(z —a)S(|Z — a|c) —sgn(Z — b)S(|Z — b|c)] .

Fiir die Funktion unter dem Erwartungswert gilt (mit dem Fresnel-Integral aus Schritt 1)

Jim (sgn(z —a)S(|2 —ale) —sgn(z = 0)S(|2 —ble)) = mus(2),

wobei
(0, z2<a,
%7 z = a7
s
VYap(z) = = (sgn(z —a) —sgn(z — b)) =<1, a<z<b,
2 1 B
2 Z = b,
0, z>0b.

\

Aus der Existenz eines endlichen Grenzwerts lim,_, ., S(c) folgt, dass B := sup.(|5(c)| <
oo. AuBlerdem gilt |sgnt| < 1. Daher haben wir die obere Schranke

|sgn(z —a)S(|z — ale) —sgn(z — b)S(]z — blc)| < 2B.

Wir kénnen also den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen und erhalten damit:

L lim () = = lim E [sen(z — a) - S(|= — ale) — sgn(z — b) - S(|= — b[o)]

T ¢—00 2T c—o0
1
=—-E [lim sgn(z —a) - S(|z — ale) —sgn(z — b) - S|z — ble)
T c—00
= ]E[wa,b(z)]‘
Da nun @ und b keine Atome von X sind, ist die rechte Seite gleich Pla < z < b]. O
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SATZ 12.5.16 (Eindeutigkeitssatz). Die charakteristische Funktion bestimmt die Verteilungs-
funktion vollstindig, das heifit: Sind X,Y Zufallsvariablen mit px (t) = @y (t) fir allet € R,
dann gilt:

Fx(t) = Fy(t) fir allet € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Die Menge aller Punkte, wo beide Verteilungsfunktionen Fx und Fy
stetig sind, bezeichnen wir mit

S ={t eR: Fx und Fy sind stetig an der Stelle ¢}.

Die Menge R\S ist hochstens abzdhlbar. Nun benutzen wir die Umkehrformel, die besagt,
dass fiir alle a,b € S mit a < b gilt:

1 c e—ita o e—itb

Fx(b) — Fx(a) = . clirgo m px (t)dt
1 c e—ita, o e—itb
= —1 - t)dt
or [ Ser(t)

= Fy(b) — Fy((l).

Dabei haben wir benutzt, dass ¢x = py laut Voraussetzung. Fiir alle a,b € S mit a < b gilt
also Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a).

SCHRITT 2. Da das Komplement von S hochstens abzéhlbar ist, konnen wir fiir jedes n € N
ein a,, < —n mit a,, € S finden. Daraus folgt, dass lim,,_,, a,, = —oo. Fiir alle b € S gilt nun
laut Schritt 1:

Fx (b) = Fx(b) — lim Fx(ay)
= Jim (Fx(9) ~ Fi(an)
= lim (Fy (b) = Fy(an))
= Fy(b)

~ R (b).

Fiir alle b € S gilt also Fx(b) = Fy (b).

SCHRITT 3. Sei nun b € R beliebig. Da das Komplement von S hochstens abzihlbar ist,
kann man fiir jedes n € N ein b, € (b,b+ 1/n) NS finden. Insbesondere gilt lim,, o, b, = b
und dabei ist b,, > b. Dann gilt:

Fx(b) = nh_{ﬁlo Fx(b,) (da Fx rechtsstetig)
= lim Fy(b,) (mit Schritt 2)
n—oo

= Fy(b) (da Fy rechtsstetig).
Fiir alle b € R gilt also Fix(b) = Fy (b). O

™ i, T {n)

Die Umkehrformel gilt fiir beliebige Zufallsvariablen. Sie ist aber nicht sehr schon, weswegen
wir noch eine einfachere Darstellung zeigen, die aber nur fiir absolut stetige Zufallsvariablen
gilt.
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SATZ 12.5.17 (Umkehrformel fiir die Dichte). Sei Z eine Zufallsvariable, deren charakteris-
tische Funktion oz integrierbar ist, d.h. [*°_|pz(t)|dt < oco. Dann gilt: Z ist absolut stetig
mat Dichte

1 [ _.

f2) = 5 [ esttyar

BEWwEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite mit

1 [ _
—/ e "Wy (t)dt.

9(y) = o

Die Funktion g ist wohldefiniert, denn |e™®¥ ()| = |pz(t)| und |pz| ist integrierbar (laut
Voraussetzung). Auflerdem ist g stetig. (Beweis identisch mit dem Beweis fiir Stetigkeit der
charakteristischen Funktion).

Nun wollen wir zeigen, dass die Zufallsvariable Z eine Dichte besitzt und dass g diese Dichte
ist. Dazu betrachten wir das Integral

b b 1 o] .
/ g(y)dy:/ 7 </ e ’%z(t)dt) dy
1 0o b '
2—/ (/ e_’tygpz(t)dy) dt (Fubini)
m —0Q a

1 [e's) b )
=5 ((pz(t) . / e_”ydy) dt

—zta _ —ztb

= _/ oz (t i —dt

=Pla < Z <b] (mit Umkehrformel).

Wir haben gezeigt, dass fiir alle a,b € R mit a < b, die Stetigkeitspunkte von F sind,

/ 9(y)dy = Pla < Z < ]

Daraus folgt (genauso wie im Beweis von Satz [12.5.16)), dass g die Dichte von Z ist. U

BEeispiEL 12.5.18. In diesem Beispiel berechnen wir die charakteristische Funktion einer
Cauchy-verteilten Zufallsvariable. Sei zuerst X eine Zufallsvariable mit der Dichte fx(y) =
%e“m (zweiseitige Exponentialverteilung). Die charakteristische Funktion von X ist dann
gegeben durch:

1 ~ 1 o , 0 A
ex(t) = / §e_|y‘e”ydy =3 (/ e—\yleztydy +/ e—lyleztydy)
—00 0 —00

1 1 n 1 1
S22 1 —dit 14at|  14t2
Nun kann man die Umkehrformel fiir die Dichte anwenden:
1 1 1

el = — h e M _——_dt.
2 21 J_ o 1+¢t2
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Nun ersetzen wir ¢ durch —t und multiplizieren beide Seiten mit 2:

o (1 1 =
oyl — /Oo ity (; = +t2) dt = /oo e f7(t)dt = pz(y),

wobei Z eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable ist. Wir haben somit gezeigt, dass die charak-
teristische Funktion einer Cauchy-verteilten Zufallsvariable gleich ¢z (y) = e~ 19l ist.

BEISPIEL 12.5.19. Seien X; ~ N(u1,0%) und X, ~ N(ug,03) unabhiingige, normalverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt:

Xi+ Xz ~ N(u + piz, 07 + 03).

BEwWEIS. Wir haben das bereits mithilfe der Faltungsformel gezeigt. Hier fithren wir den
Beweis mit charakteristischen Funktionen. Die charakteristischen Funktionen von X; und
X5 sind gegeben durch

ox, (t) = ei“kt_%gzﬁ, k=1,2.
Nun berechnen wir die charakteristische Funktion von X; + X5:
iult—%o%tZ X i,ugt—%ath

i +uz)t— (o3 +03)e?

PX1+Xo (t) = ¥Xx; (t) *PX, (t) =e€ € =€

Auf der rechten Seite erkennen wir die charakteristische Funktion einer N (py + po, 03 + 03)-
Verteilung. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt dann, dass

Xi+ Xz ~ N(p + piz, 07 + 03).

152



KAPITEL 13

Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass eine Summe von sehr vielen unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz approximativ normalverteilt ist. Dieser Satz
begriindet theoretisch die herausragende Rolle, die die Normalverteilung in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik spielt. Bevor wir den zentralen Grenzwertsatz beweisen, miissen
wir eine weitere Konvergenzart, die Konvergenz in Verteilung, definieren.

13.1. Konvergenz in Verteilung

Fiir eine Zufallsvariable X bezeichnen wir mit
S(X)={t e R: Fy ist stetig an der Stelle ¢}

die Menge der Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X. Die Menge R\S ist die
Menge der Atome von X. Diese Menge ist hochstens abzéihlbar.

DEFINITION 13.1.1. Eine Folge von Zufallsvariablen X;, X5, ... konvergiert in Verteilung
gegen eine Zufallsvariable X, wenn fiir alle t € S(X) gilt:

BEZEICHNUNG: X,, - X oder Fx, —%y Fy. Dabei steht d fiir “distribution” (Verteilung).
n—oo

n—oo
BEMERKUNG 13.1.2. In der obigen Definition sind nur die Verteilungsfunktionen von X,, und
X relevant. Der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum spielt keine Rolle. Es kann z.B.
sogar sein, dass die Zufallsvariablen auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen definiert
sind.

BEISPIEL 13.1.3. In diesem Beispiel zeigen wir, warum in der Definition der Verteilungskon-
vergenz die Einschrinkung auf die Stetigkeitspunkte von F'y sinnvoll ist. Seien ¢; > ¢y >
... > 0 Konstanten mit lim,,_,., ¢, = 0. Als Beispiel kann man ¢, = % betrachten. Definiere
nun Zufallsvariablen X,, := ¢, und X := 0. Es gilt:

0, t<0
lim Fx,(t) =<1, t>0=Fx(t), firallet #0.
n—oo

0, t=0

Fiir t = 0 stimmt die Gleichung lim,,,~, F'x, (0) = Fx(0) nicht, denn Fx(0) = 1. Da allerdings
0 ¢ S(X), ist die Bedingung in der Definition der Verteilungskonvergenz erfiillt und wir

haben X, 4 X

n—oo
Hétten wir aber in der Definition der Verteilungskonvergenz verlangt, dass lim,, ., F, (t) =

Fx () fiir alle t € R gelten soll (und nicht nur fiir alle t € S(X)), so wiirde der resultierende
Konvergenzbegrift die absurde Eigenschaft haben, dass % nicht gegen 0 konvergiert.
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Der niichste Satz zeigt, dass die Verteilungskonvergenz die schwichste der von uns ein-
gefithrten Konvergenzarten ist.

SATZ 13.1.4. Seien X,, und X Zufallsvariablen mit X, L. X. Dann gilt: X, 4 X,

n—00 n—00

BEMERKUNG 13.1.5. Man kann nun die Beziehungen zwischen verschiedenen Konvergenz-
arten folgendermaflen darstellen:

fs. = P = d
fr

= [} = [? = [

BEWEIS VON SATZ (13.1.4] Sei X, L5 X. Firallee >0 gilt also:

n—oo

lim P[|X, — X| > ¢] = 0.
n—oo

SCHRITT 1. Fiir alle t € R gilt:
Fx, (t) =P[X, <{]

=PX, <t,|X,— X|<e]+PX, <t |X,— X|>¢

<PX <t+e]+P[|X, — X]| > €]

=Fx(t+e¢e)+P|X,—X|>¢]
Mit der Voraussetzung X, L x gilt nun fiir n — oc:

n—oo
limsup Fy, (t) < Fx(t +¢).
n—o0

Das gilt fiir jedes € > 0. Wir kénnen ¢ | 0 gehen lassen und die Rechtsstetigkeit von Fx
benutzen:

limsup Fy, (t) < Fx(t).

n—oo
SCHRITT 2. Sei t € S(X) beliebig. Es gilt:
Fx(t—e)=PX <t—¢

=PX <t—e|X,— X|<e|+PX <t—e|X,— X]|>¢]

< Fx, (t) + P[| X, — X| > €].
Mit der Voraussetzung X, Lox gilt nun fiir n — oc:

n—oo
Fx(t —e) <liminf Fy, (1).
n—oo

Das gilt fiir jedes € > 0. Wir konnen also € | 0 gehen lassen und benutzen, dass F'x an der

Stelle ¢ stetig ist (denn t € S(X)):

n—oo

154



SCHRITT 3. Fiigt man Schritt 1 und Schritt 2 zusammen, so erhélt man, dass fiir alle
te S(X)
limsup Fy, (t) < Fx(t) < liminf Fy, (¢).

N—00 n—0o0

Daraus folgt, dass Fx(t) = lim,_, FXx, (t) fiir alle ¢t € S(X). Somit gilt X, NS 'S O

n—o0

BEISPIEL 13.1.6. Wir betrachten eine Folge von normalverteilten Zufallsvariablen X, ~
N(0,02) mit lim,_,o 02 = 0. Wir zeigen, dass X,, —— 0.

n—oo

BeEweis. Es gilt X, £2> 0, denn

E[(X, — 0)*] = E[X?] = Var X,, = 02 — 0.
n—oo
Nun folgt aus der L2-Konvergenz die stochastische Konvergenz und damit auch die Konver-
genz in Verteilung nach dem Schema L? = P = d. O

BEISPIEL 13.1.7. Dieses Beispiel soll zeigen, dass die Umkehrung von Satz [13.1.4] im Allge-
meinen falsch ist. Wir betrachten eine Zufallsvariable X ~ N(0,1) und die Folge X,, = —X
fiir alle n € N.

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass X,, in Verteilung gegen X konvergiert. Es gilt:
Fx, (t) =PX, <t]=P-X <t] =P[X <t] = Fx(t).

Dabei haben wir benutzt, dass N (0, 1) eine symmetrische Verteilung ist, d.h. die Verteilung
von X stimmt mit der Verteilung von —X iiberein. Da Fx, (t) = Fx(t) fiir alle t € R, folgt,
dass X,, gegen X in Verteilung konvergiert.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir, das X,, jedoch nicht in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert.
Es gilt:

1 1 t2
PlX, —X|>1]=P2|X|>1|=P||X|>=| = — / e 2dt=:¢c> 0.
1X, - X1 > 1] = Pl21X] > 1] =P 1] > 5| = =

[t]>1/2

Da das Integral unabhéngig von n ist, folgt lim, . P[|X, — X| > 1] = ¢ > 0. Somit gilt
. P
nicht, dass X,, — X.

n— oo
Es gibt allerdings einen Spezialfall, in dem die Umkehrung von Satz [13.1.4] richtig ist. Man

muss namlich voraussetzen, dass die Grenzwertzufallsvariable konstant ist.

SATZ 13.1.8. Seien X1, Xo, ... Zufallsvariablen und ¢ € R eine Konstante mit X, Ay .

n—oo

Dann gilt: X, L.

n—oo
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BEWEIS. Sei X, %5 ¢. Dann gilt fiir alle t # ¢:

n—oo

1, t>c
lim Fy, (t) = Fx(t) =4 ’
21, P (8) = Px(t) {o, t<c

Sei nun € > 0. Dann gilt:
P| X, —c| >¢] =P[X, <c—e]+P[X, >c+¢]
<PX,<c—¢e]+1-PX, <c+¢
:FXn(C—5)+1—FXn(C+5>7:OOa

da lim,, o Fix, (c—¢) = 0 und lim,,_,, Fix, (c+¢) = 1. Es gilt also lim,,_,o P[| X, —¢| > €] =0
und somit X, I x. O

n—oo

BEisPIEL 13.1.9. Fiir jedes n € N sei X,, eine Zufallsvariable, die gleichverteilt auf der
Menge %, %, ..., o} ist. Sei auBerdem X gleichverteilt auf [0, 1]. Somit ist X,, eine diskrete

Zufallsvariable, wohingegen X absolut stetig ist. Wir zeigen, dass

X, -4 X

n—oo
BEWEIS. Fiir ¢ < 0 hat man Fy, (t) = Fx(t) = 0. Fir ¢ > 1 hat man Fy, (t) = Fx(t) = 1.
Fiir ¢ € [0, 1] hat man
[tn]
FXn(t) =— —t= FX(t),

n n—oo

wobei [-] die GauB-Klammer ist. Also gilt fiir jedes t € R:
n—oo

Somit folgt X, 4 X. O

n—oo

BEISPIEL 13.1.10 (Poisson-Grenzwertsatz). Wir betrachten eine Folge von Zufallsvariablen
mit X,, ~ Bin(n,p,), wobei fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p, gilt: lim, .. np, = A €
(0,00). Zum Beispiel kann man p, = % betrachten. Sei auflerdem X ~ Poi(\). Wir zeigen,
dass

X, % X.

n—oo

BEWEIS. Der Poisson-Grenzwertsatz besagt, dass fiir alle k£ € Ny gilt:

)\k
lim P[X, = k] = e >~

Die Menge der Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X ist S(X) = R\Ny. Firt < 0
gilt Fx,(t) = 0 = Fx(t). Sei deshalb ¢ > 0 mit ¢ ¢ Ny. Dann kann man ein m € Ny mit
m <t <m+ 1 finden. Es gilt

= P[X = &].

Fh@zm&gﬂzfﬁwfwbgﬁaz—:ngﬂ:&@.

k=0 k=0



Daraus folgt: X, 45 X, 0J

n—oo

13.2. Eine Charakterisierung der Konvergenz in Verteilung

DEFINITION 13.2.1. Die Menge der stetigen und beschréinkten Funktionen bezeichnen wir
mit

Cy = {f:R%R | f ist stetig und sup|f(t)| < oo}.

teR
SATZ 13.2.2. Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen. Folgende zwei Aussagen sind dquivalent:
1) X, -5 X.

n—oo
(2) Fiir alle f € Cy gilt: lim, o Ef(X,) = Ef(X).
BEWEIS VON (1) = (2). Sei X, —%y X. Sei f € C eine stetige und beschréinkte Funktion.
n—oo

Wir werden zeigen, dass
lim Ef(X,) =Ef(X).

n—o0

SCHRITT 1. Fiir f beschrinkt ist, gilt b := sup,cp | f(t)] < 0.

SCHRITT 2. Sei € > 0. Es gilt lim._,o P[|X| > ¢] = 0. Somit existiert ein hinreichend grofles
¢ mit

Pl X]| > ¢] < %.

Indem man ¢ vergroBert, kann man auBerdem erreichen, dass ¢ € S(X) und —c € S(X).

SCHRITT 3. Aus X, -5 X folgt lim,, o0 P[|X,| > ] = P[|X| > ¢], denn

n—o0

Pl Xn| > ¢ = Fx,(=¢) + (1 = Fx, () — Fx(=c) + (1 = Fx(c)) = P[[X]| > ¢].

n—o0

Fiir hinreichend grofies n gilt somit:
2
P[|X,| > ] < f

SCHRITT 4. Da die Funktion f stetig ist, kann man eine Funktion g mit folgenden Eigen-
schaften konstruieren:

(1) sup,eg [f(£) — g(t)] < e.
(2) g ist eine Treppenfunktion:

k
g(t) = Z a; - ]]-ti71<t§ti7
i=1

wobel —c =ty <ty < ... <ty =cundty,..., tx € S(X).
157



SCHRITT 5. Fiir hinreichend grofles n gilt:

Ef(X,) —Ef(X)]

< Ef(Xoa)Lx,1<e — Ef(X)Lixi<c| + [Ef (Xn) Lix,sc| + [Ef (X)L 1x)>]

< |Ef (Xn) L, <c — Ef( ) ixj<e| + 3¢

< |Ef(Xn)1|Xn|<c Eg(X,)| + [Eg(X) — Ef(X)11x)<c| + [Eg(Xy) — Eg(X)| + 3¢
< [Eg(Xy) — Eg(X)[ + 5,

wobei die zweite Ungleichung gilt, da [f(X,)| < b, [f(X)] < b, P[|X,| > ¢ < 2 und
P[|X| > ¢] < {, und die letzte Ungleichung gilt, da |f(z) — (m)| <e.

SCHRITT 6. Wir betrachten nun den Term Eg(X,,) —Eg(X). Aus X, 4 X und to, ...ty €
n—oo
S(X) folgt, dass

k
Eg(X,) = Z ai - Bl <x, <t

i=1

= Zai - (Fx, (t) — Fx,, (ti-1))

k

— Y ai- (Fx(ts) = Fx(tior))

i=1

Eg(X).

Daraus folgt: lim,, ., Eg(z,) = Eg(X). Fiir hinreichend grofies n gilt somit:
[Eg(X,) —Eg(X)| <e.

SCHRITT 7. Aus Schritt 5 und Schritt 6 ergibt sich, dass fiir hinreichend grofles n gilt:
Ef(X,) — Ef(X)| < 6e.

Dabei war € > 0 beliebig. Daraus folgt, dass lim,, . Ef(X,) = Ef(X).

BEWEIS VON (2) = (1). Sei lim, o Ef(X,,) = Ef(X) fiir alle f € C,. Wir zeigen, dass

il

X, -4 X

n—oo

Beweisidee: Diirften wir f(z) = 1.<; einsetzen, so wiirde gelten:

lim Fy, (t) = lim Ef(X,) = Ef(X) = Fx(1)

n—o0

Allerdings ist die Indikatorfunktion 1,<; nicht stetig. Also werden wir dieese Indikatorfunk-
tion durch stetige Funktionen approximieren.

SCHRITT 1. Sei t € R und € > 0. Dann existiert eine Funktion f € Cy mit
Ty<: < fy) < 1y<iqe fiir alle y € R.
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(1) Es gilt also 1x,<: < f(X,) < Lx,<t4.. Daraus folgt:
Fyx,(t) = Ely, <, < Ef(X,).
(2) AuBerdem gilt 1x<; < f(X) < Lx<tye. Es folgt:
Ef(X) <Elx<iye = Fx(t +¢).
Fiigt man nun (1) und (2) zusammen, erhélt man fiir n — oo:
lim sup Fy, (t) < nh—>nc}o]Ef<Xn) =Ef(X) < Fx(t+e).

n—oo
Das gilt fiir jedes ¢ > 0. Da nun Fly rechtsstetig ist, erhalten wir fiir € | 0:
limsup Fy, (t) < Fx(t).

n—o0

SCHRITT 2. Sei t € S(X) und € > 0. Dann existiert ein f € C, mit 1,<;—. < f(y) < L,<
fiir alle y € R. Es gilt:

Fx(t—¢)=Elx<. <Ef(X)= lim Ef(X,) <liminfEly, , = liminf Fy, (¢).

n—o00 n—00 n—o00
Fiir € | 0 erhalten wir dann:

n—oo
SCHRITT 3. Fiigt man nun Schritte 1 und 2 zusammen, so folgt fiir alle t € S(X):
n—oo

Und das bedeutet, dass X, 4 x. O

n—oo

13.3. Satz von Helly

Fiir eine Verteilungsfunktion G bezeichnen wir mit S(G) die Menge der Stetigkeitspunkte
von G.

SATz 13.3.1 (Helly). Seien Fy, Fsy, ... Verteilungsfunktionen. Dann gibt es eine rechtsstetige
nichtfallende Funktion G und eine Teilfolge F,,, F,,, ... , so dass fir alle t € S(G) gilt:

lim F,, (t) = G(t).

BEWEIS. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar, also gibt es eine Abziahlung Q =
{ry,r2,...}. Wir werden im Folgenden eine geschachtelte Familie von unendlichen Mengen
N =Ky D K; D ... mit gewissen (unten néher beschriebenen) Eigenschaften konstruieren.

SCHRITT 1. Sei Ky = N. Es gilt: {F,(r1) }nen C [0, 1]. Mit dem Satz von Bolzano—Weierstrafl
folgt: Es gibt eine Teilmenge K; C Ky mit |K;| = oo und
lim  F,(r) = ¢1.

n—oo, neK;
SCHRITT 2. Genauso gilt: {F,(r2)}nex, C [0,1]. Und damit folgt wiederum mit dem Satz
von Bolzano—Weierstra$, dass eine Teilmenge Ky C K existiert mit |K5| = 0o und

lim  F,(r2) = go.

n—o0, n€ Ky
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SCHRITT 3. Diese Argumentation kann fortgesetzt werden. Es existieren also Mengen N =
KyC K, C Ky C... mit |KJ| = oo und

lim  F,(r;) = g; fir alle j € N.

n—o0,n€Kj;

SCHRITT 4. Nun benutzen wir die sogenannte Cantor-Diagonalisierung. In jeder Menge K
wahlen wir das kleinste Element. Die Vereinigung dieser Elemente nennen wir K, so dass
K = {min K, }en. Es gilt nach Konstruktion |K| = co. Auflerdem gilt fiir alle j € N: K ist
bis auf endlich viele Elemente eine Teilmenge von K; und somit

lim KFn(rj) = g; fir alle j € N.

n—o00, nE

Wir haben gezeigt, dass fiir alle j € N der folgende Grenzwert existiert:
H(rj) = hmeK F,(r;).

n—o0,n

Die Funktion H ist nur auf der Menge der rationalen Zahlen definiert. Wir erweitern die
Funktion H auf ganz R:

G(t) :=inf{H(r) : r € Q,r > t}.
Fiir diese Funktion gilt: G ist nichtfallend und rechtsstetig (Ubung).
SCHRITT 5. Nun miissen wir noch zeigen, dass fir ¢ € S(G) gilt:

limeK F,(t) =G(1).

n—o0,n

Sei also t € S(G) und sei € > 0. Dann existiert y < t mit G(t) —e < G(y) < G(t). AuBerdem
existieren 7,5 € Q mit y < r <t < s und G(s) < G(t) + €. Nun gilt also:

Gt)—e<Gy) <G(r) <G(s) <G(t) +e.
Es folgt, dass

n—oo n—oo
Somit gilt
G(t) —e < liminf F,(¢t) < limsup F,(t) < G(t) +«.
n—o0,n€ K n—oo,n€K
Fiir € | 0 erhalten wir dann: G(t) = limy, 00 nex Fn(t). O

BEISPIEL 13.3.2. Die Funktion G aus dem Satz von Helly ist monoton nichtfallend und
rechtsstetig, sie muss aber nicht unbedingt eine Verteilungsfunktion sein. Es fehlen ndmlich
die Eigenschaften lim, , ., G(¢) = 0 und lim; ,, ., G(t) = 1. Um zu sehen, dass die beiden
Eigenschaften nicht immer erfiillt sind, betrachten wir die Folge X,, = n. Fiir die Vertei-
lungsfunktion von X, gilt dann

lim FXn (Zf) = lim [n,00) (t) = 0.

n—oo n—oo

Also ist auch der Grenzwert jeder Teilfolge von Fl, gleich 0. Die Funktion G = 0 ist aber
keine Verteilungsfunktion.
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DEFINITION 13.3.3. Eine Folge Fi, Fy, ... von Verteilungsfunktionen (bzw. eine Folge von
Zufallsvariablen, die diese Verteilungsfunktionen haben) heiit straff, wenn fiir alle € > 0 ein
¢ > 0 existiert, so dass fiir alle n € N gilt:

Fi.(—=c)+ (1= F,(c) <e.

BEMERKUNG 13.3.4. Ist F,, die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X,,, so kann man
die obige Bedingung auch so darstellen: fiir alle ¢ > 0 existiert ein ¢ > 0, so dass

P[|X,| > ¢] < ¢ fiir alle n € N.
BEISPIEL 13.3.5. Die Folge der Verteilungsfunktionen F), = 1, o) ist nicht straff.

BEISPIEL 13.3.6. Seien X1, X, ... beliebige Zufallsvariablen, die nur Werte in einem Intervall
[—A, A] annehmen. Dann ist diese Folge von Zufallsvariablen straff.

Satz 13.3.7 (Helly, Prochorow). Sei Fy, Fy, ... eine straffe Folge von Verteilungsfunktionen.
Dann existieren eine Verteilungsfunktion G und eine Teilfolge F,,, F,,, ..., so dass fiir alle
t € S(G) gilt:

lim F,, (t) = G(t).

k—o0
BEMERKUNG 13.3.8. Mit anderen Worten: aus einer straffen Folge von Zufallsvariablen kann
man eine in Verteilung konvergente Teilfolge extrahieren. Vergleiche das mit dem Satz von
Bolzano-Weierstra: Aus einer beschrinkten Folge von Vektoren in R? kann man eine kon-
vergente Teilfolge extrahieren.

BEWEIS. Aus Satz[13.3.1]folgt, dass es eine Teilfolge ny, ns, . .. und eine nichtfallende, rechtss-
tetige Funktion G mit limy_,o F,, (t) = G(t) fiir alle t € S(G) gibt. Wir berechnen die
Grenzwerte limy_, 1, G(t).

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein ¢ > 0 mit £, (—c) < e und 1 — F,, (¢) < ¢ fiir alle k € N, da
die Folge I}, F5, . .. straff ist. Indem wir ¢ vergroflern, konnen wir zusétzlich annehmen, dass
¢, —c € S(G). Nun lassen wir £ — oo und erhalten, dass

G(—c) <eund 1 —G(c) <e.

Da das fiir alle ¢ > 0 gilt, ergibt sich daraus, dass lim._, «, G(—¢) = 0 und lim,, ;.. G(c) = 1.
Also ist G eine Verteilungsfunktion. O

13.4. Stetigkeitssatz von Lévy

Der néchste Satz wird im Beweis des zentralen Grenzwertsatzes eine wichtige Rolle spielen.
Dieser Satz besagt, dass Konvergenz in Verteilung dquivalent zur punktweisen Konvergenz
der entsprechenden charakteristischen Funktionen ist.

SATZ 13.4.1 (Stetigkeitssatz von Lévy). Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit charakte-
ristischen Funktionen ©x, px,, Px,,- ... Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

(1) X, & X.

n—oo

(2) lim,, o @x, (t) = @x(t) fir alle t € R.
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Im Beweis werden wir die vereinfachte Notation ¢y, = ¢, und px = ¢ benutzen. Fiir die
Verteilungsfunktionen von X,, und X benutzen wir die Notation Fx, = F), und Fx = F.

BEWEIS VON (1) = (2). Sei X, —%y X. Dann gilt mit Satz[13.2.2 fiir alle ¢ € R:
n—00

on(t) = Ecos(tX,,) +iEsin(tX,) — Ecos(tX) 4+ iEsin(tX) = ¢(t).

n—o0

BEWEIS VON (2) = (1). Es gelte lim, o vn(t) = ¢(t) fir ale ¢ € R. Wir wollen zeigen,
dass X, NS 'S

n—oo

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass die Folge von Verteilungsfunktionen F}, Fy, ... straff ist.
Wir definieren eine Funktion B,,(u) folgendermafen:

Bu(u) = /u(1 — on(t))dt = / E[1 — ci*n)dt — E [1 /u(1 - e“X")dt} ,

—u U J_y U J_y

wobei wir im letzten Schritt die Integrale nach dem Satz von Fubini vertauscht haben. Das

war moglich, denn |1 —e®X»| < 2. Da nun sin z eine gerade Funktion ist und der Imaginérteil
somit nach der Integration verschwindet, erhalten wir, dass

Bt 2w (1~ 05 Y som [y LT p .

UAnp

Es gilt: p(0) = 1 und ¢ ist stetig, da ¢ eine charakteristische Funktion ist. Somit existiert
fiir jedes € > 0 ein hinreichend kleines u > 0, so dass

Blu) = % : /u(1 — o(t))dt < .

Da lim,, o n(t) = ¢(t) fiir alle t € R gilt, folgt mit der majorisierten Konvergenz:

Butu) =, [ (= gutondt — & [ (1= ptaat = Bw).
Wir durften die majorisierte Konvergenz benutzen, da |1 — ¢, ()] < 2. Somit existiert ein
ng, so dass B, (u) < 2¢ fiir alle n > ny. Dann ist auch
P {|Xn| > %] < By (u) < 2¢ fiir alle n > ny.
Indem wir die Schranke % vergroflern, konnen wir erreichen, dass die obige Ungleichung sogar

fiir alle n € N gilt. Daraus folgt, dass die Folge Fi, Fy, ... straff ist.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir durch Widerspruch, dass X, % X. Wir nehmen also an, dass

n—oo
diese Konvergenz nicht gilt. Es existiert somit ein ¢t € R mit
(13.4.1) lim F,(t) # F(t) und P[X =¢t] = 0.

n—o0

Daraus folgt: es gibt ein € > 0 und eine Teilfolge F,,,, F},,, ... mit

|F, (t) — F(t)] > ¢ fiir alle k € N.
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Da die Folge Fi, Fy, ... und somit auch die Teilfolge F,,, F,,, . .. straff ist, folgt mit Satz[13.3.7

dass eine Verteilungsfunktion G und eine Teilteilfolge F,, , F}, ... existieren, fir die gilt:
(13.4.2) F,, -5 G.
J g—o00

Wir betrachten zwei Fille:
FALL 1. G ist nicht stetig an der Stelle . Dann folgt: G # F', denn F’ ist stetig an der Stelle
t wegen ((13.4.1]).
FALL 2. G ist stetig an der Stelle ¢. Dann folgt aus (13.4.2)), dass lim; o Foy, (t) = G(t) #
F(t), also G # F.
In beiden Fillen gilt G # F. Aus (13.4.2) und wegen der bereits bewiesenen Richting (1) =
(2) im Satz folgt, dass

li)m ©n, (1) = @(t) fur alle t € R.

j—oo

Dabei bezeichnen wir mit ¢g die charakteristische Funktion von G. Nach Voraussetzung
sollte aber auch gelten, dass

lim @, (t) = ¢(t) fiir alle t € R.
J—00 J

Somit gilt o = ¢. Das heif3t, die charakteristischen Funktionen von G und F sind gleich. Da-
bei haben wir aber gezeigt, dass G # F. Dies ist ein Widerpruch, da die Verteilungsfunktion
eindeutig durch die charakteristische Funktion bestimmt wird. 0

13.5. Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X1, Xs, ... unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX}, = u, Var X, = o2.
Wir betrachten die Summe S,, = X; +...+ X,,. Wir werden nun die Frage beantworten, wie
die Summe S, fiir n — oo verteilt ist. Damit wir eine sinnvole Aussage iiber die Verteilung
von S, erhalten kénnen, miissen wir zuerst einige Vorbereitungen treffen.

SCHRITT 1. Durch Abziehen des Erwartungswerts konnen wir .S, zentrieren. Das heifit, wir
betrachten die Zufallsvariable

S, —ES, =S5, —nu.
Es gilt dann E[S,, — nu] = 0.

SCHRITT 2. Indem wir durch die Standardabweichung dividieren, konnen wir die Zufallsva-
riable auch normieren. Das heifit, wir betrachten die Zufallsvariable

Sp—ES, S, —nu
VVarS,  oyn

Dann gilt B[*2—24] = 0 und Var[#2=24] = 1.

SATZ 13.5.1 (Der zentrale Grenzwertsatz). Seien X1, Xs, ... unabhingige, identisch verteilte,
quadratisch integrierbare Zufallsvariablen mit EX), = u, Var X, = 0% € (0,00). Sei S, =
Xi1+...+X,. Dann qilt:

S, —
on TR d
U\/ﬁ n—00

wobei N ~ N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
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BEMERKUNG 13.5.2. Mit anderen Worten: Fiir alle x € R gilt

Sp =gt _
lim P =0 (I) 5
Jim { o x} (x) mit \/ﬁ/ > dt,

Als Spezialfall erhalten wir den folgenden Satz von de Moivre—Laplace.

SATZ 13.5.3 (de Moivre (1733), Laplace (1812)). Sei S,, ~ Bin(n,p) binomialverteilt, wobei
p € (0,1) konstant ist. Dann gilt fir alle x € R:

n—o0

lim]P’[

BEwEIS. Wir definieren unabhégige, identisch verteilte Zufallsvariablen X, X, ... mit
PXx =1 =pund P[X; =0]=1—p.
Dann gilt fiir die Summe der Zufallsvariablen
S, =X;+...+ X, ~ Bin(n,p).

Der Erwartungswert von X} ist 4 = p und die Varianz ist 6 = p- (1 —p). Mit dem zentralen
Grenzwertsatz folgt die Behauptung. 0J

BEMERKUNG 13.5.4. Mit dem Satz von de Moivre-Laplace kann man die Binomialverteilung
Bin(n, p) fiir ein grofles n und ein konstantes p durch die Normalverteilung approximieren.
Sei ndmlich S, ~ Bin(n,p). Wir wollen die Wahrscheinlichkeit Pla < S,, < b, dass S,
innerhalb eines gegebenen Intervalls [a, b] liegt, berechnen. Mit dem Satz von de Moivre-
Laplace erhalten wir die folgende Approximation:

a—n,u<5n—n,u<b—nu
oyn T oyn T oyn

W;)bel 2 \}%‘ — a* und ® \% = b*. Wir haben benutzt, dass S"\/i“ ~ N ~ N(0,1) fiir groBes n
ist.

Pla< S, <b =P

~Pla* < N <b]=d(0b*) — ®(a”),

BEISPIEL 13.5.5. Wir betrachten ein n = 100-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p = % Sei S = Sip0 ~ Bin(100, %) die Anzahl der Erfolge. Wir approximieren
nun mit dem zentralen Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit P[S < 55].

LOsuNG. Fiir den Erwartungswert und die Varianz von S erhalten wir
1
ES = np =100 - 5 =50 und Var S = np(1 —p) = 100 -

Also gilt mit dem Satz von de Moivre-Laplace:

S —50 55 —50
PS <55 =P < ~ PN <1| =®(1) = 0.8413,
8 <55 =P | " < = | S BIN < 1] = 2(1)

5-50
wobei wir benutzt haben, dass 2 N N.

Um eine bessere Approximation zu erhalten, kann man den sogenannten j:% Trick anwenden.
Da die Zufallsvariable S,, ndmlich ganzzahlig ist, sind die Wahrscheinlichkeiten P[S < 55]
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und P[S < 56] gleich. Sollen wir nun 55 oder 56 in die Approximation einsetzen? Wir werden
den Mittelwert 55.5 einsetzen:

S — 50 < 95,5 — 50
V25 T V25
Der exakte Wert fiir die Wahrscheinlichkeit ist tibrigens P[S < 55] = 0.86437.

P[S < 55] = P[S < 55,5] = P ~P[N < 1,1] = &(1,1) = 0,86433.

BEISPIEL 13.5.6. Seien X1, X, ... ~ N(u,0?) unabhiingige normalverteilte Zufallsvariablen.
Dann gilt nicht nur approximativ, sondern sogar exakt, dass

Sp —np

———F—— ~ N(0,1).

L NO.Y)

13.6. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

BEWEIS VON SATz [13.5.1] Es seien Xi, X», ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit EX;, = p und Var X;, = 02 > 0. Definiere S,, = X; + ... + X,,. Wir zeigen,

dass g
n—NH 4
— — N ~ N(0,1).
L L N~ NO.)

Anstelle von X7, X, ... betrachten wir die normierten Zufallsvariablen
X, —
Y, = kT H mit EY, =0 und VarY, = 1.
o
Wir definieren die Zufallsvariable

Sp—np  Yi+...+Y,

= i

Zu zeigen ist, dass
V, -5 N ~ N(0,1).
n—oo
Wir werden zeigen, dass die charakteristische Funktion von V,, gegen die charakteristische

Funktion der Standardnormalverteilung punktweise konvergiert. Dann kann man den Stetig-
keitssatz [13.4.1] anwenden. Sei t € R fest. Fiir die charakteristische Funktion von V,, gilt:

. L Y14 Y L Yy t n
o) -5 5[] %] [%] - (5 (L))

wobel ¢ = ¢y, die charakteristische Funktion von Y; ist. Nun wollen wir n — oo gehen
lassen. Da ¢(0) = 1 und ¢ stetig ist, gilt

t
li — | = 1.
i o ()

Also haben wir es mit einer Unbestimmtheit von der Form 1°° zu tun. Um die aufzultsen,
werden wir die ersten zwei Terme der Taylor-Entwicklung von ¢ betrachten. Es gilt

e(0) =1, ¢(0)=4EY; =0, ¢"(0)=-E[V?=—1

Somit erhalten wir die folgende Taylorentwicklung:
2

o(s)=1-— %+O(S2), s — 0.
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ein:

t . 2 N 2 .
R = —_ — 0 — n 0.
7 vn 2n n)’

Und dann gilt fiir die charakteristische Funktion von V;:

0~ () - (- £ ()

Dabei haben wir die folgende Aussage benutzt: fiir eine Folge a, as, ... mit lim,, s,  na, = A
gilt, dass lim,, ,oo(1 + a,)" = €. Da e~*/2 die charakteristische Funktion der Standardnor-
malverteilung ist, folgt schliefllich mit dem Stetigkeitssatz[13.4.1], dass V,, in Verteilung gegen
eine Standardnormalverteilte Zufallsvariable konvergiert. Das beweist die Behauptung. [

Nun setzen wir s =

S~

13.7. Satze von Lindeberg und Ljapunow

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes. Er besagt, dass
eine Summe von sehr vielen sehr kleinen und unabhéngigen zufélligen Fehlern unter ziemlich
allgemeinen Bedingungen approximativ normalverteilt ist. In diesem Satz werden wir anstatt
einer Folge ein sogenanntes Dreiecksschema von Zufallsvariablen betrachten:

X1
Xo1, Xoo
Xs1, Xz, Xss

ana Xn27 Xn37 RS Xnn

Wir werden annehmen, dass jede Zeile dieses Dreiecks aus unabhéngigen Zufallsvariablen be-
steht. Abhéngigkeiten zwischen den Variablen aus verschiedenen Zeilen sind jedoch erlaubt.

SATZ 13.7.1 (Lindeberg). Fir allen € N gelte, dass Xn1, Xna, - . ., Xon unabhingige Zufalls-
variablen mit EX,, = 0 und Var X,y = 02, sind, wobei Y ,_, 02, = 1. Auferdem gelte die
folgende Lindeberg-Bedingung: fiir jedes € > 0

(13.7.1) Ly(e) i= lim Y "E[X21ix,, 5] = 0.
k=1

n—o0

Dann gilt:
Xt 4 o+ Xow =2 N ~ N(0,1).

n—o0

BEMERKUNG 13.7.2. Die Lindeberg-Bedingung besagt, dass alle Werte der Zufallsvariablen,
die grofler als e sind, einen asymptotisch verschwindenden Beitrag zur Varianz der Summe
der Zufallsvariablen leisten.
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BEMERKUNG 13.7.3. Wir beweisen, dass der zentrale Grenzwertsatz ein Spezialfall von
Satz([13.7.1]ist. Seien X7, Xs, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X}] =
p und Var X, = 02 = 0. Wir definieren die Zufallsvariablen

Xy —
ovn’

Dann sind die Zufallsvariablen X,, ..., X,, fiir jedes n € N unabhéngig, da X;,..., X,

nach Voraussetzung unabhiingig sind. AuBerdem gilt EX,,;, = 0 und 02, = Var X, = %

Somit gilt tatsdchlich Y, 02, = 1.

Um zu zeigen, dass alle Voraussetzungen aus Satz erfiillt sind, miissen wir noch die

Lindeberg—Bedingung (13.7.1)) iiberpriifen. Sei ¢ > 0 fest. Es gilt, da die Zufallsvariablen
identisch verteilt sind,

ZE

Wir zeigen, dass der Erwartungswert auf der rechten Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert.
Es gilt

Xnk: kzl,...,n.

Xi—p\’ 1
( ) Vs ] = SEI(X0 = 1) x,ppseo il

(X1 — 1)*L1x, ppseovn n%oo 0 (sogar sicher),

da die Indikatorfunktion fiir hinreichend grofes n gleich 0 wird. Auflerdem gilt fiir alle n die
Abschétzung

(X1 — 1)°Lix, poeovm < (X1 — p)? mit E [(X; — p)?] < 0.

Damit kénnen wir den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden. Somit gilt die

Lindeberg—Bedingung (|13.7.1]).
Nun koénnen wir Satz [13.7.1| von Lindeberg anwenden:
X1 — //J X — 2
4 N~N 0,1
0\/_ -t 0'\/_ n—00 ( )

Der zentrale Grenzwertsatz ist also ein Spezialfall von Satz[13.7.1]

BEMERKUNG 13.7.4. Der Satz von Lindeberg ist etwas allgemeiner, als der zentrale Grenz-
wertsatz. Zum Beispiel wird im Satz von Lindeberg nicht verlangt, dass die Zufallsvariablen
X1, ..., X, identisch verteilt sein sollen.

BEISPIEL 13.7.5. Definiere X,; = X, wobei X eine beliebige (aber nicht normalverteilte)
Zufallsvariable mit EX = 0 und Var X = 1 ist. Die restlichen Zufallsvariablen X, ..., X,
seien gleich 0. Dann gilt

Xp1 4o+ X = X » N(0,1).

In diesem Fall konvergieren die Summen also nicht gegen die Normalverteilung. Die Ursache
dafiir ist, dass die Lindeberg—Bedingung ((13.7.1]) nicht erfiillt ist.

BEMERKUNG 13.7.6. Wenn die Lindeberg—Bedingung (13.7.1)) erfiillt ist, so gilt, dass

lim max o2, = 0.
n—oo k=1,...,



BEWEIS. Aus der Gleichung

oo, = E[X5] =B [ X2 - Lix<e] + E [ X0 Tix,e]

folgt, dass fiir die maximale Varianz folgende Abschétzung gilt:
Da die Lindeberg-Summe auf der rechten Seite gegen 0 fiir n — oo konvergiert, erhalten

wir, dass limsup,, ., M,, < €2 Da das fiir jedes € > 0 gilt, folgt, dass lim,, ;oc M,, =0. [

Zum Beweis von Satz [13.7.1] brauchen wir zunéchst einige Hilfsaussagen.

LEMMA 13.7.7. Fir alle yy,...,y, € C und fir alle zy, ..., z, € C mit |yg| <1 und |z| <1
fir alle k=1,...,n, gilt:

n n
[Lw—11=
k=1 k=1

BEWEIS. Wir benutzen die Induktion.

n
< Z |y — 2l
k=1

INDUKTIONSANFANG. Fiir n = 1 nimmt unsere Ungleichung die Form |y; — 21| < |y1 — 21|
an. Sie stimmt also.

INDUKTIONSSCHRITT. Wir nehmen an, dass die Ungleichung fiir ein n € N gilt. Nun gilt es,
zu zeigen, dass sie auch fiir n 4+ 1 gilt. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir, dass

n+1 n+1 n+1 n n n+1
Hyk - HZk < Hyk _yn—f—lHZk + yn—HHZk - sz
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
= Ynt1| Hyk - sz + sz NYnt1 — 2nsa
k=1 k=1 k=1
n n
< Hyk - HZkz + Y1 — 2Zntal,
k=1 k=1

da |y,11] <1 und |[];_; zx] < 1. Nun kénnen wir die Induktionsannahme anwenden:

n+1 n+1 n ntl
k=1 k=1 k=1 k=1
Somit ist die Ungleichung auch fiir n + 1 Terme giiltig. 0

LEMMA 13.7.8. Sei X eine Zufallsvariable mit E[|X|"] < oo fir ein n € N. Dann gilt die
Taylor- Entwicklung

— (it)"
px(t) =~ E[X" + R,(t),
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wobei fiir den Restterm R, (t) die folgende Abschitzung gilt
) <E .
B ()] < [mln{(n+1)!’ !

BEMERKUNG 13.7.9. Wenn man sich erlaubt, Erwartungswerte und unendliche Summen
ohne Begriindung zu vertauschen, dann erhélt man die Entwicklung

=L (itX)* (i)
LR

k=0 k=0

px(t) = E[e"*] = E

Das Lemma ist eine exakte Aussage dariiber, inwieweit diese Entwicklung moglich ist. Hat
die Zufallsvariable n Momente, so konnen wir in der Entwicklung Terme bis zum Grad n
benutzen und den Restterm wie im Lemma abschétzen.

BEWEIS VON LEMMA [13.7.8l.

SCHRITT 1. Zuerst beweisen wir eine Abschétzung fiir den Restterm in der Taylor-Entwicklung
der Funktion e”. Wir werden zeigen, dass fiir alle t € R

R (O O s 1
© _ZT S min (n+1)!’QW '
Wir fiihren den Beweis mit Induktion.

k=0
INDUKTIONSANFANG. Fiir n = 0 stimmt die zu beweisende Ungleichung (|13.7.2)), denn
le — 1| < |t| und |e" — 1| < 2.

(13.7.2)

INDUKTIONSSCHRITT. Wir nehmen an, dass die Ungleichung ([13.7.2)) fiir ein n € N gilt.
Nun ist zu zeigen, dass sie auch fiir n 4+ 1 gilt. Sei 0.E.d.A. ¢ > 0, denn die Funktion auf der

rechten Seite von (13.7.2)) ist gerade. Es gilt
ntl - \k t Nk t
it (2s)"] _ is (is)
S () el <
k=0 k=0
Nun benutzen wir die Induktionsannahme:
ntl o .ok t n+1 n
. t) s S
et — <Z— :/min{ ,2—}(13
kZ:O k! 0 (n+1)!" n!
t n+1 t .n
< min / S—,2/ S—ds
o (n+1)I""J, n!

tn+2 tn+1
= min ,2 .
{(n—I—Q)! (n—i—l)!}

Die zu beweisende Ungleichung gilt also auch fiir n + 1.

ds.

k=0

SCHRITT 2. Nun beweisen wir die Abschétzung fiir den Restterm R,,(1):

, "L (it X))k tX|m x|
IR, (t)] = |E |e gEe“X—Z(Z ) §E{min{| | ,2| | H
— (n+ 1" nl

i x= (it X)F
Z_Z( )")

k!
k=0
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Das Lemma ist somit bewiesen. O

Nun koénnen wir den Satz von Lindeberg beweisen.
BEWEIS VON SATzZ [13.7.1]. Es ist zu zeigen, dass

Xpt 4 o+ Xon =5 N(0,1).

n—oo

SCHRITT 1. Nach dem Stetigkeitssatz reicht es, zu zeigen, dass fiir alle t € R gilt:

+2

Ju [Lom® =

k=1

Dabei sei p,1(t) = E[e?®*] die charakteristische Funktion von X,;. Deshalb betrachten wir

die Differenz dieser beiden Terme:
k=1

H @nk(t> -
-2

k=1

n

T = ﬁwnk(t)—He 27’

k=1

2
Sonk —6 20 t

<3
i

1
6_%0721kt2 -1+ iafzkt2 .

1

k=
Nun schétzen wir diese beiden Summen separat ab und definieren hierfiir

1 1
Spnk( ) -1+ O-nkt2 9 dnk - 6_%Uikt2 1+ QUnkt2 .

Cnk =
2

SCHRITT 2. Betrachten zunéchst ¢,;,. Mit Lemma, [13.7.8| erhalten wir

1
o) = (1 5022

Und nun verwenden wir fiir X,,;, < € die Abschétzung [t X,,x|> und fiir X,,;, > € die Abschiitzung
|tXnk ’22

Cnk — S E [mln {|tXnk|37 |tXnk|2}} .

ek < E [t X0k Tixi<c] + B Xk "1 5,0 05e] -

Sei L,(e) = > E[X2.1|x,,|>c] die Summe aus der Lindeberg-Bedingung. Nun schétzen
wir die Summe iiber ¢, ab:

chk < ‘t|3ZEHXnk’31\Xnk|ge] + |t’2Ln(€)

<P e Bl XL x,<e] + [HLae)
k=1

< [tPe ) om + [tPLae)

k=1
= |t]’e + [t]*L,(¢).
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Da die Lindenberg-Summe L, (¢) gegen 0 fiir n — oo konvergiert und € > 0 beliebig klein
gewahlt werden kann, erhalten wir, dass

n
li = 0.
fim, 3 enk =0
k=1
SCHRITT 3. Wir betrachten nun d,;. Wir verwenden hier die Abschétzung

— 2 < |42 — [z[F? < 152 — |z < 12071
2| S PP P D gy s e
k=2 k=2 k=2

Und nun substituieren wir z = —$02,¢%:

e~ 2%t — <1 — 1072%252)
2

Somit gilt fiir die Summe

Zdnk < |t[*e” Zank < |t max op.

,,,,,

ef = (1—2)| =

dnk =

< ot tlfezmmt < ot Jt|te”.

Also gilt laut Bemerkung 13.7.6
lim E dpr = 0.
n—oo
k=1

SCHRITT 4. Wir haben also gezeigt, dass

n t2
s [Tt - 5| 0
k=1
Mit dem Stetigkeitssatz |13.4.1| folgt daraus, dass X,,; + ...+ X, SN N(0,1). O
n—o0

Nun beweisen wir einen Satz, der eine vereinfachte Form des Satzes von Lindeberg ist.

Satz 13.7.10 (Ljapunow). Fiir alle n € N seien X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen
mit EX,x = 0 und Var X, = 02, wobei > ,_ 02, = 1. Es gelte auferdem die folgende
Ljapunow-Bedingung: FEs existiert ein 6 > 0 mit

- 248 _
(13.7.3) nlg& ZE|Xnk| =0
k=1
Dann gilt:
Xoi+ .o+ X —> N ~ N(0,1).
BEWwWEIS. Wir zeigen, dass die Ljapunow—Bedingung ([13.7.3)) die Lindeberg—Bedingung ({13.7.1])
impliziert. Sei also ([13.7.3)) erfiillt. Sei € > 0 beliebig. Dann gilt

=3 E[X7Lx,.05e] < ZE {
k=1

246
nk| ﬂank|>8:| < ZE |Xnk|2+§} —5 0.

n—o0

171



Somit gilt die Lindeberg—Bedingung ((13.7.1)). U

BeispiEL 13.7.11. Wir betrachten ein n-faches Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p,, fiir die lim,,_,o np,(1 — p,) = oo gilt. Dann gilt:

Sn - n
2T W 4y N N(0,1).
npn(l - pn) oo

BEMERKUNG 13.7.12. Dies ist beispielsweise anwendbar, wenn p,, = \/Lﬁ, Pn=1— \/Lﬁ oder

(13.7.4)

wenn p, = p € (0,1) konstant ist. Zum Vergleich: Der Poisson-Grenzwertsatz gilt, wenn
limy, 00 PPy, = A € (0,00).

BEWEIS VON (|13.7.4]). Den Satz von de Moivre-Laplace konnen wir nicht anwenden, denn p,
ist im Allgemeinen nicht konstant. Wir werden stattdessen den Satz von Lindeberg anwenden.
Wir betrachten unabhéngige Zufallsvariablen Y,,...,Y,, ~ Bin(1, p,), d.h.
Fiir die Summe dieser Zufallsvariablen gilt dann
Sp =Y +...4+ Y, ~Bin(n,p,).
Wir betrachten auch die normierten Zufallsvariablen
Yn — Pn

Xnk = —k P .
V npn<1 - pn)
Es gilt EX,;, = 0 und ZZ:1 Var X, = 1. Fiir die Summe dieser Zufallsvariablen X,,; gilt

dann
Sn - npn

V npn(l - pn) ‘

Wir zeigen, dass S in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung konvergiert, indem wir
die Lindeberg-Bedingung iiberpriifen. Sei € > 0 vorgegeben. Wir kénnen die Zufallsvariable
X, wie folgt abschétzen:

Sr=Xu+...+ X =

1
| Xok| £ —F——v

npn(l - pn)
Somit ist |X,x| < e fiir hinreichend groBies n, denn lim,, ., np,(1 — p,) = oo. Es gilt al-
so L,(e) = >0 E[X21x,,>:) = 0 fiir hinreichend groBes n. Somit ist die Lindeberg-
Bedingung erfiillt. Nun darf der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg benutzt werden. Er

besagt, dass
s -4 N(0,1).
n—oo

O

BEISPIEL 13.7.13. Seien X1, X»,... unabhéngige (aber nicht identisch verteilte) Zufallsva-
riablen mit

P[X, =n] =P[X, = —n| =
Definiere die Partialsummen
S,=X1+...+X,=+1x2+ ... &£n.
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Wir behaupten nun, dass

S
\/g n3/2 n—00 N(O 1)
BEWEIS. Den zentralen Grenzwertsatz konnen wir nicht anwenden, da die Zufallsvariablen
nicht identisch verteilt sind. Stattdessen muss man den Satz von Lindeberg oder den Satz von
Ljapunow anwenden. Wir entscheiden uns fiir den Satz von Ljapunow. Zunéchst bemerken
wir, dass EXj, = 0 und Var X}, = IE[XQ] = k2. Die Varianz der Summe S, ist dann

2 1 3
= Var §, —Zkz )6(n+ >N%, n — oo.
Daraus folgt, dass
n3/2
D,~—— n— oo.

V3’
Um nun den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow anwenden zu kénnen, definieren wir uns
folgende Zufallsvariablen:

X
Xnk:D—: firk=1,...,n.
Wir erkennen, dass

EXy =0, Y VarX, = Z\/ar Xp=1.
1 Dy k=1
Nun zeigen wir, dass die Ljapunow-Bedingung mit § = 1 erfiillt ist:

iEHXnk!‘”’] S (5) —mir

denn Y k* ~ - und D3 ~ fur n — oo. Der Satz Ljapunow besagt dann, dass
D—n;Xk ;X kr;éN(O 1).

Also ist die Behauptung bewiesen, da D,, ~ i\//; fiir n — oo ist.
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KAPITEL 14

Irrfahrt

14.1. Berechnung einer Ruinwahrscheinlichkeit

Das folgende sogenannte Ruinproblem wurde (in einer etwas anderen Formulierung) von
Pascal in einem Brief an Fermat im Jahr 1656 gestellt.

BEISPIEL 14.1.1. Man stelle sich folgendes Spiel vor. Am Anfang des Spiels besitzt man
ein Startkapital von k Euro, wobei k € Nj. In jeder Spielrunde kann man entweder mit
Wahrscheinlichkeit p ein Euro gewinnen (wodurch sich das Kapital um 1 vergréfiert) oder
mit Wahrscheinlichkeit ¢ ein Euro verlieren (wodurch sich das Kapital um 1 verkleinert).
Hierbei gilt, dass p,q € (0,1) und p+ g = 1. Die Spielrunden seien unabhéngig voneinander.
Erreicht das Kapital zu einem Zeitpunkt den Wert 0, so sagen wir, dass ein Ruin eingetreten
ist. Dieses Ereignis bezeichnen wir mit R. Nach dem Ruin wird das Spiel beendet. Erreicht
das Kapital zu einem Zeitpunkt einen zuvor vorgegebenen Wert M > k (der Zielkapital
genannt wird), so steigt man aus dem Spiel aus. Dieses Ereignis bezeichnen wir mit G.
Die Spielrunden werden wiederholt, bis eines der beiden Ereignisse R oder G eintritt. Man
bestimme die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse R und G.

LOSUNG. SCHRITT 0. Es sei p; die Wahrscheinlichkeit von Ruin in einem Spiel, das mit
Startkapital £ = ¢ startet. In der ersten Spielrunde kann man entweder 1 Euro gewinnen
(Wahrscheinlichkeit = p) oder 1 Euro verlieren (Wahrscheinlichkeit = ¢). Hat man 1 Euro
gewonnen, so hat man nach der ersten Runde ein Kapital von ¢+ 1 Euro und die Wahrschein-
lichkeit, dass irgendwann spéter der Ruin eintreten wird, ist p;;. Hat man 1 Euro verloren,
so hat man nach der ersten Runde ein Kapital von ¢« — 1 Euro und die Wahrscheinlichkeit,
dass irgendwann spéter der Ruin eintriten wird, ist gleich p;_;. Nach dem Satz der totalen
Wahrscheinlichkeit erhalten wir, dass

(1411) pZ:ppZJrl—i—qu,l, Z:1,,M—1

Auflerdem gelten trivialerweise die “Randbedingungen” py = 1 und pp; = 0. Wir haben
also ein lineares Gleichungssystem mit M + 1 unbekannten, namlich po, ..., py, und M + 1
Gleichungen. Dieses Gleichungssystem werden wir nun 16sen.

SCHRITT 1. Es gilt
(14.1.2) pi=p-pi+q-p, i=1,....,M—1,

denn p + ¢ = 1. Zieht man nun die Gleichungen (|14.1.1)) und (|14.1.2)) voneinander ab, so

erhalt man

P(Pit1 — pi) + q(pi-1 — pi) = 0.
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Fiihrt man die Notation d; := p; — p;11 ein, so erhélt man

di=2Ld . i=1... M-1.
p

Benutzt man diese Gleichung iterativ, so erhélt man
2 i
(14.1.3) di=2q = (g) dig—=.. . — (g) do, i=1,... M—1.
p p p

SCHRITT 2. Nun berechnen wir dy. Dazu setzen wir die Randbedingungen py = 1 und py; = 0
ein:

M-—1 M-1 q i
(14.1.4) l=po—pu=Y di=dy» (5) .
=0

=0

Wir miissen die Summe dieser geometrischen Folge berechnen. Hierzu unterscheiden wir zwei
Fille:

FALL A. Es gelte p = ¢ = 1/2, also ¢/p = 1. Dann ergibt sich aus ((14.1.4]), dass 1 = dy - M,
also dg = 1/M. Mit (14.1.3)) folgt, dass d; = 1/M und somit

M—i
pi=pi—pu=di+...+dy1= . i=0,...,M.
M
Somit ist p; eine lineare Funktion von i, die zwischen den Werten py = 1 und py; = 0

interpoliert.

1 M

FALL B. Es gelte p # ¢, also 7 := ¢/p # 1. Dann ergibt sich aus (14.1.4)), dass 1 = dy - .
Daraus folgt, dass dy = 1%@, Mit (14.1.3]) erhalten wir, dass

ri _ T.i—i—l

dy = ridy = =

1=0,...,M —1.

Daraus erhalten wir schlie3lich

M-1 Mo1g M
pi:pi_pM:Zdj:Z [ = i=0,...,M.
j=t

j=i

Wir haben also die Ruinwahrscheinlichkeit bestimmt und folgendes Ergebnis erhalten: Bei
Startkapital k ist die Ruinwahrscheinlichkeit gleich

Mok fallsp=gq=1
(14.15) pk:{m llsp=a=2 4 o.M

=, falls =11,

Es sei bemerkt, dass der erste Fall als der Grenzwert des zweiten Falls angesehen werden
kann, denn

i rk—rMiM—k‘
rl—rgl—TM_ M
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Vollig analog kann man ein Gleichungssystem zur Bestimmumg der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses G aufstellen und 16sen. Es gibt aber einen schnelleren Weg, die Wahrscheinlichkeit
von GG zu berechnen.

SCHRITT 3. Damit das Ereignis R eintritt, muss man k& Euro verlieren, bevor man M — k
Euro gewonnen hat. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, ein Euro in einer Runde zu verlieren,
gleich ¢q. Damit das Ereignis G eintritt, muss man M — k Euro gewinnen, bevor man k Euro
verloren hat. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, ein Euro in einer Runde zu gewinnen, gleich
p. Um die Wahrscheinlichkeit von G zu bestimmen, miissen wir also in der Formel fiir die
Wahrscheinlichkeit von R folgende Substitutionen machen:

perq, rel/r, ke M-k
Fiir die Wahrscheinlichkeit g, von G bei Startkapital £ ergibt sich die folgende Formel:

M—(M—k
%:%, fallsp:q:%’
= 11
" TMlik% -~ = 11::1]:47 falls p 7& q.

Schaut man sich nun die Formeln fiir p; und ¢ an, so erkennt man, dass px+q; = 1. Das Spiel
wird also mit Wahrscheinlichkeit 1 in einer endlichen Zeit beendet. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Spiel ewig dauert, ist somit 0.

BEISPIEL 14.1.2. Nun nehmen wir an, dass das Zielkapital M = —+oo ist. Man spielt also,
bis man ruiniert ist (bzw. ewig, wenn der Ruin nicht eintritt). Wir berechnen die Ruinwahr-
scheinlichkeit py bei Startkapital k. Dazu lassen wir M — oo in ((14.1.5):
1, fallsp=qg=1/2,
pr =4 1, falls p < ¢,
r*, falls p > q.

Im Fall p < ¢ ist das Spiel unvorteilhaft (man verliert mit einer grofleren Wahrscheinlichkeit,
als man gewinnt). Deshalb ist es keine Uberraschung, dass in diesem Fall der Ruin mit
Wahrscheinlichkeit 1 eintritt. Der Ruin tritt aber auch dann mit Wahrscheinlichkeit 1 ein,
wenn das Spiel fair ist (d.h. im Fall p = ¢ = 1/2). Im Fall p > ¢ ist das Spiel vorteilhaft
(man gewinnt mit einer grofferen Wahrscheinlichkeit, als man verliert). In diesem Fall ist die
Ruinwahrscheinlichkeit gleich r*. Man beachte, dass bei einem Startkapital, das gegen +oo
strebt, die Ruinwahrscheinlichkeit gegen 0 geht.

14.2. Riickkehr der Irrfahrt zum Ursprung
DEFINITION 14.2.1. Seien X, Xo, ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
PX; =1 =pund P[X; = —1] =g,
wobei p+ ¢ =1 und p,q € (0,1). Dann ist eine Irrfahrt die Folge Sy, S, Ss, ... mit
So=0, S,=X1+...+4X,, neN.
Die Irrfahrt heiit symmetrisch, wenn p = q = 1/2.
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BEMERKUNG 14.2.2. Eine Irrfahrt ist beispielsweise ein Modell fiir ein Gliicksspiel oder ein
diffundierendes Teilchens.

Sei nun Z der erste Zeitpunkt, zu dem die Irrfahrt zum Ursprung zuriickkehrt, d.h.
Z =min{n € N: S, = 0}.

Wenn es keine Riickkehr zum Ursprung gibt, so definieren wir Z = oo. Wie ist nun die
Zufallsvariable Z verteilt? Wir definieren die Zahldichte von Z:

fa=PZ=n], nelN.
SATZ 14.2.3. Fiir die Zihldichte des ersten Riickkehrzeitpunktes gilt

1 2n

2n—1\n
BEWEIS.

SCHRITT 1. Unser Ziel ist es, die Zahldichte f, zu berechnen. Dazu betrachten wir eine
verwandte Grofle, ndmlich
Un:]P)[Sn:O], nGNO.

Dabei ist ug = 1. Hier unterscheiden sich f,, und wu,, dadurch, dass bei f,, die erste Riickkehr
zum Ursprung betrachtet wird, bei u,, hingegen irgendeine Riickkehr zum Ursprung.
Trivialerweise ist es nicht mdéglich, nach einer ungeraden Anzahl von Schritten zum Ursprung
zuriickzukehren. Daher gilt us,,7 = 0. Bei gerader Anzahl von Schritten muss die Irrfahrt
genau n Schritte nach oben und n Schritte nach unten machen, um zum Zeitpunkt 2n wieder
bei 0 anzukommen. Daher gilt (wegen der Binomialverteilung)

2n
(14.2.2) Uy, = P[Sy, = 0] = <n )p”q"7 Ugp 1 = 0.

SCHRITT 2. Nun stellen wir einen Zusammenhang zwischen u,, und f,, her. Damit die Irrfahrt
zum Zeitpunkt n zum Ursprung zuriickkehrt, muss die erste Riickkehr zum Ursprung zu
einem Zeitpunkt k£ = 1,...,n geschehen. Wenn die Irrfahrt zum Zeitpunkt k£ zum ersten
Mal zum Ursprung zuriickkehrt, so ist der Fall fiir f, eingetreten. Von hier an kann die
Irrfahrt beliebig weiter laufen mit der einzigen Bedingung, dass sie zum Zeitpunkt n wieder
zum Ursprung zuriickkehrt. Dabei darf sie zwischen £ und n zum Ursprung zuriickkehren,
muss aber nicht. Damit erhalten wir zwei unabhéngige Ereignisse f,, und u,,_j fiir die beiden
Zeitabschnitte. Fiir u,, gilt somit die Formel:

(14.2.3) U = > [+ Ung
k=1

Diese Gleichung werden wir nun benutzen, um f; zu bestimmen.

SCHRITT 3. Die Faltung ist schwierig zu handhaben, daher arbeiten wir stattdessen bevor-
zugt mit erzeugenden Funktionen u(s) und f(s), die folgendermafien definiert werden:

u(s) = Zuns”, f(s) = ans", ls] < 1.
n=0 n=1
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Beide Funktionen sind wohldefiniert fiir |s| < 1, denn 0 < u,, <1 und 0 < f,, < 1. Nun kann
man ((14.2.3) benutzen, um u(s) in Abhéngigkeit von f(s) darzustellen:

u(s) = Zuns”
n=0
:l—i-Z( fk unk) s"
n=1 k=1
=1+ Z (fksk) (un,ks" k)
n=1 k=1

Man sieht, dass wir durch die Anwendung der erzeugenden Funktionen die Faltung in ein
Produkt umgewandelt haben. Also gilt die Formel

Cu(s)—1 cel
f<8)_—u(s) , e[-1,1].

SCHRITT 4. Um nun f(s) bestimmen zu kénnen, bendtigen wir zunéchst u(s):

e}

:OO n:OO 2n non . 2n _ _%> 4 2\ _ 1
;uns ;(n)pq ’ ;(n (~4pes") V1 —4pgs®

Hier haben wir verwendet, dass

() D2 o)

Danach haben wir die Newton—Formel (1 4 2)* =Y (%)2" mit @ = —1/2 benutzt.

SCHRITT 5. Damit gilt
1

—L 1
Fop = MO T e

Um nun die Folge f,, zu berechnen, miissen wir die Funktion f(s) in eine Taylor-Reihe

entwickeln. Wir benutzen wieder die Newton—Formel (1 + z)* = > (%)2", aber diesmal

mit o = 1/2:

[e.9]

Z( > ipgs?)" — Zznl_ 1 (2:)]3”(1”82”‘

= n=1
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Dabei haben wir die Formel —(—4)"(%) = 2= (*") benutzt (Beweis: Ubung). Also gilt

n 2n—1
1 2n U2n,
n — "q" = ) nt1 = 0.
f2 2n—1(n>pq om— 1 font1
Die Formel fiir fs,, ist iibrigens offensichtlich, denn eine Riickkehr zum Ursprung zu einem
ungeraden Zeitpunkt ist nicht moglich. Die Formel fiir f5, ist aber nicht trivial. 0

BEISPIEL 14.2.4. Wir definieren das Ereignis
A={3neN: S5, =0} = “Es gibt eine Riickkehr der Irrfahrt zum Ursprung”.
Nun behaupten wir, dass fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses gilt:
PA]=1—12p—1].
BEWEIS. Es gibt genau dann eine Riickkehr zum Ursprung, wenn Z # oo. Somit gilt
PA] = PlZ £ o0l = fi+ fot ... = F(1).
Mit der Formel fiir f(s) erhalten wir

fA)=1=y1—-dpg=1—-+/(2p—-1)*=1—2p—1].

dabei haben wir benutzt, dass ¢ =1 — p. O

BEMERKUNG 14.2.5. Im Fall p = 1/2 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es eine Riickkehr zum
Ursprung gibt, gleich 1. Da die Irrfahrt nach einer Riickkehr zum Ursprung wieder neu (und
nabhéngig von der Vergangenheit) startet, wird sie mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder zum
Ursprung zuriickkehren, usw. Mit anderen Worten, die Irrfahrt kehrt mit Wahrscheinlichkeit
1 sogar unendlich oft zum Ursprung zuriick. Man sagt, dass die Irrfahrt fiir p = 1/2 rekurrent
ist. Fiir p # 1/2 it die Irrfahrt transient, d.h. sie kehrt mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich
oft zum Ursprung zuriick.

Im Fall p = 1/2 findet eine Riickkehr zum Ursprung mit Wahrscheinlichkeit 1 statt. Wie
lange muss man im Durchschnitt auf die erste Riickkehr warten? Die Antwort auf diese Frage
fallt etwas unerwartet aus.

SATZ 14.2.6. Sei p = 1/2 und Z der Zeitpunkt der ersten Riickkehr der Irrfahrt zum Ur-
sprung. Dann gilt EZ = +o00.

BEWEIS. Die erzeugende Funktion von Z ist
gz(s) = f(s) =1—+v1—s2
Daraus ergibt sich dann fiir den Erwartungswert EZ = ¢7,(1) = +o0. O

Im néchsten Satz werden wir die Wahrscheinlichkeiten u,, und f,, approximativ (fiir grofles
n) berechnen. Dazu benétigen wir zunéchst folgende Notation:

DEFINITION 14.2.7. Zwei Folgen aq,as,... und by, bo, ... heilen asymptotisch dquivalent,
wenn

lim dn _ 1

n—oo b



BEZEICHNUNG: a,, ~ b, fir n — oo.

SATZ 14.2.8. Fiir p =1/2 gilt

1 1
VTN 2v/mn3

LOSUNG. Zum Beweis benotigen wir die Stirling—Formel:

Uy ~ und fo, ~ fiir n — oo.

n n
n! ~ v2mn (—) , N — 00.
e

Damit erhalten wir

wn = () g = i VI ()

22n — (pl)2. 22 (Vamn)® - (2)™ .o v/

. . _ uon, 1 1 _ 1
Damit gllt auch an = 2n2—1 ~ o \/T—n = o3 ]

n

o3

BEMERKUNG 14.2.9. Mit dem obigen Satz kann man Satz [14.2.6] auf eine andere Weise
beweisen. Es gilt ndmlich

EZ:ZfQH-Qn:oo, da fo, - 2n ~ = 00.

1 = 1
Loy L
— NLTD — /T
BEMERKUNG 14.2.10. Sei Ky, eine Zufallsvariable, welche angibt, wie oft die Irrfahrt im
Zeitintervall [1, 2n] zum Ursprung zuriickkehrt, d.h.

Ko, = ZHS%ZO = #{k 1S =0,1<k < n}
k=1

Wir werden nun den Erwartungswert von K, bestimmen. Man kénnte zunéchst vermuten,
dass der Erwartungswert fiir grofles n approximativ proportional zu 2n sein sollte, da man
erwartet, dass bei einem beispielsweise doppelt so grofien Zeitintervall auch doppelt so viele
Riickkehrzeitpunkte auftauchen. Diese Uberlegung ist falsch, wie wir nun rechnerisch zeigen:

Z]lg%:() Z]P)Sgk —0 Z \/j, n — 00.
k=1

Der vorletzte Schritt gilt wegen Satz Zu zeigen, dass Y und ~ vertauscht werden
konnen, ist eine nichttriviale Ubung. Also ist EK», approximativ proportional zu v/n und
nicht zu n.

Dieses Ergebnis kann man sich folgendermafien veranschaulichen. Wir haben gezeigt, dass die
Irrfahrt mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft zum Ursprung zuriickkehrt. In diesem Sinne
ist sie mit einer Sinusfunktion vergleichbar. Jedoch ist bei der Sinusfunktion die Anzahl der
Riickkehrpunkte proportional zu n. Es ist also besser, die Irrfahrt nicht mit einer norma-
len Sinusfunktion zu vergleichen, sondern mit einer Sinusfunktion, bei welcher der Abstand
zwischen den Riickkehrpunkten immer gréfier wird.

EKy, =E
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14.3. Verteilung des Maximums der Irrfahrt

Sei Sy, S1, 52, . . . eine Irrfahrt mit p = 1/2. Wir bezeichnen mit M,, den maximalen Wert der
Irrfahrt auf dem Zeitintervall [0, n], d.h.

Aus Sy = 0 folgt, dass M,, > 0. Im néchsten Satz bestimmen wir die asymptotische Verteilung
von M, fiir n — oo.

SATZ 14.3.1. Fiir jedes x > 0 gilt:

2 r 2
lIimP|—2 <z| = — e 2dt.
n—00 [ N } V2 Jo

B

Mit anderen Worten: M
SN |N|, wobei N ~ N(0,1).
\/ﬁ n—+00

BEWEIS. Sei m € N. Mit dem Spiegelungsprinzip (Bild fehlt) erhalten wir

(14.3.1) P[M,, > m] =P[M, > m,S, <m|+P[M, >m,S, =m]+P[M, >m,S, >m|
= P[S,, > m| + P[S,, = m] + P[S,, > m]
= 2P[S,, > m| + P[S, = m]
= 2P[S,, > m| — P[S,, = m].

Sei jetzt x > 0. Die Zahl z1/n muss nicht ganzzahlig sein. Wir kénnen aber eine ganze Zahl
m, mit m, —1 < zy/n < m, finden. Dann gilt:

P [% > x} — P[M, > m)]
= 2P[S,, > m] — P[S,, = m]
Sh My, o
=2 | k= | R, =
— 9P[N > 2] — 0,

n—oo

wobei N ~ N(0,1) und wir den zentralen Grenzwertsatz benutzt haben. Auflerdem haben
wir benutzt, dass lim, ., P[S, = m,] = 0 ist. Hier ist der Beweis. Der Abstand zwischen
xy/n und m, ist hochstens 1. Sei & > 0 fest. Somit liegt m,, immer zwischen z+/n und
(x + €)4/n, zumindest wenn n grofi genug ist. Also gilt:

S
P[S, =m,| <P {x < 7 §$+5] m@(zjte) — O(z).
Dies gilt fiir jedes € > 0. Daher kénnen auch € | 0 betrachten. Somit gilt wegen der Stetigkeit
von @

lim P[S,, = m,] =0.

n—o0

Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass

M
lim P [—n > x} = 2P[N > z| = P[|N| > z].
n—00 \/ﬁ
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Daraus folgt die Aussage des Satzes. U

14.4. Arcussinus—Gesetz

Eine weitere unerwartete Eigenschaft der Irrfahrt ist das sogenannte Arcussinus—Gesetz. Sei
So,S1, 59, . .. eine Irrfahrt mit p = 1/2. Wir betrachten die Zufallsvariable T5,, welche die
Zeit angibt, die die Irrfahrt wihrend des Zeitintervalls [0, 2n]| auf der positiven Halbachse

verbringt. Das heift,
2n—1

Ty, = Z ]15j>0 oder S;j41>0-
j=0
Das Ereignis “S; > 0 oder S;;; > 07 tritt genau dann ein, wenn die Irrfahrt die Zeit zwischen
j und j + 1 auf der positiven Halbachse verbringt. Im né#chsten Satz berechnen wir die
Verteilung von T,,.

SATZ 14.4.1. Fir die Zihldichte von Ty, gilt
de
Pak.2on =) P[T% = 219] = Uk Uzn—2k, Kk =0,...,n.

BEWEIS. SCHRITT 0. Sei zuerst k = n. Es gilt

anVQn:]P[TQnZQTL] :P[Sl ZO,,SQn ZO] :P[Sl SO,,SQH SO] :]P[Mn:()],

wobei wir die Symmetrie der Irrfahrt ausgenutzt haben und M, = max{Sy, Si,...,Su}.

Mit (|14.3.1)) erhalten wir
Ponon = 1— ]P)[MQn 2 1] =1- Q]P[SZH 2 1] + ]P)[S2n = 1] = ]P[SZn = O] = U2n,

denn P[Sy, = 1] = 0 und 2P[Sy, > 1] = P[|S,,| > 1]. Somit gilt die Formel poy, 0, = ugpuo.
Analog erhélt man im Fall £ =0

Poon = ]P)[T2n - 0] - P[Sl S 07 R S2n S 0] - P[Mn - O] = U2p = UoU2n-

SCHRITT 1. Sei nun k = 1,...,n — 1. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass
T,, = 2k. Wir betrachten die erste Riickkehr zum Ursprung und bezeichnen den entspre-
chenden Zeitpunkt mit 2r. Es gibt zwei Falle:

FALL A. Die erste Riickkehr findet zum Zeitpunkt 27 statt, nachdem sich die Irrfahrt auf
der positiven Halbachse aufgehalten hat. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist % for.
Also hat die Irrfahrt bereits 2r Zeiteinheiten auf der positiven Halbachse verbracht und muss
noch 2k — 2r Zeiteinheiten dort verbringen. Dabei stehen ihr insgesamt 2n — 2r Zeiteinheiten
zu Verfiigung. Es muss also 2r < 2k und 2n — 2r > 2k — 2r gelten. Wir erhalten somit den
Term

k

1

5 Z f 2rP2k—2r 2n—2r-
r=1

FaLL B. Die erste Riickkehr findet zum Zeitpunkt 2r statt, nachdem sich die Irrfahrt auf
der negativen Halbachse aufgehalten hat. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist % for-
Danach muss die Irrfahrt noch 2k Zeiteinheiten auf der nichtnegativen Halbachse verbringen.
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Dafiir stehen ihr 2n — 2r Zeiteinheiten zur Verfiigung. Es muss also 2k < 2n — 2r gelten. Wir
erhalten somit den Term

Ea

n—

f2rp2k,2n72r-
1

DO | —

r

Beide Fille zusammengenommen ergeben die Identitéat

k n—k
1 1
14.4.1 n — 5 rP2k—2r2n—2r T 3 r n—2r-
( ) D2k,2 Z;fz Pok—2r2n—2r + 2;]3 D2k, 2n—2

Nun beenden wir den Beweis mittels Induktion.
Induktionsbasis: Fiir die Félle n = 1,k = 0 und n = 1,k = 1 lésst sich die Aussage leicht
durch Abzédhlen der Pfade iiberpriifen:

Po2 = P22 = 5, u =1, wuy=

5.
Induktionsannahme: Es gelte
(14.4.2) Dok 2m = Ugk - Ugm—2, firallem=1,....n—1lundk=1,...,m—1
Nun ist zu zeigen, dass diese Formel auch fiir m = n und beliebiges £k = 1,...,n — 1 gilt.

Mit (14.4.1) und (14.4.2) erhalten wir

k n—k
1 1
P2k 2on = 5 E for - Uop—2p - Up—o + 5 E for - Uok - Ugp—2k—2r
r=1 r=1

k n—=k
1 1
= §u2n72k E for - Uok—2r + §U2k E for - Uon—2k—2r
r=1 r=1

= U2k * U2n—2k-

Dabei haben wir im letzten Schritt die Identitaten
k n—k
Z fortgr—2, = g, und Z Jorton—ok—2r = Ugp—ok,
r=1 r=1

siehe ([14.2.3)), benutzt. Somit gilt poy 25, = Uay - U2y—9r und die Induktion ist beendet. O

SATZ 14.4.2 (Arcussinus—Gesetz). Die Zufallsvariable % konvergiert fiir n — oo in Vertei-
lung gegen eine Zufallsvariable T mait der Dichte

1
frly) = m, y € [0,1].

BEMERKUNG 14.4.3. Hierbei ist %" ist der Anteil der Zeit, die die Irrfahrt auf der positi-
ven Halbachse verbringt. Der Satz heifit Arcussinus—Gesetz (und die Zufallsvariable T heifit
Arcussinus-verteilt), da die Verteilungsfunktion von 7" die folgende Gestalt hat:

2
Fr(y) = - arcsin/y, y € [0,1].
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Die Dichte fr(y) erreicht ihr Minimum bei ¢ = 1/2. Fiir t — 0 und ¢t — 1 wird sie unendlich.
Es ist demnach unwahrscheinlich, dass die Irrfahrt auf der positiven und negativen Halbachse
ungefahr gleich viel Zeit verbringt. Viel wahrscheinlicher ist es, dass die Irrfahrt entweder
fast die ganze Zeit auf der positiven, oder fast die ganze Zeit auf der negativen Halbachse
verbringt.

BEWEIS VON SATZ [14.4.2] Hier soll nur eine Beweisidee vorgestellt werden. Wir haben in
Satz [14.4.1] und Satz [14.2.8| gezeigt, dass

1

P[Ty, = 2k] = pok.on = Usk - Ugp—2k, Uk = P[Sop = 0] ~ ﬁa k — oo.
Es seien a und b zwei Zahlen mit 0 < a < b < 1. Wir erhalten, dass
T, [nb]
P [CL< 2—7: < b} = Z Usk * Un—2k
k=[na]+1
~ = Z ————— (Riemann-Summe)
n

k=lnal+1 T/ E(1 — £)

—

[t
n= o m/y(1—y)
Dabei ist die Begriindung des Ubergangs von der ersten zur zweiten Zeile eine Ubung. O

Aufler Satz [14.4.2 gibt es mindestens zwei weitere Arcussinus—Gesetze, die wir ohne Beweis
angeben. In den beiden Sétzen ist Sy, Si,Ss, ... eine Irrfahrt mit p = 1/2 und T ist eine
Arcussinus-verteilte Zufallsvariable.

SATZ 14.4.4 (Arcussinus-Gesetz fiir die letzte Nullstelle). FEs sei Ko, = max{k : Sy = 0,0 <
k <2n} die letzte Nullstelle der Irrfahrt im Zeitintervall [0,2n]. Dann gilt

Ko,
o 47

2n n—oo

SATZ 14.4.5 (Arcussinus—Gesetz fiir die Position des Maximums). Es sei Rp, = max{k :
Sy = M, 0 < k < 2n} die Position des letzten Maximums der Irrfahrt im Zeitintervall
0, 2n]. Dann gilt

T d, .

2n n—oco

14.5. Gesetz vom iterierten Logarithmus

Seien X7, X5, ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; = 0 und Var X =
1. Definiere

S, =X1+...+X,, neN.
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Wir haben folgende Aussagen iiber die Wachstumsgeschwindigkeit der Folge Si, 55, ... be-
wiesen.

1. Das starke Gesetz der groflen Zahlen behauptet, dass

5o te
n n—oo

Die Folge S,, wachst also wesentlich langsamer als n.

2. Der zentrale Grenzwertsatz behauptet, dass

Sn d
— — N, N ~ N(0,1).
/Mmoo (0,1)

Der Wert S, ist also mit grofier Wahrscheinlichkeit ungefihr von der GréBenordnung +/n.

3. In Satz [14.3.1| haben wir gezeigt, dass

max{Sp, S1,...,} d, N, N~ N(0.1).
\/ﬁ n—00
Wir haben nur den Fall P[X} = £1] = 1/2 betrachtet, die Aussage gilt aber allgemein. Das

Maximum von Sy, Sy, ..., S, ist also mit groler Wahrscheinlichkeit von der Gréflienordnung
V.

Welche ist nun die richtige Geschwindigkeit, mit der die Folge Si, S5, S3, ... wichst? Diese
Frage beantwortet der folgende Satz.

SATZ 14.5.1 (Gesetz vom iterierten Logarithmus). Es seien X, X, ... unabhdngige identisch
verteilte Zufallsvariablen mit EX, = 0 und Var X;, = 1. Definiere S,, = X;+...+X,,, n € N.
Dann gilt

P |lim sup Sn = 1| =P |liminf Sn =-—1| =1
nsoo /2nlog(logn) n—oo . /2nlog(logn)

OHNE BEWEIS.

BEISPIEL 14.5.2. Aus dem Gesetz vom iterierten Logarithmus folgt, dass fiir alle ¢ > 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1 gilt:

lim —" = 0 jedoch limsup —— = +o0.

n—oo0 p3te n—ooo n2 ¢

Die Folge S,, wachst also langsamer als n%“, aber nicht langsamer als n:—c.

186



	Vorwort
	Literatur
	Kapitel 1. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie
	1.1. Zufallsexperimente, Ausgänge, Grundmenge
	1.2. Ereignisse
	1.3. Wahrscheinlichkeiten

	Kapitel 2. Kombinatorik
	2.1. Geburtstagsproblem
	2.2. Urnenmodelle
	2.3. Hypergeometrische Verteilung
	2.4. Binomialverteilung und Multinomialverteilung

	Kapitel 3. Zufallsvariablen
	Kapitel 4. Unabhängigkeit
	4.1. Unabhängigkeit von Ereignissen
	4.2. Produkträume
	4.3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
	4.4. Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

	Kapitel 5. Erwartungswert
	Kapitel 6. Diskrete Verteilungen
	6.1. Gleichverteilung
	6.2. Bernoulli-Experimente und die Binomialverteilung
	6.3. Poisson-Verteilung
	6.4. Geometrische Verteilung
	6.5. Negative Binomialverteilung

	Kapitel 7. Wahrscheinlichkeitstheorie und Maßtheorie
	7.1. Vorüberlegungen
	7.2. Geometrische Wahrscheinlichkeiten
	7.3. Algebren
	7.4. -Algebren
	7.5. Limes superior und Limes inferior für Folgen von Mengen
	7.6. Borel–Algebra
	7.7. Maße
	7.8. Wahrscheinlichkeitsmaße
	7.9. Das Lemma von Borel–Cantelli

	Kapitel 8. Zufallsvariablen: Die allgemeine Definition
	8.1. Zufallsvariablen
	8.2. Zufallsvektoren
	8.3. Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable
	8.4. Definition und Eigenschaften des Erwartungswerts
	8.5. Diskrete und absolut stetige Verteilungen
	8.6. Beispiele von absolut stetigen Verteilungenen
	8.7. Singuläre Verteilungen
	8.8. Zerlegungssatz von Lebesgue
	8.9. Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors
	8.10. Diskrete und absolut stetige Zufallsvektoren
	8.11. Randverteilungen eines Zufallsvektors
	8.12. Unabhängigkeit und Produktformeln
	8.13. Transformationsformel für die Dichte
	8.14. Faltungsformeln
	8.15. Transformationsformel für den Erwartungswert
	8.16. Multiplikativität des Erwartungswerts

	Kapitel 9. Varianz und Kovarianz
	9.1. Varianz
	9.2. Kovarianz und Korrelationskoeffizient

	Kapitel 10. Gesetz der großen Zahlen
	10.1. Zwei Beispiele
	10.2. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und L2-Konvergenz
	10.3. Ungleichungen von Markow und Tschebyschew
	10.4. Schwaches Gesetz der großen Zahlen
	10.5. Fast sichere Konvergenz
	10.6. Starkes Gesetz der großen Zahlen: Erste Version
	10.7. Starkes Gesetz der großen Zahlen: Zweite Version
	10.8. Der Fall eines unendlichen Erwartungswerts
	10.9. Anwendungen des Gesetzes der großen Zahlen

	Kapitel 11. Ungleichungen
	11.1. Jensen-Ungleichung
	11.2. Ljapunow-Ungleichung
	11.3. Young-Ungleichung
	11.4. Hölder-Ungleichung
	11.5. Minkowski-Ungleichung
	11.6. Lp-Räume und Lp-Konvergenz

	Kapitel 12. Analytische Methoden
	12.1. Erzeugende Funktion
	12.2. Summen mit einer zufälligen Anzahl von Summanden
	12.3. Verzweigungsprozesse
	12.4. Momenterzeugende Funktion (Laplace-Transformierte)
	12.5. Charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte)

	Kapitel 13. Der zentrale Grenzwertsatz
	13.1. Konvergenz in Verteilung
	13.2. Eine Charakterisierung der Konvergenz in Verteilung
	13.3. Satz von Helly
	13.4. Stetigkeitssatz von Lévy
	13.5. Der zentrale Grenzwertsatz
	13.6. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes
	13.7. Sätze von Lindeberg und Ljapunow

	Kapitel 14. Irrfahrt
	14.1. Berechnung einer Ruinwahrscheinlichkeit
	14.2. Rückkehr der Irrfahrt zum Ursprung
	14.3. Verteilung des Maximums der Irrfahrt
	14.4. Arcussinus–Gesetz
	14.5. Gesetz vom iterierten Logarithmus


