Gesetze der groflen Zahlen

Beispiel 1: Bernoulli-Experiment wird unendlich oft wiederholt.
Sei nun Erfolgswahrscheinlichkeit = p

¥ - {1, wenn Experiment ein "Erfolg’

0, sonst

Sn = Xi+ ..+ X, (Anzahl Erfolge in n Experimenten)

Dann folgt nach dem Gesetz der grofien Zahlen(GGZ)

GGZ: % oo, P

Beispiel 2: Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel

X; = Augenzahl bei Wurf i
Sn = Xi+ ...+ X,(Augensumme n Wiirfe)

1
EX, = -(14+24+..46)=35

6
Dann folgt nach dem Gesetz der grofien Zahlen (GGZ)
S’n n—oo

Stochastische Konvergenz und L?-Konvergenz

Definition: Folge von Zuvallsvariablen z1,2s,...: {2 — R konverviert stochas-
tisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen Zufallsvariable Z: Q@ — R, wenn
Ve >0

lim PlweQ:|Z,(w)—Z(w)|>¢ = 0
n—oo
einfacher: lim P[|Z, —Z| >¢ = 0
n—oo

Definition: Folge von Zuvallsvariablen zq,z5,...: {2 — R konverviert gegen Z:
Q — R in L%(im quadr. Mittel), wenn

Zn€ L’ ZeLl*und lim E[(Z,—Z)* =0

n—o0

Bezeichnung: Z, - Z
2 2
Wir werden zeigen: Z, RN/ Zy L Z, aber Z, 5z # I Yz



Satz 1:
Sei z > 0 eine ZV. Dann gilt

EZ
Va>0:P[Z >a] < —
Beweis:
Z(w) >
Z(w) a, Z(w)>a
0, Z(w)<0
Z Z a]lZza
EZ > Elalzs,)
EZ Z aE [ILZZa]
EZ > daP[Z > d

Satz 2 (Ungleichung von Tschebyschew):
Sei z € L? eine ZV. Dann gilt Va > 0:

Var(X)

PIX ~EX|>d <

Beweis:

(Sat<z V. EZ Var(X)

———— - a? a?

Satz 3 (Markow Ungleichung): Sei Z > 0 eine ZV, f : [0,00) — [0, 00),
f 1. Dann gilt Va > 0:

IN

P[Z > d]

Bemerkung: f(z) = z = Satz 1

Beweis:




Satz 4:

Sei Z, £ Z. Dann gilt: Z, 5> 7
Beweis:

Z, % 7 = E((Z, - 2)] 2250

Seie>0: c iy .
Satz 1 _

Pl|Z,—Z]| > ¢ =P[(Z,— 2)* > €] < [( " )°] novoo
€

= limP[|Z,—Z| > =0=Z, > Z

n—oo

Satz 5 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen (Schwaches GGZ)):
Seien X1, X5, ...2 — R unabhiéingige ZV mit EX; = u, Var(X;) = 0? Vi € N.
Dann gilt:

Xi+...+X, 12
LL_}PMfﬁrn%m
n

Beweis:
Sp=X1+..+X,, ES, =nu, Var(S,) = no?

L2-Konvergenz:
E[(~" - )] =E[(——

S, 12 (satz4) S, P
= — =l
n

="
n
Beispiel: Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel

S
S, = Augensumme, y = 3.5, — 5 1
n

P[3.49 < S o 3.51] — 1

n



