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Aufgabe 1
Sei X die fraktale Brownsche Bewegung (fBM) mit Hurst-Parameter H € (0,1). Zeige:
(a) Die fBM ist H-selbstdhnlich, d.h.
Va>0,Vt>0 gilt X(at)<a?X(t).
(b) Fiir H > 1/2 sind die Zuwéchse der fBM positiv korreliert und langzeitkorreliert (long-range
dependent), d.h.
oo
S E[X(1)(X(n+1) - X(n))] = oo. (1)

n=1

(c¢) Fir H < 1/2 sind die Zuwéchse der fBM negativ korreliert und short-range dependent, d.h.
die Reihe in (1) konvergiert.

(d) Die fBM besitzt eine Holderstetige Version der Ordnung « € [0, H).

Hinweis: Ein Prozess Y = {Y(t), ¢ > 0} besitzt eine Holderstetige Version der Ordnung
v €1[0,8/a), falls V T > 0 existieren a, 3,C > 0, sodass

ElY(t) =Y (s)|* < CJt — s|'*?
VO0<s,t<T.
(e) Seip > 1, f:]0,T] — R eine Funktion und 7 € {{0 =t < t;1 < --- < t, =T} n €
N, ti,...,tp—1 € T} eine Partition des Intervalls [0, 7]. Definiere
n
op(fim) =Y 1f(t) = fltr-1)IP
k=1
B 5= i (i)
) 2= sup ().

Sei nun T = 1. Zeige:

o5(X) =0 a.s. falls pH > 1
vp(X) = 00 und v)(X)existiert nicht falls pH < 1

Bemerkung:
e Mit |7| sei die Feinheit der Partition m bezeichnet, d.h. |7| = sup{|tx — tx—1|}-
k

o lim v,(f;m) existiert genau dann, wenn fir jede Folge {m,} von Partitionen mit
7|—=0

I
n—00
|mn| =" 0 der Grenzwert

Jim vp(f; )
existiert und unabhéngig ist von der Wahl der Folge {m,}.

e Wir sagen, dass f endliche p-Variation hat, falls der Grenzwert 1)2( f) existiert und
endlich ist. Aulerdem sagen wir, dass f beschrénkte p-Variation hat, falls v,(f) < oco.

o Es darf verwendet werden, dass fiir die Partition 7, = {k/n, k= 1,...,n} von [0, 1]
gilt:
00 falls p < 1/H
Jim vp(X;mp) =< E|IX(1)|P fallsp=1/H
0 falls p > 1/H

im Lo-Sinne (also auch in Wahrscheinlichkeit).




