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Klassen von Zufallsereignissen

Sei Q # 0.
P(Q) :={A | A Teilmenge von Q} sei die Potenzmenge von .

Definition 1.1

A C P(Q2) heif3t Algebra, falls gilt:
(i) Qe A

(i Ace A=A A

(i) ABe A= AuBe A

Anil Aslaner Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Klassen von Zufallsereignissen

Sei Q # (.

Definition 1.2

F C P(Q) heiBt o-Algebra, falls gilt:

() Fisteine Algebra
(i) {An}3zs € F = UpZi A€ F
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Klassen von Zufallsereignissen

Beispiel 1.1

Eine Algebra ist nicht zwingend eine o-Algebra.

Seien Q = [0, x0)
A={[a,b)l0 <a< b<x}U{[ax)0<a<x}
B = {Up_1 Aln € N, Ax € A}

Dann gilt:

a) A ist keine Algebra (->(iii))
b) B ist eine Algebra, aber keine o-Algebra
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Klassen von Zufallsereignissen

Beweis von b)

Es ist klar, dass B eine Algebra ist.
Seinun A, =[0,1) e Bfurn=1,2,...
Dann gilt:

=1 An={0} ¢ B

= B ist keine o-Algebra.
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Klassen von Zufallsereignissen

Beispiel 1.2

Mengensysteme, die abgeschlossen sind bzgl. Vereinigung
und Schnitten, mlssen es nicht bzgl. Komplementbildung sein.

Seien Q =R, A = {(x,00)|x € R} C P(Q)
u:=xANy:=min{x,y},v:=xVy:=max{x,y}

(Xx,00) U (y,00) = (u,0) € A
(X,00) N (y,00) =(v,00) € A

Aber: (x,00)¢ = (—o00,x] ¢ A
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Klassen von Zufallsereignissen

Der Schnitt zweier o-Algebren ist selbst eine.
Beweis.

Seien X1, X, zwei o-Algebren. (%)

21NXs Z:{AﬁB’A€Z1,B€ZQ}

() Q=QNQer NI,

(i) SeiAEZ1022:>A€Z1,A€Zg(:*>)ACEZ1,
Alelo = ACec XN,

(i) Seien A,Ber1NXs, = A BexX;und
ABeT, Y AUBcT undAUBE T, = AUBE T NE,

(iv) Seien A1, As,...€ L1 NXs = A1, A, ... € X1 und

A1,A2,...€Zg(:*>)UiO:1 AkeZ1,Uz°:1 A €Yo =
Uioz1 AceXrinNi,

Anil Aslaner Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Klassen von Zufallsereignissen

Beispiel 1.3

Die Vereinigung von o-Algebren ist i.A. keine o-Algebra.

Sei Q) ={a,b,c}
F1={0,{a},{b, c},Q} ist eine o-Algebra
Fo ={0,{b},{a, c},Q} ist eine o-Algebra

= Fy; N Fo = {0, Q} ist auch eine o-Algebra (triviale o-Algebra)

Allerdings gilt: 71 U F» = {0,{a}, {b},{b, c},{a, c},Q} ist
offensichtlich keine o-Algebra.
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Klassen von Zufallsereignissen

Sei Q eine beliebige Menge.

Definition 1.3
J C P(Q) heiB3t eine Semi-Algebra, falls gilt:
(iyQeJg
(i) 0eg
(i) ABe g =AnBeJ
)

(iv) VAe J : A° = Jp_q Ak
wobei Ay € J Vk und A paarweise disjunkte Mengen
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Klassen von Zufallsereignissen
Beispiel 1.4

Semi-Algebren, die keine Algebren sind.

(i) Sei Q = [—o0,00) und
J =10,2} U{[a,b)] — o < a< b< oo}
= J ist eine Semi-Algebra, jedoch keine Algebra, weil:
[a, b)c = [-o0,a)U[b,o0) € T

(i) Seinun Q =Rund J = {An BJA C Q abg.,B C Q offen}
= J ist eine Semi-Algebra, aber keine Algebra.
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Klassen von Zufallsereignissen

Definition 1.4

D C P(RQ) heiBt ein Dynkin-System, falls:

() QeD
(i) ABeD,AC B=B\AcD
(i) Ak eDVk=1,2,..und Ay CA C .= S AcED
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Klassen von Zufallsereignissen

Beispiel 1.5

Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System.Die Umkehrung gilt nicht
im Allgemeinen.

Sei Q = {w1,wo,...,wop},n €N

Definiere D, = {D € P(Q2)||D| = 2k, k € N}.

Dann ist D, offensichtlich ein Dynkin-System, aber keine
o-Algebra, da:

Firn>1,A={wi,ws} € Deund B = {wo,w3} € D gilt:
ANB={ws} ¢ De
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

Unabhéangigkeit von Zufallsereignissen
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Abkilrzung: AB:= AN B

Definition 2.1

(i) Ereignisse A und B heiBen unabhangig, falls
P(AB) = P(A)P(B)

(i) Mengensysteme A und B heif3en unabhéngig, falls:
P(AB) = P(A)P(B),YAc Aund Be B
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

Definition 2.1
(iii) Aq, ..., Ap € F,n € N heiBen gemeinsam unabhéangig, falls:

P(A,A,...A,) = P(A,)P(A,)...P(A,)
(Vk=2,..nund 1 <ij < <..<ix<n)

Falls die obige Formel nur fur k=2 gilt, dann heiBen A, ..., An
paarweise unabhangig.
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen
Beispiel 2.1

Die Unabhangigkeit von Ereignissen ist wiederum abhéngig
von den Wahrscheinlichkeiten.

Bsp: Dreimaliger Minzwurf

Sei K={Kopf}, Z={Zahl} mit:
P(K):p,P(Z):‘I—p, p€[0,1]

A :={héchstens einmal Zahl}={KKK,KKZ,KZK,ZKK}
B :={jeder Wurf ist gleich}={KKK,ZZZ}

= P(A) = p® +3p°(1 - p), P(B) = p° + (1 - p)° und
P(AB) = p®

= A, B unabhangig nur fir p € {0, 5,1}



Unabhangigkeit von Zufallsereignissen
Beispiel 2.2

Aus paarweiser Unabhangigkeit folgt nicht gemeinsame
Unabhangigkeit.

(i) 16 Kapseln in einer Urne

Je 3 beschriftet mit: 111,100,010,001
Je 1 mit: 110,101,011,000

— Zufélliges Ziehen einer Kapsel

Definiere A; ={1 an j.ter Stelle} flir j = 1,2, 3.Dann gilt
P(A1) = P(A2) = P(A3) = }
P(A1A2) = P(A1Ag) = P(AxA3) = 4

= Aq, Az, A3 paarweise unabhangig

Aber:P(A1AAz) = < 75( )} = (A1)P(A2)P(A3)



Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

(i) (Bernstein,1928)

Box mit 4 Tickets (112,121,211,222)
Zufélliges Ziehen eines Tickets.

Aq¢ ={1 an erster Stelle}

Ao ={1 an zweiter Stelle}

Az ={1 an dritter Stelle}

P(A1) = P(Az) = P(Ag) =
P(A1Az) = P(A1A3) = P(AA3) = §
d.h. es folgt die paarweise Unabhéangigkeit.

Wiederum:P(A1A2A3) =0 7’5 (%)3 = P(A1)P(A2)P(A3)
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

Beispiel 2.3

P(ANn BN C) = P(A)P(B)P(C) # gem. Unabhangigkeit.

(i) Sei Q= {(i,j)li,j=1,....6}
Dann: P(w) = 7 Yw € Q

A =lerste Ziffer 1,2 oder 3}
B ={erste Ziffer 3,4 oder 5}
C ={Summe der beiden Ziffern ist 9}

P(ABC) = 55 = 325 = P(A)P(B)P(C)
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

A,B,C sind aber nicht gemeinsam unabhangig,weil:

P(AB) =1+ 1= P(A)P(B)
P(AC) = & # - = P(A)P(C)
P(BC) = 1; # 15 = P(B)P(C)
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

(i) Sei Q = A1UA2UA3UA4UA5m|t
P(A1) = P(A2) = P(A )—64
( ) l4 (AS) 64

B:=AiUA4, C:=AUA4,D:=A3UA,
= P(BCD) = ¢; = (3)® = P(B)P(C)P(D)

Allerdings: P(BC) = P(As) = o5 # 15 = P(B)P(C)
= B,C,D nicht gemeinsam unabhangig.
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

Beispiel 2.4

Unabhéngige Klassen von Mengen bilden nicht unbedingt
unabhéangige o-Algebren.

Sei hierzu (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit:
= [0, 1], F der Borelalgebra auf Q und P das Lebesgueman.

Seien A := {A11,A12} und B := {Ag} mit:
A = [074)U[274

Az =100,5)U[51)

A2 - [07 2)
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Unabhangigkeit von Zufallsereignissen

Es folgt die Unabhangigkeit von A und B, da:

P(A1) =3

P(Ai2) = §

P(AZ) =3

P(A11Az) = 3 = (3)? = P(A11)P(Az)
P(A2A2) = % = %% = P(A12)P(A2)

Sei A := A11A12
Dann gilt: P(A;) = } und AjAs = [0, 1)

Also: P(AAz) = 5 # 33 = P(A1)P(Ay)
= o(A), o(B) sind abhangig.
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