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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

Ziel dieser Seminararbeit soll es sein zahlreiche mathematische Resultate aus dem Gebiet der diskreten Mar-
tingale vorzustellen. Genauer gesagt werden wir zunächst einige Martingaleigenschaften, wie beispielsweise Be-
schränktheit und Dominiertheit, vorzustellen und anschlieÿend mittels Beispielen aufzeigen, dass manche dieser
Eigenschaften nicht hinreichend/notwendig für die Gültigkeit anderer Eigenschaften sind.
Anschlieÿend werden wir einige Begri�e vorstellen die dem des Martingals sehr ähnlich sind und auch hier Ge-
genbeispiele geben, welche diese Begri�e voneinander abgrenzen.
Abschlieÿend werden wir uns mit der Konvergenz von Martingalen befassen, Sätze zu diesem Thema vorstellen
und interessante Beispiele für Martingale geben, welche lediglich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit konver-
gieren.

Doch bevor wir mit dem oben angesprochen beginnen, wollen wir an dieser Stelle 2 äuÿerst grundlegende De�-
nition geben, die der Filtration und die des Martingals.

Sei hierzu (Ω,Σ, P ) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

De�nition 1.1. (Filtration) Eine Folge von Sigma-Algebren (Σs)s∈N heiÿt Filtration, falls

Σs ⊂ Σt ⊂ Σ ∀ s ≤ t (1)

gilt.

Bemerkung 1.2. Sind beispielsweise X,Y Zufallsvariablen, welche über dem Wahrscheinlichkeitsraumes (Ω,Σ, P )

de�niert sind, so werden wir hier und im folgenden X = Y schreiben, auch wenn lediglich X
f.s.
= Y gemeint ist.

Dies ist sinnvoll, da beispielsweise die bedingte Erwartung, welche im folgenden sehr oft verwendet wird, eine
Zufallsvariable ist, welche lediglich fast sicher eindeutig und nicht eindeutig bestimmt ist.

De�nition 1.3. (Martingal) Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen und (Σn)n∈N eine Filtration, so
heiÿt (Xn,Σn, n ∈ N) Martingal, falls die nachfolgenden 3 Eigenschaften gelten.

i) (Xn)n∈N ist bezüglich (Σs)s∈N adaptiert, d.h. Für jedes n ∈ N ist Xn Σn-messbar.

ii) Es gilt E|Xn| <∞ für jedes n ∈ N.

iii) Es gilt E(Xn|Σm) = Xm für jedes m ≤ n.
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Kapitel 2

Eigenschaften von Martingalen

In diesem Kapitel wollen wir einige Eigenschaften von Martingalen vorstellen und Beispiele geben, welche
aufzeigen werden, dass manche dieser Eigenschaften nicht hinreichend/notwendig für die Gültigkeit anderer
Eigenschaften sind.
Ferner werden wir noch einen Satz von Doob vorstellen und mittels eines Beispiels aufzeigen, dass man auf die
Voraussetzungen des Satzes nicht verzichten kann, das heiÿt das die dort gegebene Gleichung im Allgemeinen
nicht gilt.

De�nition 2.1. (Beschränktheit, Dominiertheit) Sei (Xn,Σn, n ∈ N) ein Martingal. Dieses heiÿt,
L1-beschränkt, falls

sup
n∈N

E|Xn| <∞ (1)

gilt und L1-dominiert, falls

E sup
n∈N
|Xn| <∞ (2)

gilt.

Bemerkung 2.2. O�ensichtlich ist jedes L1-dominierte Martingal auch L1-beschränkt. Mit dem folgenden
Beispiel wollen wir illustrieren, dass die Rückrichtung im Allgemeinen nicht gilt.

Beispiel 2.3. Sei Ω = N, P ({n}) := 1
n −

1
n+1 für jedes n ∈ N und Σ sei die Potenzmenge der natürlichen

Zahlen. Betrachtet man die Zufallsvariablen Xn : Ω → R, mit Xn(ω) := (n + 1)11[n+1,∞)(ω), wobei n ∈ N,
und die Filtration (Σn)n∈N, mit Σn := σ({1}, {2}, ..., {n}, {[n + 1,∞) ∩ N}), so gelten alle drei nachfolgenden
Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ein Martingal ist.

ii) sup
n∈N

E|Xn| <∞.

iii) E sup
n∈N
|Xn| =∞.

Beweis. Zu i). Das der Prozess adaptiert bzgl. der gegebenen Filtration ist, ist trivial. Ferner wird sich die
Tatsache, dass der Erwartungswert endlich ist aus Punkt ii) ergeben, womit wir lediglich die Martingaleigenschaft
1.3.iii) beweisen.

E(Xn|Σn−1)

=

n−1∑
j=1

E(Xn|{j})11{j}(ω) + E(Xn|[n,∞) ∩ N)11[,n,∞)∩N(ω)

=

n−1∑
j=1

E(Xn11{j})

P ({j})
11{j}(ω) +

E(Xn11[n,∞)∩N)

P ([n,∞) ∩ N))
)11[n,∞)∩N(ω)

=
E(Xn11[n,∞)∩N)

P ([n,∞) ∩ N))
)11[n,∞)∩N(ω)
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KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN VON MARTINGALEN

= (n+ 1)
E(11[n+1,∞))

P ([n,∞))
11[n,∞)∩N(ω)

= (n+ 1)
n

n+ 1
11[n,∞)∩N(ω)

= n11[n,∞)∩N(ω)

= Xn−1

Hieraus ergibt sich, dass auch E(Xn|Σm) = Xm für jedesm ≤ n gilt und (Xn,Σn, n ∈ N) somit ein Martingal ist.

Zu ii). Es gilt E(|Xn|) = E(Xn) = (n + 1)P (Xn = n + 1) = (n + 1)P ([n + 1,∞)) = 1 womit ii) o�ensichtlich
erfüllt ist.

Zu iii). Man überlegt sich leicht, dass sup
n∈N

Xn = Id gilt wobei Id die Identität auf N bezeichne. Hieraus folgt

nun, dass

E(sup
n∈N

Xn) = EId =
∞∑
k=1

kP (Id = k) =
∞∑
k=1

1
k+1 =∞

gilt.

De�nition 2.4. (Stoppzeit) Sei (Σn)n∈N eine Filtration, so heiÿt eine Abbildung τ : Ω→ N∪ {∞} Stoppzeit
bzgl. (Σn)n∈N, falls

{τ = n} ∈ Σn ∀ n ∈ N (3)

gilt. Ferner bezeichne hier und im Folgendem T die Menge aller beschränkte Stoppzeiten. (Natürlich ist die
Gestalt von T abhängig von der jeweiligen Filtration. Und natürlich betrachten wir immer das T , welches durch
die Filtration im jeweiligen Beispiel de�niert ist.)

Bemerkung 2.5. Sei (Xn,Σn, n ∈ N) ein Martingal und sei (Yn)n∈N durch Yn := 1
n

n∑
k=1

Xk de�niert. So gilt

für die Bedinungen

i) sup
n∈N

E|Xn| <∞,

ii) sup
n∈N

E|Yn| <∞,

iii) sup
τ∈T

E|Xn| <∞ und

iv) sup
τ∈T

E|Yn| <∞

dass die ersten 3 Bedingungen zueinander äquivalent sind.

Nachfolgendes Beispiel soll zeigen, dass dies für die letzte Bedingung nicht der Fall ist.

Beispiel 2.6. Für jedes n ∈ N sei Σn := σ({τ = 1}, ..., {τ = n}), wobei τ : Ω→ N eine beliebige Zufallsvariable
ist, welche P (τ <∞) = 1 und P (τ > n) > 0 für beliebiges n ∈ N erfülle.( So ist τ o�ensichtlich eine beschränkte
Stoppzeit.)
Sei (bn)n∈N0 eine monoton fallende Folge, welche bn−1 − bn = 0 erfülle, falls P (τ = n) = 0 gilt. Ferner sei die
Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N, durch

Xn(ω) :=

n∑
k=1

bk−1 − bk
P (τ = k)

11{τ=k}(ω) +
bn

P (τ > n)
11{τ>n}(ω) (4)

de�niert, wobei wir die Vereinbarung tre�en, dass bn−1−bn
P (τ=n) = 0 gilt, falls P (τ = n) = 0 ist.
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KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN VON MARTINGALEN

Fordern wir nun noch, dass ein c > 0 existiert, sodass bn ≥ c für jedes n ∈ N gilt, so gelten alle nachfolgenden
Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein Martingal.

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) erfüllt 2.5.i)-iii).

iii) (Xn,Σn, n ∈ N) erfüllt 2.5.iv) nicht.

Beweis. Zu i).O�ensichtlich ist (Xn)n∈N bzgl. (Σn)n∈N adaptiert. Ferner wird die Existenz des Erwartungswertes
beim Beweis von ii) klar. Es bleibt also E(Xn|Σn−1) = Xn−1 für beliebiges n ≥ 2 zu zeigen.
Dies folgt daraus, dass

∫
{τ=k}

Xn −Xn−1dP =

∫
{τ=k}

bn−1 − bn
P (τ = n)

11{τ=n} +
bn

P (τ > n)
11{τ>n} −

bn−1

P (τ > n− 1)
11{τ>n−1}dP = 0 (5)

für jedes k = 1, ..., n− 1 und

∫
{τ>n−1}

Xn −Xn−1dP =

∫
{τ=n}

bn−1 − bn
P (τ = n)

dP +

∫
{τ>n}

bn
P (τ > n)

dP −
∫

{τ>n−1}

bn−1

P (τ > n− 1)
dP = 0 (6)

gilt. Denn da die Mengen {τ = 1}, ..., {τ = n − 1}, {τ > n − 1} die Sigma Algebra Σn−1 erzeugen, dis-
junkt sind und die Vereinigung all dieser Mengen den Grundraum Ω ergeben, folgt mit (5) und (6), dass
E(Xn|Σn−1) = Xn−1 für beliebiges n ≥ 2 gilt.
Somit ist der erste Punkt bewiesen und wir kommen zum Beweis von ii).

Zu ii). Wir zeigen, dass

E|Xn| = b0 (7)

gilt, wodurch o�ensichtlich 2.5.i) erfüllt ist und wegen der Äquivalenz von 2.5.i)-iii) somit Behauptung ii) folgt.
Zum Beweis von (7).

E|Xn|
= EXn

= E

(
n∑
k=1

bk−1 − bk
P (τ = k)

11{τ=k}(ω) +
bn

P (τ > n)
11{τ>n}(ω)

)

=

n∑
k=1

bk−1 − bk
P (τ = k)

P (τ = k) +
bn

P (τ > n)
P (τ > n)

=

n∑
k=1

bk−1 − bk + bn

= b0

Zu iii). Für Yτ := 1
τ

τ∑
k=1

Xk gilt o�ensichtlich

Yτ ≥
1

τ

τ−1∑
k=1

bk
P (τ > k)

11{τ>k} := η. (8)

Ferner erfüllt η, dass

P

(
η =

1

n

n−1∑
k=1

bk
P (τ > k)

)
= P (τ = n) ∀ n ≥ 2 (9)
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KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN VON MARTINGALEN

gilt und aus der Analysis ist bekannt, dass für eine Folgen (an)n∈N, welche positiv und monoton fallend ist

∞∑
n=2

 1

n
(an−1 − an)

n−1∑
j=1

bj
aj

 ≥ 1

4

∞∑
n=1

a2n−1 − a2n

a2n

b2n (10)

gilt. Für an := P (τ > n) ergibt sich nun insgesamt, dass

E|Yτ |
≥ Eη

≥
∞∑
n=2

1

n

n−1∑
j=1

bj
P (τ > j)

P (η =

n−1∑
j=1

bj
P (τ > j)

)

=

∞∑
n=2

1

n

n−1∑
j=1

bj
P (τ > j)

P (η = n)

=

∞∑
n=2

1

n
(P (τ > n− 1)− P (τ > n))

n−1∑
j=1

bj
P (τ > j)

≥ 1

4

∞∑
n=1

P (τ > 2n − 1)− P (τ > 2n)

P (τ > 2n)
b2n

=
1

4

∞∑
n=1

P (τ = 2n)

P (τ > 2n)
b2n

= ∞

gilt. Womit 2.5.iv) o�ensichtlich verletzt ist.

Theorem 2.7. (Doob) Sei (Xn,Σn, n ∈ N) ein Martingal, τ eine beliebige Stoppzeit, sodass

i) E|Xτ | <∞ und

ii) lim
n→∞

∫
{τ>n}

XndP = 0

erfüllt ist, so gilt, dass

EXτ = EX0 (11)

ist.

Bemerkung 2.8. Mit nachfolgendem Beispiel wollen wir zeigen, dass man auf die zweite Bedingung des vor-
angegangenen Satzes von Doob im Allgemeinen nicht verzichten kann.

Beispiel 2.9. Sei (ηn)n∈N eine Folge unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, wobei
η1 : Ω→ {−1, 0, 1}, mit Eη1 = 0 gelte.
Betrachtet man hierzu die Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N0 und die Filtration (Σn)n∈N0 , welche durch

• X0 := 0, Σ0 := {∅,Ω},

• Xn =
n∑
k=1

ηk ∀ n ≥ 1 und

• Σn := σ(η1, ..., ηn) ∀ n ≥ 1

de�niert seien, so gilt für die Stoppzeit τ(ω) := inf
n∈N0

(Xn(ω) = 1) und für (Xn,Σnn ∈ N0) jede der nachfolgenden

Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N0) ist ein Martingal.
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KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN VON MARTINGALEN

ii) (Xn,Σn, n ∈ N0) erfüllt Bedinung 2.7.i).

iii) (Xn,Σn, n ∈ N0) erfüllt Bedingung 2.7.ii) nicht.

iv) (Xn,Σn, n ∈ N0) erfüllt Bedinung (11) nicht.

Beweis. Zu i). Die ersten beiden Martingaleigenschaften sind trivial, die letzte veri�ziert man durch nachfolgende
Überlegung.

E(Xn|Σm) = E(Xm|Σm) + E(ηm+1|Σm) + ...+ E(ηn|Σm) = Xm + E(ηm+1) + ...+ E(ηn) = Xm ∀ m ≤ n

Somit wurden alle Eigenschaften eines Martingals gezeigt.
Zu ii). Es gilt Xτ = 1 f.s., womit o�ensichtlich E|Xτ | = 1 <∞, also insbesondere 2.7.i) gilt.
Zu iii). Da EXn = 0 für jedes n ∈ N0 gilt, folgt dass

0 =

∫
Ω

XndP =

∫
{τ≤n}

XndP +

∫
{τ>n}

XndP (12)

und somit, dass

− lim
n→∞

∫
{τ≤n}

XndP = lim
n→∞

∫
{τ>n}

XndP (13)

gilt. Wir zeigen nun, dass der linke Ausdruck in (13) gegen -1 konvergiert, womit die Behaupttung folgt.

− lim
n→∞

∫
{τ≤n}

XndP

= − lim
n→∞

∫
{τ≤n}

Xτ + ητ+1 + ...+ ηndP

= − lim
n→∞

∫
{τ≤n}

1dP − lim
n→∞

∫
{τ≤n}

ητ+1 + ...+ ηndP

= − lim
n→∞

P (τ ≤ n)− lim
n→∞

E((ητ+1 + ...+ ηn)11{τ≤n})

= −1− lim
n→∞

∑
k∈N

E((ηk+1 + ...+ ηn)11{k≤n}|τ = k)P (τ = k)

= −1− lim
n→∞

n∑
k=1

E((ηk+1 + ...+ ηn)|τ = k)P (τ = k)

= −1− lim
n→∞

n∑
k=1

E((ηk+1 + ...+ ηn))P (τ = k)

= −1 ,da jedes ηk den Erwartungswert 0 hat.

Zu iv). Es gilt Xτ = 1 f.s., womit o�ensichtlich EXτ = 1 6= 0 = EX0 gilt und (11) somit verletzt ist.
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Kapitel 3

Martingalähnliche Begri�e und

Beziehungen zwischen Diesen

In diesem Kapitel wollen einigee Begri�e vorstellen welche alle mit dem des Martingals verwandt sind. Darüber-
hinaus werden wir konkrete Beispiele geben die aufzeigen, dass manche dieser De�nition andere im Allgemeinen
nicht implizieren.

De�nition 3.1. (Quasimartingal, Amart) Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen und (Σn)n∈N eine
Filtration bzgl. der (Xn)n∈N adaptiert ist, so heiÿt (Xn,Σn, n ∈ N)

i) Quasimartingal, falls
∞∑
n=1

E(|Xn − E(Xn+1|Σn)|) <∞ gilt, und

ii) amart, falls ∀ ε > 0 ∃ τ0 ∈ T : ∀ τ ∈ T, τ ≥ τ0 : |EXτ − b| < ε für ein b > 0

gilt.

Bemerkung 3.2. Es lässt sich zeigen, dass jedes Quasimartingal auch ein Amart ist. Nachfolgendes Beispiel
soll zeigen, dass die Rückrichtung im Allgemeinem nicht gilt.

Beispiel 3.3. Sei die Folge von (konstanten) Zufallsvariablen (Xn)n∈N durch Xn := (−1)n

n für jedes n ∈ N
de�niert und sei ferner (τn)n∈N eine beliebige Folge beschränkter Zufallsvariablen, welche lim

n→∞
τn = ∞ erfüllt.

So gilt für jede beliebige Filtration (Σn)n∈N bzgl. der τk für jedes k ∈ N eine Stoppzeit ist, dass

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ein Amart, aber

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) kein Quasimartingal

ist.

Beweis. Zu i). Da alle Xn konstante Zufallsvariablen sind, sind sie bzgl. jeder Sigma-Algebra messbar, folglich
ist (Xn)n∈N bzgl. (Σn)n∈N adaptiert.

Ferner gilt o�ensichtlich lim
n→∞

Xτn
f.s.
= 0 und |Xτn | ≤ 1, womit

lim
n→∞

EXτn = 0 (1)

folgt und (Xn,Σn, n ∈ N) somit ein Amart ist.

Zu ii). Das (Xn,Σn, n ∈ N) kein Quasimartingal ist, ergibt sich unmittelbar aus nachfolgender Überlegung.

∞∑
n=1

E(|Xn − E(Xn+1|Σn)|) =

∞∑
n=1

∣∣∣∣ (−1)n

n
− (−1)n+1

n+ 1

∣∣∣∣ =∞
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KAPITEL 3. MARTINGALÄHNLICHE BEGRIFFE UND BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DIESEN

De�nition 3.4. (Martingal im Grenzwert, Eventuelles Martingal) Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufalls-
variablen und (Σn)n∈N eine Filtration bzgl. der (Xn)n∈N adaptiert ist, so heiÿt (Xn,Σn, n ∈ N)

i) Martingal im Grenzwert, falls lim
n→∞

sup
m≥n
|E(Xm|Σn)−Xn|

f.s.
= 0 gilt, und

ii) eventuelles Martingal, falls P (E(Xn+1|Σn) 6= Xn u.o.) = 0

gilt. (Wobei die Abkürzung �u.o.� hierbei für �unendlich oft� steht.)

Beispiel 3.5. (Martingale im Grenzwert sind nicht notwendigerweise eventuelle Martingale) Sei
(ηn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche P (ηn = 1) = 1

n2 = 1 − P (ηn = 0) für jedes n ≥ 1
erfüllen. De�niert man die Folge (Xn)n∈N durch Xn := η1 + ...+ ηn für jedes n ≥ 1 und die Filtration (Σn)n∈N
durch Σn := σ(η1, ..., ηn) für jedes n ≥ 1 so gelten nachfolgende Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein Martingal im Grenzwert, aber

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) ist kein eventuelles Martingal.

Beweis. Zu i). Trivialerweise ist für jedes n ∈ N Xn bzgl. Σn messbar, womit (Xn)n∈N bzgl. (Σn)n∈N adaptiert
ist.
Ferner folgt für n ≥ m, dass

E(Xn|Σm)−Xm

= E(η1 + ...+ ηm|Σm) + E(ηm+1 + ...+ ηn|Σm)−Xm

= η1 + ...+ ηm + E(ηm+1 + ...+ ηn)−Xm

= E(ηm+1 + ...+ ηn)

=

n∑
k=m+1

1

k2

gilt und sich somit

lim
m→∞

sup
n≥m
|E(Xn|Σm)−Xm| = lim

m→∞
sup
n≥m

n∑
k=m+1

1

k2
= 0 (2)

ergibt, womit (Xn,Σn, n ∈ N) ein Martingal im Grenzwert ist.
Zu ii). Mittels dem Beweis von i) veri�ziert man unmittelbar, dass

E(Xn|Σn−1) = Xn−1 +
1

n2
∀ n ≥ 2 (3)

gilt, wodurch o�ensichtlich

E(Xn|Σn−1) 6= Xn−1 ∀ n ≥ 2 (4)

gilt und (Xn,Σn, n ∈ N) per De�nition somit kein eventuelles Martingal sein kann.

De�nition 3.6. (Progressives Martingal) Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen und (Σn)n∈N eine
Filtration bzgl. der (Xn)n∈N adaptiert ist, so heiÿt (Xn,Σn, n ∈ N) progressives Martingal, falls für
An := {E(Xn+1|Σn) = Xn}, n ∈ N,

An ⊂ An+1 ∀ n ≥ 1 und P (∪n∈NAn) = 1 (5)

gilt.

Beispiel 3.7. (Progressives Martingales ist im Allgemeinen kein Quasimartingal) Sei (ζn)n∈N eine
Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche P (ζn = 1) = n

n+1 = 1 − P (ζn = 0) erfüllen. Ferner sei (ηn)n∈N
eine Folge von Zufallsvariablen, wobei η1 = 1 und für jedes n ≥ 2 ηn = (−1)n−1ζ1...ζn−1 gelte. So gilt für die
Zufallsvariablen (Xn)n∈N, mit Xn := η1 + ...+ ηn und die Filtration (Σn)n∈N, welche durch Σn := σ(ζ1, ..., ζn)
de�niert ist, dass die nachfolgenden 3 Behauptungen erfüllt sind.
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KAPITEL 3. MARTINGALÄHNLICHE BEGRIFFE UND BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DIESEN

i) P (ζn = 0 u.o.) = 1

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein progressives Martingal.

iii) (Xn,Σn, n ∈ N) ist kein Quasimartingal.

Beweis. Zu i). Da ∑
n∈N

P (ζn = 0) =
∑
n∈N

1− n

n+ 1
=
∑
n∈N

1

n+ 1
=∞

gilt, folgt die Gültigkeit von i) unmittelbar aus dem Lemma von Borel-Cantelli.
Zu ii). Die Adaptiertheit ergibt sich sofort aus der Messbarkeit von Xn bzgl. Σn für jedes n ∈ N.
Ferner ist für jedes n ∈ N Xn+1 auch Σn-messbar, wodurch E(Xn+1|Σn) = Xn+1 gilt. Des Weiteren gilt
Xn+1 = Xn genau dann wenn ηn+1 = 0 gilt und aus ηn = 0 folgt, dass ηn+1 = 0 gilt. Aus diesen Aussagen folgt
nun, dass

{Xn+1 = Xn} = {E(Xn+1|Σn) = Xn} ⊂ {E(Xn+2|Σn+1) = Xn+1} = {Xn+2 = Xn+1} ∀ n ∈ N (6)

gilt.
Ferner folgt aus i), dass P (ηn 6= 0 u.o.) = 0 gilt, woraus nun insgesamt

P (∪n∈N{E(Xn+1|Σn) = Xn}) = P (∪n∈N{Xn+1 = Xn}) = P (∪n∈N{ηn+1 = 0}) = 1 (7)

folgt und (Xn,Σn, n ∈ N) somit ein progressives Martingal ist.
Zu iii). Aus der Tatsache, dass

E|ηn| = E(ζ1...ζn−1) =

n−1∏
k=1

k

k + 1
=

1

n
∀ n ≥ 2 (8)

gilt, folgt, dass

∞∑
n=1

E|Xn − E(Xn+1|Σn)| =
∞∑
n=1

E|Xn −Xn+1| =
∞∑
n=1

E|ηn+1| =
∞∑
n=2

1

n
=∞ (9)

gilt und (Xn,Σn, n ∈ N) somit per De�nition kein Quasimartingal ist.

Beispiel 3.8. (Ein Progressives Martingal ist im Allgemeinen kein Amart) Sei wie im vorangegangenen
Beispiel (ζn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche P (ζn = 1) = n

n+1 = 1 − P (ζn = 0) erfüllen.

Ferner sei nun die Folge (Xn)n∈N durch Xn := n2ζ1...ζn−1 für jedes n ∈ N de�niert. Betrachtet man nun die
Filtration (Σn)n∈N, mit Σn = σ(ζ1, ..., ζn) für jedes n ∈ N so gelten die nachfolgenden 2 Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein progressives Martingal, aber

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) ist kein Amart.

Beweis. Zu i). Da für jedes n ≥ 2 Xn bzgl. Σn−1 messbar ist, gilt E(Xn−1|Σn) = Xn = n2

(n−1)2 ζn−1Xn−1.Hieraus
ergibt sich unmittelbar, dass aus Xn−1 = 0 Xn = 0 folgt. Ferner gilt wie im vorangegangenen Beispiel gezeigt,
dass P (ζn = 0 u.o.) = 1 gilt, woraus nun folgt, dass P (Xn 6= 0u.o.) = 0 gilt.
Analog zum vorangegangen Beispiel ergibt sich nun aus all diesen Eigenschaften, dass (Xn,Σn, n ∈ N) ein
progressives Martingal ist.
Zu ii). Das (Xn,Σn, n ∈ N) kein Amart ist, ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass

lim
n→∞

EXn = lim
n→∞

n2E(ζ1...ζn−1) = lim
n→∞

n2
n−1∏
k=1

k

k + 1
= lim
n→∞

n =∞ (10)

gilt.
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De�nition 3.9. (Ein Spiel welches mit der Zeit fairer ist) Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen
und (Σn)n∈N eine Filtration bzgl. der (Xn)n∈N adaptiert ist, so heiÿt (Xn,Σn, n ∈ N) ein Spiel fairer mit Zeit,
falls

lim
n→∞

sup
m≥n
|E(Xm|Σn)−Xn|

P
= 0 (11)

gilt.

Beispiel 3.10. (Ein eventuelles Martingal ist im Allgemeinen kein Spiel welches mit der Zeit
fairer ist) Sei (ζn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche P (ζn = −1) = 1

2n = 1 − P (ζn = 1)
für jedes n ≥ 1 genügen. Ferner sei (ηn)n∈N durch η1 := ζ1 und durch ηn+1 := 2nζn+111{ζn = −1} für jedes
n ≥ 1 de�niert. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariabeln (Xn)n∈N und die Filtration (Σn)n∈N, wobei
Xn = η1 + ...+ ηn und Σn = σ(ζ1, ..., ζn) gelte, so erfüllt (Xn,Σn, n ∈ N) die nachfolgenden Bedingungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein eventuelles Martingal, aber

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) ist kein Spiel welches mit der Zeit fairer ist.

Beweis. Zu i). Zunächst gilt für jedes k ≥ 2, dass

E(ηk|Σk−1) = E(2k−1ζk11{ζk−1 = −1}|Σk−1) = 2k−1E(ζk)11{ζk−1 = −1} = (2k−1 − 1)11{ζk−1 = −1} (12)

ist, woraus sich

∞∑
n=2

P (E(Xn|Σn−1) 6= Xn−1)

=

∞∑
n=2

P (E(η1|Σn−1) + ...+ E(ηn−1|Σn−1) + E(ηn|Σn−1) 6= Xn−1)

=

∞∑
n=2

P (η1 + ...+ ηn−1 + (2n−1 − 1)11{ζn−1 = −1} 6= Xn−1)

=

∞∑
n=2

P ((2n−1 − 1)11{ζn−1 = −1} 6= 0)

=

∞∑
n=2

P (ζn−1 = −1)

=

∞∑
n=2

2−k+1

< ∞

ergibt und (Xn,Σn, n ∈ N) somit nach dem Lemma von Borel-Cantelli ein eventuelles Martingal ist.
Zu ii). Zunächst gilt, dass

E(X2m|Σm)−Xm

= E(X2m −Xm|Σm)

= E(ηm+1 + ...+ η2m|Σm)

= E(ηm+1|Σm) +

2m∑
k=m+2

E(ηk|Σm)

= (2m − 1)11{ζm = −1}+

2m∑
k=m+2

E(ηk)

= (2m − 1)11{ζm = −1}+

2m∑
k=m+2

2k−1E(ζk)E(11{ζk−1 = −1})

= (2m − 1)11{ζm = −1}+

2m∑
k=m+2

2k−1(−2−k + 1− 2−k)P (ζk−1 = −1)

12
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= (2m − 1)11{ζm = −1}+

2m∑
k=m+2

(2k−1 − 1)P (ζk−1 = −1)

= (2m − 1)11{ζm = −1}+

2m∑
k=m+2

(1− 2−k+1)

≥
2m∑

k=m+2

(1− 2−k+1)

> 1− 2−2m+1

>
1

2

ist, wodurch für jedes ε ∈ (0, 1
2 )

P (|E(X2m|Σm)−Xm| > ε) = 1 (13)

gilt. Aus der De�nition der stochastischen Konvergenz und der des Spiels fairer mit Zeit folgt, dass
(Xn,Σn, n ∈ N) o�ensichtlich kein Spiel fairer mit Zeit ist.
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Kapitel 4

Weitere Martingaleigenschaften und

Konvergenz von Martingalen

In diesem letzten Kapitel wollen wir nun zunächst eine Martingalungleichung angeben und mittels eines Beispiels
aufzeigen, dass einige der Voraussetzungen für die Gültigkeit der Ungleichung nötig sind. Anschlieÿend werden
wir einige interessante Beispiele über die Konvergenz von Martingalen vorstellen. Hierbei meint Konvergenz
von Martingalen, dass man eine Folge von Zufallsvariablen hat, welche bezüglich einer gegebenen Filtration ein
Martingal ist und, dass die Folge selbst in einem gewissen Sinne (beispielsweise stochastisch, oder fast sicher)
konvergiert.

Theorem 4.1. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen und (Σn)n∈N eine Filtration, sodass (Xn,Σn, n ∈ N)
ein Martingal ist. Ferner sei g : R→ R eine messbare Funktion, sodass

i) g(x) > 0 für jedes x ∈ R+,

ii) g(x) = g(−x) für jedes x ∈ R und

iii) g ist konvex, das heiÿt g(αx+ (1− α)y)) ≤ αg(x) + (1− α)g(y) ∀ x, y ∈ R ∀ α ∈ [0, 1]

gilt, so erfüllt (Xn)n∈N nachfolgende Ungleichung.

P ( sup
0<k≤n

|Xk| ≥ ε) ≤
Eg(Xn)

g(ε)
∀ ε > 0 (1)

Bemerkung 4.2. Mit nachfolgendem Beispiel wollen wir aufzeigen, dass die Konvexität von g aus dem voran-
gegangenem Theorem im Allgemeinen nötig ist.

Beispiel 4.3. Seien a, h ∈ R beliebige Zahlen und seien ζ1, ζ2 zueinander unabhängige Zufallsvariablen, welche
P (ζ1 = a) = P (ζ1 = −a) = 1

2 und P (ζ2 = h) = P (ζ2 = −h) = 1
2 erfüllen. Ferner sei (Xn,Σn, n = 1, 2) durch

X1 := ζ1, X2 := ζ1 + ζ2 und durch Σ1 = σ(ζ1), Σ2 = σ(ζ1, ζ2) de�niert. Ist g : R → R nun eine beliebige
Funktion, welche 4.1.i),ii) genügt und 4.1.iii) für α = 1

2 verletzt, so ist die Ungleichung (1) für ε = a verletzt.

Beweis. Zunächst wollen wir bemerken, dass (Xn,Σn, n = 1, 2) o�ensichtlich ein Martingal ist, da

E(X2|Σ1) = E(ζ1|Σ1) + E(ζ2|Σ1) = ζ1 + E(ζ2) = X1 (2)

gilt und auch die ersten beiden Martingaleigenschaften trivialerweise erfüllt sind.
Ferner gilt nun, dass

E(g(X2))

=
1

4
(g(−a− h) + g(−a+ h) + g(a− h) + g(a+ h))

=
1

2
(g(a+ h) + g(a− h))

< g(
1

2
(a+ h+ a− h)) ,denn g verletzt 4.1.iii) für α =

1

2
= g(a)

14
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und, dass

P ( sup
1≤k≤2

|Xk| ≥ a) = 1 (3)

ist, womit sich insgesamt

P ( sup
1≤k≤2

|Xk| ≥ a) >
Eg(X2)

g(a)
(4)

ergibt.

Theorem 4.4. Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen und (Σn)n∈N eine Filtration, sodass (Xn,Σn, n ∈ N)
ein Submartingal ist, so gelten die nachfolgenden 2 Behauptungen.

i) Ist sup
n∈N

E|Xn| <∞, so existiert eine Zufallsvariable X, sodass E|X| <∞ und lim
n→∞

Xn
f.s.
= X gilt.

ii) Ist (Xn)n∈N gleichgradig integrierbar, so existiert eine Zufallsvariable X, sodass E|X| <∞, lim
n→∞

Xn
f.s.
= X

und lim
n→∞

Xn
L1

= X gilt.

Bemerkung 4.5. Mit dem nachfolgenden Beispiel wollen wir aufzeigen, dass die Bedingung sup
n∈N

E|Xn| < ∞

nicht ausreicht, um die L1-Konvergenz im Allgemeinen zu gewährleisten.

Beispiel 4.6. Sei (ζn)n∈N eine Folge unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, sodass
P (ζ1 = 0) = P (ζ1 = 2) = 1

2 gilt. De�niert man die Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N durch Xn := ζ1...ζn für
jedes n ∈ N und die Filtration (Σn)n∈N durch Σn := σ(ζ1, ..., ζn) für jedes n ∈ N, so gelten die nachfolgenden
Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein Martingal. (Also insbesondere ein Submartingal.)

ii) (Xn,Σn, n ∈ N) erfüllt die Bedingung von 4.4.i)

iii) (Xn)n∈N konvergiert nicht im L1-Sinne.

Beweis. Die Adaptiertheit von (Xn,Σn, n ∈ N) ist trivial, die Endlichkeit des Erwartungswertes wird im Beweis
von ii) o�ensichtlich. Die letzte Martingaleigenschaft gilt auch, da für jedes m ≥ n

E(Xm|Σn) = ζ1...ζnE(ζn+1...ζm|Σn) = XnE(ζ1)m−(n+1) = Xn (5)

gilt.
Zu ii). O�ensichtlich gilt E|Xn| = 1 für jedes n ∈ N, womit sup

n∈N
E|Xn| = 1 <∞ folgt.

Zu iii). Wir wissen nun, dass eine Zufallsvariable X existiert, mit lim
n→∞

Xn
f.s.
= X. Aus P (Xn = 2n) = 2−n und

P (Xn = 0) = 1− 2−n folgt nun, dass X = 0 gelten muss. Aber wegen

lim
n→∞

E|Xn −X| = lim
n→∞

E|Xn| = lim
n→∞

1 = 1 6= 0 (6)

konvergiert (Xn)n∈N nicht in L1 gegen X.

De�nition 4.7. (Regulär) Ein Martingal (Xn,Σn, n ∈ N) heiÿt regulär, falls eine Zufallsvariable ζ existiert,
sodass

Xn = E(ζ|Σn) (7)

für jedes n ∈ N gilt.

Bemerkung 4.8. Es lässt sich zeigen, dass jedes gleichgradig integrierbare Martingal auch regülar ist und, dass

darüber hinaus, für die in obiger De�nition betrachtete Zufallsvariable ζ
f.s.
= lim

n→∞
Xn gilt, falls das Martingal

gleichgradig integrierbar ist.
Nachfolgendes Beispiel soll zeigen, dass ζ im Allgemeinen nicht Bedingung (7) erfüllt. (Ferner sei hierbei be-
merkt, dass für ein Martingal, welches lediglich aus endlich vielen Zufallsvariablen besteht Bedingung (7) immer
erfüllt ist.)
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Beispiel 4.9. Sei (ηn)n∈N eine Folge unabhängiger und standartnormalverteilter Zufallsvariablen. Ferner sei
(Sn)n∈N durch Sn := η1 + ...+ ηn für jedes n ∈ N de�niert. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen
(Xn)n∈N, mit Xn := exp(Sn − 1

2n), für jedes n ∈ N und die Filtration (Σn)n∈N, mit Σn := σ(η1, ..., ηn), für
jedes n ∈ N so gelten alle nachfolgenden Behauptungnen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein Martingal.

ii) ζ := lim
n→∞

Xn = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

iii) Es gilt E(ζ|Σn) 6= Xn für jedes n ∈ N.

gilt.

Beweis. Die Adaptiertheit ist trivial, die Existenz der Erwartungswerte ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache,
dass

E|Xn| = E
(

exp

(
η1 + ...+ ηn −

1

2
n

))
= (E (exp (η1)))

n
exp

(
−1

2
n

)
= ϕ(−i)n

(
−1

2
n

)
= 1

gilt, wobei ϕ die charakteristische Funktion einer standartnormalverteilten Zufallsvariable sei. Die letzte Mar-
tingaleigenschaft ergibt sich nun aus der Tatsache, dass für jedes m ≤ n

E(Xn|Σm)

= E
(

exp

(
η1 + ...+ ηn −

1

2
n

)
|Σm

)
= exp

(
η1 + ...+ ηm −

1

2
n

)
E(exp(ηm+1 + ...+ ηn))

= exp

(
η1 + ...+ ηm −

1

2
n

)
(E(exp(η1)))n−m

= exp

(
η1 + ...+ ηm −

1

2
n

)
(ϕ(−i))n−m

= exp

(
η1 + ...+ ηm −

1

2
n

)
exp

(
1

2
n− 1

2
m

)
= exp

(
η1 + ...+ ηm −

1

2
m

)
= Xm

gilt.
Zu ii). Aus dem starken Gesetz der groÿen Zahlen ergibt sich unmittelbar, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

ζ := lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

exp

(
n

(
1

n
Sn −

1

2

))
= 0 (8)

gilt.
Zu iii). Nach ii) gilt nun E(ζ|Σn) = 0 6= Xn für jedes n ∈ N

Bemerkung 4.10. Ist (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, so konvert die Reihe
∑
n∈N

Xn genau

dann fast sicher, wenn sie stochastisch konvergiert. Die nachfolgenden 2 Beispiel sollen zeigen, dass dies für
Martingale nicht der Fall ist.

Beispiel 4.11. Sei (ζn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche P (ζn = 1) = P (ζn = −1) = 1
2n

und P (ζn = 0) = 1 − 1
n für jedes n ∈ N erfüllen. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N

und die Filtration (Σn)n∈N, wobei Xn = ζn11{Xn−1 = 0} + nXn−1|ζn|11{Xn−1 6= 0} für jedes n ∈ N, X0 := 0
und Σn := σ(ζ1, ..., ζn) für jedes n ∈ N gelte, so gelten alle nachfolgenden Behauptungen.

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein Martingal.

ii) lim
n→∞

Xn
P
= 0.
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iii) Die Folge (Xn)n∈N ist nicht fast sicher konvergent.

Beweis. Zu i). Sowohl die Adaptiertheit, als auch die Existenz der Erwartungswerte von Xn für jedes n ∈ N
sind trivial. Ferner folgt, dass

E(Xn|Σn−1)

= E(ζn11{Xn−1 = 0}+ nXn−1|ζn|11{Xn−1 6= 0}|Σn−1)

= 11{Xn−1 = 0}E(ζn) + nXn−111{Xn−1 6= 0}E|ζn|

= nXn−111{Xn−1 6= 0} 1

n
= Xn−111{Xn−1 6= 0}
= Xn−1

gilt, womit (Xn,Σn, n ∈ N) ein Martingal ist.
Zu ii). Es gilt P (Xn = 0) = P (ζn = 0) = 1− 1

n , wodurch für jedes ε ∈ (0, 1)

lim
n→∞

P (|Xn| > ε) = 1− lim
n→∞

P (|Xn| ≤ ε) = 1− lim
n→∞

(1− 1

n
) = 0 (9)

gilt. Somit gilt auch für jedes ε ≥ 1, dass

lim
n→∞

P (|Xn| > ε) = 0 (10)

ist, womit sich insgesamt die stochastische Konvergenz von (Xn)n∈N gegen Null ergibt.
Zu iii). Zunächst gilt, dass ∑

n∈N
P (|ζn| = 1) =

∑
n∈N

1

n
=∞ (11)

ist, woraus nach dem Lemma von Borel-Cantelli

P (ζn 6= 0 u.o.) = P (|ζn| = 1 u.o.) = 1 (12)

folgt. Da wie in ii) erwähnt P (Xn = 0) = P (ζn = 0) gilt, gilt auch, dass P (Xn 6= 0 u.o.) = P (ζn 6= 0 u.o.) ist.
Mittels (12) ergibt sich nun, dass

P (Xn 6= 0 u.o.) = 1 (13)

gilt. Letztere Gleichung impliziert aber o�ensichtlich, dass (Xn)n∈N nicht fast sicher gegen Null konvergieren
kann, womit (Xn)n∈N nicht fast sicher konvergent ist.

Beispiel 4.12. Dieses etwas allgemeiner gehaltene Beispiel beruht auf nachfolgendem Satz.
Sei Ω = [0, 1], Σ = B([0, 1]) und P das Lebesgue Maÿ auf (Ω,Σ), so lässt sich zeigen, dass für jede beliebige
Folge von Zufallsvariablen (ζn)n∈N, welche nur endlich viele Werte annehmen, ein Martingal (Xn,Σn, n ∈ N)
exisitert, sodass

P (ζn = Xn, ∀ n ∈ N hinreichend groÿ) = 1 (14)

gilt.
Da nun wie Allgemein bekannt ist Folgen von Zufallsvariablen exisitert welche stochastisch aber nicht fast sicher
konvergieren und Folgen von Zufallsvariablen exisitieren welche beschränkt sind aber nicht konvergieren, gelten
nach obigem Satz die nachfolgenden 2 Aussagen.

i) Es existiert ein Martingal (Xn,Σn, n ∈ N), sodass lim
n→∞

Xn
P
= 0 und

P ({ω ∈ Ω : (Xn(ω))n∈N konvergiert gegen 0}) = 0 gilt.

ii) Es existiert ein Martingal (Xn,Σn, n ∈ N), sodass P ({ω ∈ Ω : (Xn(ω))n∈N ist beschränkt}) = 1 und
P ({ω ∈ Ω : (Xn(ω))n∈N konvergiert}) = 0 gilt.

Bemerkung 4.13. Nun wollen wir 2 Beispiele für Martingale geben, welche lediglich mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit divergieren.
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Beispiel 4.14. Sei (ζn)n∈N eine Folge unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, welche Eζ1 = 0
und E|ζ1| > 0 genügen. Sei (ηn)n∈N eine weitere Folge unabhängiger Zufallsvariablen, welche Eηn = 0 und
Eη2

n = 1
n2 für jedes n ∈ N erfüllen. So lässt sich zeigen, dass

• die Reihe
∑
n∈N

ζn divergiert und

• die Reihe
∑
n∈N

ηn fast sicher konvergiert.

Sei nun ferner (Xn)n∈N0
eine weitere Folge von Zufallsvariablen mit P (X0 = 1) = p = 1−P (X0 = −1) für ein

p ∈ [0, 1] und Xn := ζn11{X0 = 1} + ηn11{X0 = −1} gegeben, wobei X0, ηn, ζn für beliebiges n ∈ N zueinander

unabhängig seien. So gilt für (Sn,Σn, n ∈ N), wobei Sn =
n∑
k=1

Xk und Σn = σ(X1, ..., Xn) für jedes n ∈ N, dass

i) (Sn,Σn, n ∈ N) ein Martingal ist und,

ii) dass P ((Sn)n∈N ist konvergent) = 1− p, P ((Sn)n∈N ist divergent) = p gilt.

Beweis. Zu i). O�ensichtlich ist jedes Sn bzgl. Σn messbar, woraus die Adaptiertheit folgt. Ferner gilt für jedes
n ∈ N, dass

Sn = 11{X0 = 1}
n∑
k=1

ζk + 11{X0 = −1}
n∑
k=1

ηk (15)

ist, womit E|Sn| <∞ o�ensichtlich gilt. Ferner gilt für jedes m ≤ n, dass

E(Sn|Σm)

=

m∑
k=1

E(Xk|Σm) +

n∑
k=m+1

E(Xk|Σm)

=

m∑
k=1

Xk +

n∑
k=m+1

E(ζk11{X0 = 1}+ ηk11{X0 = −1}|Σm)

= Sm +

n∑
k=m+1

(11{X0 = 1}E(ζk|Σm) + 11{X0 = −1}E(ηk|Σm))

= Sm +

n∑
k=m+1

(11{X0 = 1}E(ζk) + 11{X0 = −1}E(ηk))

= Sm

ist, womit (Sn,Σn, n ∈ N) ein Martingal ist.
Zu ii). Aus (15) folgt, dass

lim
n→∞

Sn = 11{X0 = 1}
∞∑
k=1

ζk + 11{X0 = −1}
∞∑
k=1

ηk (16)

ist, wobei
∞∑
k=1

ζk divergiert und
∞∑
k=1

ηk konvergiert. Hieraus folgt nun sofort, dass

• P ((Sn)n∈N ist konvergent) = P (X0 = −1) = 1− p und

• P ((Sn)n∈N ist divergent) = P (X0 = 1) = p

gilt.

Beispiel 4.15. Sei (Wt, t ≥ 0) ein Wienerprozess und (Σt, t ≥ 0) dessen natürliche Filtration. Ferner sei
A ∈ Σ1, sodass P (A) ∈ (0, 1) gilt. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N, welche für alle
n ∈ N durch Xn(ω) := Wn(ω)11{ω /∈ A} de�niert sei, so gilt
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KAPITEL 4. WEITERE MARTINGALEIGENSCHAFTEN UND KONVERGENZ VON MARTINGALEN

i) (Xn,Σn, n ∈ N) ist ein Martingal und

ii) P ((Xn)n∈N ist konvergent) = P (A)

Beweis. Zu i). Da der Wiener Prozess bzgl. seiner natürlichen Filtration adaptiert ist, erfüllt auch
(Xn,Σn, n ∈ N) diese Eigenschaft. Ferner ist, da Wn für jedes n ∈ N normalverteilt ist, E|Xn| < ∞ für
jedes n ∈ N. Die letzte Martingaleigenschaft, folgt aus der Tatsache, dass für jedes m ≤ n

E(Xn|Σm) = E(Wn11{Ac}|Σm) = 11{Ac}E(Wn|Σm) = 11{Ac}Wm = Xm (17)

gilt. Wobei hierbei die Tatsache genutzt wurde, dass der Wiener Prozess bzgl. seiner natürlichen Filtration ein
Martingal ist.
Zu ii). Es ist allgemein bekannt, dass für den Wiener Prozess

P (lim sup
n→∞

Wn =∞) = P (lim inf
n→∞

Wn = −∞) = 1 (18)

gilt. Hieraus folgt unmittelbar, dass

P ((Xn)n∈N ist konvergent) = P (11{ω /∈ A} = 0) = P (A) (19)

gilt.
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