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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

Ziel dieser Seminararbeit soll es sein zahlreiche mathematische Resultate aus dem Gebiet der diskreten Mar-
tingale vorzustellen. Genauer gesagt werden wir zunéchst einige Martingaleigenschaften, wie beispielsweise Be-
schrianktheit und Dominiertheit, vorzustellen und anschliefsend mittels Beispielen aufzeigen, dass manche dieser
Eigenschaften nicht hinreichend /notwendig fir die Giiltigkeit anderer Eigenschaften sind.

Anschlieffend werden wir einige Begriffe vorstellen die dem des Martingals sehr &hnlich sind und auch hier Ge-
genbeispiele geben, welche diese Begriffe voneinander abgrenzen.

Abschlieffend werden wir uns mit der Konvergenz von Martingalen befassen, Sétze zu diesem Thema vorstellen
und interessante Beispiele fiir Martingale geben, welche lediglich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit konver-
gieren.

Doch bevor wir mit dem oben angesprochen beginnen, wollen wir an dieser Stelle 2 dufierst grundlegende Defi-
nition geben, die der Filtration und die des Martingals.

Sei hierzu (2, X, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.1. (Filtration) Eine Folge von Sigma-Algebren (X;)sen heifst Filtration, falls

Y. CXrCXY Vs<t (1)
gilt.

Bemerkung 1.2. Sind beispielsweise X,Y Zufallsvariablen, welche iber dem Wahrscheinlichkeitsraumes (2,3, P)

definiert sind, so werden wir hier und im folgenden X =Y schreiben, auch wenn lediglich X L2y gemeint ist.
Dies ist sinnvoll, da beispielsweise die bedingte Erwartung, welche im folgenden sehr oft verwendet wird, eine
Zufallsvariable ist, welche lediglich fast sicher eindeutig und nicht eindeutig bestimmd ist.

Definition 1.3. (Martingal) Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen eine Filtration, so
heif$t (X, X, n € N) Martingal, falls die nachfolgenden 8 Eigenschaften gelten.

i) (Xn)nen ist beziglich (3;)sen adaptiert, d.h. Fir jedes n € N ist X,, 3,,-messbar.
it) FEs gilt E|X,,| < oo fir jedes n € N.

iti) Es gilt B(X,|2) = X fir jedes m < n.



Kapitel 2

Eigenschaften von Martingalen

In diesem Kapitel wollen wir einige Eigenschaften von Martingalen vorstellen und Beispiele geben, welche
aufzeigen werden, dass manche dieser Eigenschaften nicht hinreichend /notwendig fiir die Giiltigkeit anderer
Eigenschaften sind.

Ferner werden wir noch einen Satz von Doob vorstellen und mittels eines Beispiels aufzeigen, dass man auf die
Voraussetzungen des Satzes nicht verzichten kann, das heifst das die dort gegebene Gleichung im Allgemeinen
nicht gilt.

Definition 2.1. (Beschrinktheit, Dominiertheit) Sei (X,,X,,n € N) ein Martingal. Dieses heifit,
L'-beschrinkt, falls

SEEE‘XM < 0 (1)
gilt und L'-dominiert, falls
IESL€1§|Xn\ < 00 (2)

gilt.

Bemerkung 2.2. Offensichtlich ist jedes L'-dominierte Martingal auch L'-beschrinkt. Mit dem folgenden
Beispiel wollen wir illustrieren, dass die Riickrichtung im Allgemeinen nicht gilt.

Beispiel 2.3. Sei Q = N, P({n}) := 1 — nT—l fiir jedes n € N und ¥ sei die Potenzmenge der natirlichen

Zahlen. Betrachtet man dze Zufallsvariablen X, : Q@ — R, mit X, (w) := (n + 1)141,00)(w), wobei n € N,
und die Filtration (3,)nen, mit 3, = o({1},{2}, ..., {n},{[n + 1,00) N N}), so gelten alle drei nachfolgenden
Behauptungen.

i) (Xn,2n,n € N) ein Martingal ist.
ii) sup E|X,| < oo.
neN
iti) Esup |X,| = oo

neN

Beweis. Zu i). Das der Prozess adaptiert bzgl. der gegebenen Filtration ist, ist trivial. Ferner wird sich die
Tatsache, dass der Erwartungswert endlich ist aus Punkt ii) ergeben, womit wir lediglich die Martingaleigenschaft
[1.3iii) beweisen.

E(X,|Xn-1)

n—1

Jj=1
n— 1
X ]]-{j} ]E(anl-[n,oo)ﬂN)
P HOHD (g, o0) ) i)

[
M



KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN VON MARTINGALEN

E(]l[n+1,oo))

= (n—|—1) P([?’L,OO)) ]l[n,oo)ﬂN(w)

n
- "1
(n+ )TL+1 [n,oo)ﬂN(w)
n]-[n,oo)ﬂN(w)

= Xn—l

Hieraus ergibt sich, dass auch E(X,|%,,) = X, fir jedes m < n gilt und (X,,, ., n € N) somit ein Martingal ist.

Zu ii). Es gilt E(|X,|) = E(X,) = (n+1)P(X, =n+1) = (n+1)P([n+1,00)) = 1 womit ii) offensichtlich
erfiillt ist.

Zu iii). Man {iberlegt sich leicht, dass sup X,, = Id gilt wobei Id die Identitit auf N bezeichne. Hieraus folgt
neN
nun, dass

E(sup X,) =EId= Y kP(Id=k)= Y = =0
neN k=1 =1

gilt. O

Definition 2.4. (Stoppzeit) Sei (X,)nen eine Filtration, so heifit eine Abbildung 7 : Q — NU {oco} Stoppzeit
bz.gl' (En)nGNa falls

{r=n}eX, VneN (3)

gilt. Ferner bezeichne hier und im Folgendem T die Menge aller beschrinkte Stoppzeiten. (Natirlich ist die
Gestalt von T abhdngig von der jeweiligen Filtration. Und natirlich betrachten wir immer das T, welches durch
die Filtration im jeweiligen Beispiel definiert ist.)

Bemerkung 2.5. Sei (X,,%,,n € N) ein Martingal und sei (Y,,)nen durch Y, := % Xy definiert. So gilt

x>
10

fiir die Bedinungen

i) supE|X,| < oo,
neN

ii) sup E|Y,| < oo,
neN

i11) sup E| X, | < oo und
TeT

iv) supE|Y,| < oo
TeT

dass die ersten 3 Bedingungen zueinander dquivalent sind.

Nachfolgendes Beispiel soll zeigen, dass dies fiir die letzte Bedingung nicht der Fall ist.

Beispiel 2.6. Fir jedesn € N sei &, := o({T =1}, ..., {T = n}), wobei 7 : Q@ — N eine beliebige Zufallsvariable
ist, welche P(T < 00) = 1 und P(7 > n) > 0 fir beliebiges n € N erfille.( So ist T offensichtlich eine beschrinkte
Stoppzeit.)

Sei (bn)nen, eine monoton fallende Folge, welche b,—1 — b, = 0 erfiille, falls P(t = n) = 0 gilt. Ferner sei die
Folge von Zufallsvariablen (X,)nen, durch

Ly b

Xn(w) = 2 ml{T:k}(a}) + P(Tiy;n)]l{wn}(w) (4)

definiert, wobei wir die Vereinbarung treffen, dass b;(‘;;s)" =0 gilt, falls P(T =n) =0 ist.
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Fordern wir nun noch, dass ein ¢ > 0 existiert, sodass b, > c fiir jedes n € N gilt, so gelten alle nachfolgenden
Behauptungen.

i) (Xn,Xn,n €N) ist ein Martingal.

it) (X, Xn,n € N) erfillt [2.5i)-iii).
iti) (Xn,Xn,n € N) erfillt[2.5 iv) nicht.
Beweis. Zui).Offensichtlich ist (X, )nen bzgl. (X, )nen adaptiert. Ferner wird die Existenz des Erwartungswertes

beim Beweis von ii) klar. Es bleibt also E(X,,|¥,_1) = X, fiir beliebiges n > 2 zu zeigen.
Dies folgt daraus, dass

bn—l - bn + bn bn—l

el B — 1 - 1 P =
Plr=n) =1 T B s ) M T B 1) P =00 6)

/ X, — X, _1dP =
{r=k} {r=k}

fir jedes k=1,....,n — 1 und

bn—l — bn bn bn—l
X, — Xp_1dP = ————dP ——dP — ———dP =0 6
/ " nt / P(r=mn) * / P(r >n) / P(r>n-1) (©)
{r>n—-1} {r=n} {r>n} {r>n—-1}

gilt. Denn da die Mengen {7 = 1},....{7 = n — 1},{r > n — 1} die Sigma Algebra ¥, _; erzeugen, dis-
junkt sind und die Vereinigung all dieser Mengen den Grundraum §2 ergeben, folgt mit und (6), dass
E(X,|2,-1) = X,_1 fiir beliebiges n > 2 gilt.

Somit ist der erste Punkt bewiesen und wir kommen zum Beweis von ii).

Zu ii). Wir zeigen, dass

E|Xn| = bo (7)

gilt, wodurch offensichtlich i) erfiillt ist und wegen der Aquivalenz von i)—iii) somit Behauptung ii) folgt.
Zum Beweis von (|7)).

E|Xn|
= EX,
" b1 — b by,
= ]E —_— — —_—
<k=1 P = k) Lir—py (w) + P >n) 1{T>n}(w)>
"\ b1 — by by,

];P(T:k) T=B+prsmlir>n
= ) bp1—bitby

k=1
= bO

Zu iii). Fiir Y; := % > X, gilt offensichtlich
k=1

1 b
Y, > - 1y, = 8
*TkzlP(7'>k) {r>ky =1 ®)
Ferner erfiillt 7, dass
1 n—1 bk}
P = — = P(r= Vn>2 9
<” n & Pr > k)) (r=n) Vn (©)
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gilt und aus der Analysis ist bekannt, dass fiir eine Folgen (a,)nen, welche positiv und monoton fallend ist

00 n— 1 0o

1 i 1 agn _1 — a2n

—(p—1 — — - n 10
nz:; n(an 1 an);% 4223 b2 (10)

gilt. Fiir a,, := P(7 > n) ergibt sich nun insgesamt, dass

EJY,|

> En
e} 1n—1 b n—1 b

> = L—P(n= .
7Z;nj:lP(T>j) ( 2;P(T>]))
[es] 1n—1 bj

= > - P(n=n)
=i P(r > j)
o] 1 n—1 b

= P -1)—-P .
;2 (P(r>n-—1) (T>n));P(T>j)
1 & P(r>2"—1)— P(r>2")

> — b n

= 1 2 P(r > 2") 2

n=1

1 P(r=2")

- Iy HeeT,,
4 4= P(r>2")

= o

gilt. Womit iv) offensichtlich verletzt ist. O

Theorem 2.7. (Doob) Sei (X,,,%,,,n € N) ein Martingal, T eine beliebige Stoppzeit, sodass
i) E|X;| < oo und
i) lim [ X,dP =0
n—)oo{T>n}
erfillt ist, so gilt, dass
EX, =EX, (11)
15t.

Bemerkung 2.8. Mit nachfolgendem Beispiel wollen wir zeigen, dass man auf die zweite Bedingung des vor-
angegangenen Satzes von Doob im Allgemeinen nicht verzichten kann.

Beispiel 2.9. Sei (n,)nen eine Folge unabhdngiger und identisch wverteilter Zufallsvariablen, wobei
m Q= {=1,0,1}, mit En; =0 gelte.
Betrachtet man hierzu die Folge von Zufallsvariablen (X,)nen, und die Filtration (X, )nen,, welche durch

o Xo = 0, 20 = {@,Q},

n
e X, => mVn>1und
o Y, i =0(n,....,nn) Vn>1

definiert seien, so gilt fir die Stoppzeit T(w) := inl\fl (Xn(w) = 1) und fir (X,,E,n € Ny) jede der nachfolgenden
nelNg
Behauptungen.

i) (Xn,Xn,n € Ny) ist ein Martingal.
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it) (X, X0, n € No) erfillt Bedinung[2.7i).
i11) (X, Xn,n € No) erfillt Bedingung . ii) nicht.
i) (X, 3, n € No) erfillt Bedinung nicht.

Beweis. Zui). Die ersten beiden Martingaleigenschaften sind trivial, die letzte verifiziert man durch nachfolgende
Uberlegung.

E(X,n|Zm) = E(Xn|Zm) + EMma1|Zm) + oo FEMn|Zm) = Xow +E0mg1) + -+ E(pp) = Xon Vm <n

Somit wurden alle Eigenschaften eines Martingals gezeigt.
Zu ii). Es gilt X, =1 f.s., womit offensichtlich E[X.| =1 < oo, also insbesondere 2.7]i) gilt.
Zu iii). Da EX,, = 0 fiir jedes n € Ny gilt, folgt dass

0= /XndP: / X,dP + / X, dP (12)
Q {r<n} {r>n}
und somit, dass
— lim X,dP = lim X,dP (13)
n—oo n— oo
{r<n} {r>n}

gilt. Wir zeigen nun, dass der linke Ausdruck in gegen -1 konvergiert, womit die Behaupttung folgt.

— lim X,dP
n—oo
{r<n}
= —nlLrgO / X+ 041+ oo +ndP
{r<n}
= — lim 1dP — lim Nr+1 + oo + 1ndP
n—oo n— oo
{r<n} {r<n}
frng — 1 < — i
nll_{lgo P(T = n) nh_)fgoE((ﬂrH +. nn)]l{‘rgn})
= 1= lm Y E((1 + e+ 00) Lipsnylm = K)P(r = k)
keN
= -1- n};ﬂ;o];E((nkﬂ + )T = k)P(T = k)
= —1- nH_{T;OkZE((UkH + o)) P(T = k)
=1
= —1 ,da jedes n; den Erwartungswert 0 hat.
Zu iv). Es gilt X, =1 f.s., womit offensichtlich EX, = 1 # 0 = EX| gilt und somit verletzt ist. O



Kapitel 3

Martingalahnliche Begriffe und
Beziehungen zwischen Diesen

In diesem Kapitel wollen einigee Begriffe vorstellen welche alle mit dem des Martingals verwandt sind. Dariiber-
hinaus werden wir konkrete Beispiele geben die aufzeigen, dass manche dieser Definition andere im Allgemeinen
nicht implizieren.

Definition 3.1. (Quasimartingal, Amart) Sei (X, ).en eine Folge von Zufallsvariablen und (X,,)nen eine

Filtration bzgl. der (X,)nen adaptiert ist, so heifst (X,,¥,,n € N)

o0
i) Quasimartingal, falls > E(| X, — E(X,4+1]20)]) < oo gilt, und
n=1

it) amart, fallsV e >03 10T : V7eT, 7>7: |[EX; —bl <c fireinb>0
gilt.

Bemerkung 3.2. Es ldsst sich zeigen, dass jedes Quasimartingal auch ein Amart ist. Nachfolgendes Beispiel
soll zeigen, dass die Riickrichtung im Allgemeinem nicht gilt.

Beispiel 3.3. Sei die Folge von (konstanten) Zufallsvariablen (X,)nen durch X, := # fiir jedes n € N
definiert und sei ferner (1,)nen eine beliebige Folge beschrankter Zufallsvariablen, welche lim 7, = oo erfillt.
n—oo

So gilt fiir jede beliebige Filtration (X, )nen bzgl. der 1y fiir jedes k € N eine Stoppzeit ist, dass
i) (Xn,Xn,n € N) ein Amart, aber

it) (Xn,Xn,n € N) kein Quasimartingal
15t.

Beweis. Zu i). Da alle X,, konstante Zufallsvariablen sind, sind sie bzgl. jeder Sigma-Algebra messbar, folglich
ist (X,)nen bzgl. (3,)nen adaptiert.

Ferner gilt offensichtlich lim X, 2 0und |X,, | < 1, womit
n—roo
lim EX, =0 (1)
n—oo

folgt und (X, 3,,n € N) somit ein Amart ist.

Zu ii). Das (X,,,%,,n € N) kein Quasimartingal ist, ergibt sich unmittelbar aus nachfolgender Uberlegung.

(-1" (=)
n n+1

D E(Xn —E(Xppa[Ta)) = Y
n=1

n=1
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Definition 3.4. (Martingal im Grenzwert, Eventuelles Martingal) Sei (X,,),en eine Folge von Zufalls-
variablen und (X,)nen eine Filtration bzgl. der (X,)nen adaptiert ist, so heifst (X,,¥,,n € N)

i) Martingal im Grenzwert, falls lim sup |E(X,,|Z,) — X,| 2 gilt, und
n— oo

m>n

i) eventuelles Martingal, falls P(E(X,,11|3,) # X, v.0.) =0

gilt. (Wobei die Abkiirzung ,u.0.“ hierbei fiir ,unendlich oft“ steht.)

Beispiel 3.5. (Martingale im Grenzwert sind nicht notwendigerweise eventuelle Martingale) Sei
(N )nen eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, welche P(n, = 1) = 7712 =1-—P(n, = 0) fir jedesn > 1
erfillen. Definiert man die Folge (X,)nen durch X, :=n1 + ... + 0y, fiir jedes n > 1 und die Filtration (3,)nen
durch ¥, := o(n1,...,nn) fiir jedes n > 1 so gelten nachfolgende Behauptungen.

i) (Xn,2n,n € N) ist ein Martingal im Grenzwert, aber

i1) (Xn,Xn,n € N) ist kein eventuelles Martingal.
Beweis. Zu i). Trivialerweise ist fiir jedes n € N X, bzgl. ¥,, messbar, womit (X, )nen bzgl. (X, )nen adaptiert

ist.
Ferner folgt fiir n > m, dass

E(X,[Sm) — X
E(m 4 oo 4+ 1m|Zm) F E0mg1 + oo + 0] E0) — X
= Mttt EMny + o) — X
E(nm+1 + ...+ nn)

"1
:Zﬁ

k=m+1
gilt und sich somit
1
i sup [EC[T) ~ Xl = lim s D =0 @
n>m L N——
ergibt, womit (X,,,X,,n € N) ein Martingal im Grenzwert ist.
Zu ii). Mittels dem Beweis von i) verifiziert man unmittelbar, dass
1
]E(Xn‘zn—l):Xn—l‘FE Vn>2 (3)
gilt, wodurch offensichtlich
gilt und (X,,, %,,,n € N) per Definition somit kein eventuelles Martingal sein kann. O

Definition 3.6. (Progressives Martingal) Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen eine
Filtration bzgl. der (X,)nen adaptiert ist, so heifft (X,,X,,n € N) progressives Martingal, falls fir
Ay = {E(Xn+1|2n) = Xn}v n €N,

Ap, CApy1 Vn>1und P(Upen4y) =1 (5)
gilt.

Beispiel 3.7. (Progressives Martingales ist im Allgemeinen kein Quasimartingal) Sei ((,)nen eine
Folge unabhingiger Zufallsvariablen, welche P((, = 1) = 25 = 1 — P((, = 0) erfiillen. Ferner sei (nn)nen
eine Folge von Zufallsvariablen, wobei 1, = 1 und fiir jedes n > 2 1, = (—=1)""1¢;...¢,_1 gelte. So gilt fiir die
Zufallsvariablen (X,,)nen, mit X, :=n1 + ... + 0y, und die Filtration (3,,)nen, welche durch %, := 0(C1,y ey Cn)

definiert ist, dass die nachfolgenden 8 Behauptungen erfillt sind.

10
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i) P(¢h,=0w.0.)=1

it) (Xn,Xn,n € N) ist ein progressives Martingal.

i11) (X, Xpn,n € N) ist kein Quasimartingal.

Beweis. Zui). Da

n 1
ZP(C”:O):Zl_wrl:nze%wd:m

neN neN

gilt, folgt die Giltigkeit von i) unmittelbar aus dem Lemma von Borel-Cantelli.

Zu ii). Die Adaptiertheit ergibt sich sofort aus der Messbarkeit von X,, bzgl. ¥, fiir jedes n € N.

Ferner ist fiir jedes n € N X,, .1 auch X,-messbar, wodurch E(X,1|%,) = X,4+1 gilt. Des Weiteren gilt
Xp+1 = X, genau dann wenn 7,41 = 0 gilt und aus 7, = 0 folgt, dass 7,+1 = 0 gilt. Aus diesen Aussagen folgt
nun, dass

{Xn+1 = Xn} = {E(Xn-&-l‘zn) = Xn} C {E(Xn+2|2n+1) - Xn+1} = {Xn+2 = Xn+1} VneN (6)

gilt.
Ferner folgt aus i), dass P(n, # 0 uw.0.) = 0 gilt, woraus nun insgesamt

P(Unen{B(Xn11[En) = Xn}) = P(Unen{Xnt1 = Xn}) = P(Unen{nns1 = 0}) = 1 (7)

folgt und (X, X,,,n € N) somit ein progressives Martingal ist.
Zu iii). Aus der Tatsache, dass

n—1
k 1
Elnn| = E(¢.-Coo1) = —— == Vn>2 8
| = E(C1---Cam1) kl;[lk+1 AL (8)
gilt, folgt, dass
oo (oo} (oo} (oo} 1
Z ElXy — E(Xn41[20)| = ZE|Xn = Xpt1| = ZE|7771+1| = Z n S (9)
n=1 n=1 n=1 n=2
gilt und (X,,, 2,,,n € N) somit per Definition kein Quasimartingal ist. O
Beispiel 3.8. (Ein Progressives Martingal ist im Allgemeinen kein Amart) Sei wie im vorangegangenen
Beispiel (Cn)nen eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, welche P(C, = 1) = 25 =1 — P((, = 0) erfiillen.

Ferner sei nun die Folge (X,,)nen durch X, := n2(;...C,_1 fiir jedes n € N definiert. Betrachtet man nun die
Filtration (X,)nen, mit X, = o((1, ..., () fiir jedes n € N so gelten die nachfolgenden 2 Behauptungen.

i) (Xn,2n,n € N) ist ein progressives Martingal, aber

it) (Xn,Xn,n € N) ist kein Amart.

Beweis. Zui). Dafiir jedes n > 2 X, bzgl. ¥,,_1 messbar ist, gilt E(X,_1|%,) = X, = ﬁg}l,lXﬂ,l.Hierans
ergibt sich unmittelbar, dass aus X,,_1 = 0 X,, = 0 folgt. Ferner gilt wie im vorangegangenen Beispiel gezeigt,
dass P(¢, = 0 u.0.) = 1 gilt, woraus nun folgt, dass P(X,, # Ou.0.) = 0 gilt.

Analog zum vorangegangen Beispiel ergibt sich nun aus all diesen Eigenschaften, dass (X,,¥,,n € N) ein
progressives Martingal ist.

Zu ii). Das (X,, X,,n € N) kein Amart ist, ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass

n—1
k
. o . 2 o . 2 o . _
nhrn EX, = nhm n“E(¢...Cr1) = nhm n 11 i1 nhm n =00 (10)

gilt. O

11



KAPITEL 3. MARTINGALAHNLICHE BEGRIFFE UND BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DIESEN

Definition 3.9. (Ein Spiel welches mit der Zeit fairer ist) Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen
und (X, )nen eine Filtration bzgl. der (X,,)nen adaptiert ist, so heif$t (X,,X,,n € N) ein Spiel fairer mit Zeit,
falls

lim sup [E(X|Sn) — Xo| £ 0 (11)

n— oo m>n
gilt.

Beispiel 3.10. (Ein eventuelles Martingal ist im Allgemeinen kein Spiel welches mit der Zeit

fairer ist) Sei (C,)nen eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, welche P((, = —1) = 3= = 1— P((, = 1)

fiir jedes n > 1 geniigen. Ferner sei (y)nen durch m = (1 und durch n,11 := 2"Cu1 1{¢, = —1} fiir jedes
n > 1 definiert. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariabeln (X, )nen und die Filtration (X,)nen, wobei
Xn=m+ ..+, und X, = ({1, ..., Cn) gelte, so erfillt (X,,3,,n € N) die nachfolgenden Bedingungen.

i) (Xn,2n,n €N) ist ein eventuelles Martingal, aber

i) (X, Xn,n € N) ist kein Spiel welches mit der Zeit fairer ist.

Beweis. Zu i). Zunéchst gilt fiir jedes k > 2, dass
E(n|Zk-1) = Q¥ G{Gm1 = —1}[Z-1) = 25 E(G) G = —1} = @M = DG = -1} (12)

ist, woraus sich

Z P(E(Xnmn—l) # Xn—l)
n=2

= Z PEM[Z0-1) + - + EMn-1|Zn-1) + En|EXn-1) # Xn-1)

3
||
N

3
[
o

ergibt und (X,,,%,,n € N) somit nach dem Lemma von Borel-Cantelli ein eventuelles Martingal ist.
Zu ii). Zunéichst gilt, dass
]E(X2m|2m) - Xm
= E(XQm - Xm|2m>
= E(nm+1 + ...+ 77277;‘2'";)

2m
= E@mlSn)+ D>, E(klSm)
k=m+2
2m
= @ - Du=-13+ Y E(m)
k=m-+2

2m
= Q" -DUGn=-1}+ Y 2" 'E(G)E@{{—1 = —1})
k=m+2

2m

= @ -D{Gn=-11+ Y 227 +1-27")P(Gor = 1)
k=m+2

12
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2m
= @"-DGn=-1}+ Y @7 =1)P(G1=-1)
k=m+2
2m
= Q" -DUGn=-1}+ Y (1—-27F")
k=m-+2
2m
> Z (1 _ 27k+1)
k=m+2
1 _ 272m+1
1
2
ist, wodurch fiir jedes £ € (0, 3)
P E(Xom|Xm) — Xm| >e) =1 (13)

gilt. Aus der Definition der stochastischen Konvergenz und der des Spiels fairer mit Zeit folgt, dass
(X, X5, n € N) offensichtlich kein Spiel fairer mit Zeit ist. O
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Kapitel 4

Weitere Martingaleigenschaften und
Konvergenz von Martingalen

In diesem letzten Kapitel wollen wir nun zundchst eine Martingalungleichung angeben und mittels eines Beispiels
aufzeigen, dass einige der Voraussetzungen fir die Giltigkeit der Ungleichung ndtig sind. Anschlieflend werden
wir einige interessante Beispiele tiber die Konvergenz von Martingalen vorstellen. Hierbei meint Konvergenz
von Martingalen, dass man eine Folge von Zufallsvariablen hat, welche beziiglich einer gegebenen Filtration ein
Martingal ist und, dass die Folge selbst in einem gewissen Sinne (beispielsweise stochastisch, oder fast sicher)
konvergiert.

Theorem 4.1. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,,),en eine Filtration, sodass (X, Xp,n € N)
ein Martingal ist. Ferner sei g : R — R eine messbare Funktion, sodass

i) g(x) >0 fir jedes x € Ry,
it) g(x) = g(—=x) fir jedes x € R und

i11) g ist konvez, das heifit glax 4+ (1 —a)y)) < ag(z) + (1 —a)g(y) Vz,y e RY a € [0, 1]

gilt, so erfillt (X,,)nen nachfolgende Ungleichung.

Eg(X,
P(sup |Xi| > ) < 20E)
0<k<n 9(5)

Ve>0 (1)
Bemerkung 4.2. Mit nachfolgendem Beispiel wollen wir aufzeigen, dass die Konvexitdt von g aus dem voran-
gegangenem Theorem im Allgemneinen nétig ist.

Beispiel 4.3. Seien a, h € R beliebige Zahlen und seien (1, (o zueinander unabhdngige Zufallsvariablen, welche

P(¢i =a) = P((i = —a) = 4 und P((; = h) = P((s = —h) = 3 erfiillen. Ferner sei (X,,,X,,n = 1,2) durch

X1 :=(, Xo := G + & und durch 1 = 0((1), o = 0((1,(2) definiert. Ist g : R — R nun eine beliebige
Funktion, welche z),n) geniigt und m) fir a = % verletzt, so ist die Ungleichung fiir e = a verletzt.
Beweis. Zunichst wollen wir bemerken, dass (X, 3,,n = 1,2) offensichtlich ein Martingal ist, da

E(X2[X1) = E(G|%1) + E(G[X1) = G + E(¢2) = X (2)

gilt und auch die ersten beiden Martingaleigenschaften trivialerweise erfiillt sind.
Ferner gilt nun, dass

E(g(X2))
= J(g(—a—R)+ g+ h) +gla—h) +gla+h)

= Slglath)+gla— 1)

1 1
< g(i(a +h+a—h)) ,denn g verletzt iii) fir a = 5

= g(a)

14



KAPITEL 4. WEITERE MARTINGALEIGENSCHAFTEN UND KONVERGENZ VON MARTINGALEN

und, dass

P( sup |Xi|>a)=1 (3)
1<k<2

ist, womit sich insgesamt

Eg(Xs)
P( sup |Xg|>a)> 4
(sup Xkl 2 @) > =7 &
ergibt. O

Theorem 4.4. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,,)nen eine Filtration, sodass (X, Xn,n € N)
ein Submartingal ist, so gelten die nachfolgenden 2 Behauptungen.

i) Ist supE|X,,| < 0o, so existiert eine Zufallsvariable X, sodass E|X| < oo und lim X, L x gilt.
neN n—00

it) Ist (X,)nen gleichgradig integrierbar, so existiert eine Zufallsvariable X, sodass E|X| < oo, lim X, L x
n—oo

Ll
und lim X,, = X gilt.

n—oo

Bemerkung 4.5. Mit dem nachfolgenden Beispiel wollen wir aufzeigen, dass die Bedingung sup E|X,,| < oo
neN
nicht ausreicht, um die L'-Konvergenz im Allgemeinen zu gewdhrleisten.

Beispiel 4.6. Sei ((,)nen eine Folge unabhdngiger und identisch wverteilter Zufallsvariablen, sodass
P(¢ =0) = P(¢1 =2) = 1 gilt. Definiert man die Folge von Zufallsvariablen (X, )nen durch X,, := (1...¢, fiir
jedes n € N und die Filtration (X,)nen durch 3, := (1, ...,C(n) fir jedes n € N, so gelten die nachfolgenden
Behauptungen.

i) (Xn,Xn,n €N) ist ein Martingal. (Also insbesondere ein Submartingal.)
ii) (Xn,Yn,n € N) erfillt die Bedingung von [4.4]4)
i) (Xn)nen konvergiert nicht im L-Sinne.

Beweis. Die Adaptiertheit von (X,,, %, ,n € N) ist trivial, die Endlichkeit des Erwartungswertes wird im Beweis
von i) offensichtlich. Die letzte Martingaleigenschaft gilt auch, da fiir jedes m > n

E(Xm|2n) = G -GE(Cnt1---Gn|En) = Xn]E(Cl)mi(nJrl) =Xn (5)
gilt.
Zu ii). Offensichtlich gilt E|X,,| = 1 fiir jedes n € N, womit supE|X,| = 1 < oo folgt.
neN
Zu iii). Wir wissen nun, dass eine Zufallsvariable X existiert, mit lim X, L2 X Aus P(X, =2")=2"" und

n—oo

P(X, =0)=1-—2"" folgt nun, dass X = 0 gelten muss. Aber wegen

lim E|X, — X| = lim E|X,|= lim 1=1#0 (6)
n—00 n—00 n—r00
konvergiert (X,,)nen nicht in L gegen X. O

Definition 4.7. (Regulédr) Ein Martingal (X, X,,,n € N) heifit reguldr, falls eine Zufallsvariable ( existiert,
sodass

Xn =E(([Zn) (7)
fiir jedes n € N gilt.

Bemerkung 4.8. Fs ldsst sich zeigen, dass jedes gleichgradig integrierbare Martingal auch regiilar ist und, dass
dariber hinaus, fir die in obiger Definition betrachtete Zufallsvariable L2 fim X, gilt, falls das Martingal
n—oo

gleichgradig integrierbar ist.

Nachfolgendes Beispiel soll zeigen, dass ¢ im Allgemeinen nicht Bedingung @) erfillt. (Ferner sei hierbei be-
merkt, dass fir ein Martingal, welches lediglich aus endlich vielen Zufallsvariablen besteht Bedingung (@ immer
erfillt ist.)
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Beispiel 4.9. Sei (n,)nen eine Folge unabhingiger und standartnormalverteilter Zufallsvariablen. Ferner sei
(Sn)nen durch Sy, :=m1 + ... + 1, fir jedes n € N definiert. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen
(X)) nen, mit X, := exp(S, — %n), fiir jedes n € N und die Filtration (X,)nen, mit X, := o(n1, ..., ), fir
jedes n € N so gelten alle nachfolgenden Behauptungnen.

i) (Xn,2n,n €N) ist ein Martingal.
i) ¢ = nh%rréo Xy, =0 mit Wahrscheinlichkeit 1.
iti) Fs gilt E(C|X,) # X, fir jedes n € N.
gilt.

Beweis. Die Adaptiertheit ist trivial, die Existenz der Erwartungswerte ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache,
dass

E|X,|=E (exp (m bt — ;n)> = (E (exp (m1)))" exp (—;n) = p(—i)" (—;n> =1

gilt, wobei ¢ die charakteristische Funktion einer standartnormalverteilten Zufallsvariable sei. Die letzte Mar-
tingaleigenschaft ergibt sich nun aus der Tatsache, dass fiir jedes m <n

1
E (exp <171 + oty — 2n) |Em>

E(Xn[%m)

1
= exp (m + i+ N — 2n) E(exp(Mm+1 + -+ 1))
1 n—m
= exp|m+ .. +0m— 5" (E(exp(m1)))
1 - n—m
= et — g ) (p(=0)
1 1 1
= exp 171+...+77m—§n exp in— 3
1
= exp <n1 + it — 2m>

gilt.
Zu ii). Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen ergibt sich unmittelbar, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

1 1

¢:= lim X, = lim exp (n (Sn - )) =0 (8)
n—o00 n—o00 n 2

gilt.

Zu iii). Nach ii) gilt nun E(C|S,) = 0 # X,, fiir jedes n € N O

Bemerkung 4.10. Ist (X, )nen eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, so konvert die Reihe " X, genau
neN
dann fast sicher, wenn sie stochastisch konvergiert. Die nachfolgenden 2 Beispiel sollen zeigen, dass dies fiir

Martingale nicht der Fall ist.

Beispiel 4.11. Sei (C,)nen eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen, welche P((, = 1) = P({, = —1) = &~

2n

und P(¢, =0)=1— % fiir jedes n € N erfillen. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen (X,,)nen
und die Filtration (X,)nen, wobei X, = G1{X,—1 = 0} + nX,,_1|(|1{Xn—1 # 0} fiir jedes n € N, Xy :=0
und 3y, := 0((1,...,¢n) fir jedes n € N gelte, so gelten alle nachfolgenden Behauptungen.

i) (Xn,2n,n €N) ist ein Martingal.

i) lim X, £o0.
n—oo
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i11) Die Folge (X,,)nen st nicht fast sicher konvergent.

Beweis. Zu i). Sowohl die Adaptiertheit, als auch die Existenz der Erwartungswerte von X, fiir jedes n € N
sind trivial. Ferner folgt, dass

E(X,|2n-1)
E(Cn]-{anl = 0} + anfl‘Cn“l{anl 7& 0}|En71)

1
= nXaal{X, £ 0}

= Xn—l]l{Xn—l ?é 0}
= Xn-1

gilt, womit (X,,,>,,n € N) ein Martingal ist.
Zu ii). Es gilt P(X, =0) = P(¢, =0) =1 — 1, wodurch fiir jedes € € (0, 1)

1
lim P(|X,|>e)=1— lim P(|X,|<e)=1-lim (1-—-)=0 (9)

n—oo n

gilt. Somit gilt auch fiir jedes € > 1, dass
le P(|X,|>¢e)=0 (10)

ist, womit sich insgesamt die stochastische Konvergenz von (X,,),en gegen Null ergibt.
Zu iii). Zunéchst gilt, dass

ZP(|C71|:1):Z%:OO (11)
neN neN

ist, woraus nach dem Lemma von Borel-Cantelli
P(¢n #0u.0.) = P(|¢p] =1 uw0)=1 (12)

folgt. Da wie in ii) erwéhnt P(X, = 0) = P({, = 0) gilt, gilt auch, dass P(X,, # 0 w.0.) = P({, # 0 u.0.) ist.
Mittels ergibt sich nun, dass

P(X, #0wuo0.)=1 (13)

gilt. Letztere Gleichung impliziert aber offensichtlich, dass (X,,)nen nicht fast sicher gegen Null konvergieren
kann, womit (X,,),en nicht fast sicher konvergent ist. O

Beispiel 4.12. Dieses etwas allgemeiner gehaltene Beispiel beruht auf nachfolgendem Satz.

Sei Q = [0,1], ¥ = B([0,1]) und P das Lebesgue Maf$ auf (0, %), so ldsst sich zeigen, dass fir jede beliebige
Folge von Zufallsvariablen ((,)nen, welche nur endlich viele Werte annehmen, ein Martingal (X,,,%,,n € N)
exisitert, sodass

P(¢, = X,, ¥V n €N hinreichend groff) = 1 (14)

gilt.

Da nun wie Allgemein bekannt ist Folgen von Zufallsvariablen exisitert welche stochastisch aber nicht fast sicher
konvergieren und Folgen von Zufallsvariablen exisitieren welche beschrinkt sind aber nicht konvergieren, gelten
nach obigem Satz die nachfolgenden 2 Aussagen.

I

i) Es  existiert ein  Martingal (X,,X,,n € N), sodass lim X, 0 wund

n—oo
P{w e Q: (Xn(w))nen konvergiert gegen 0}) = 0 gilt.

i) Es existiert ein Martingal (X, X, n € N), sodass P({w € Q : (X, (w))nen ist beschrinkt}) = 1 und
P{weQ: (X,(w))nen konvergiert}) =0 gilt.

Bemerkung 4.13. Nun wollen wir 2 Beispiele fiir Martingale geben, welche lediglich mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit divergieren.
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Beispiel 4.14. Sei (¢,)nen eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, welche E(; = 0
und E|(1| > 0 geniigen. Sei (n,)nen eine weitere Folge unabhingiger Zufallsvariablen, welche En, = 0 und
En2 = % fiir jedes n € N erfiillen. So ldsst sich zeigen, dass

e die Reihe Y (, divergiert und
neN

e die Reihe Y m, fast sicher konvergiert.
neN

Sei nun ferner (X, )nen, eine weitere Folge von Zufallsvariablen mit P(Xo =1) =p=1— P(Xo = —1) fiir ein
p € [0,1] und X, := (1{Xo = 1} + 0, 1{Xo = —1} gegeben, wobei Xo,ny, , fiir beliebiges n € N zueinander

unabhdngig seien. So gilt fir (S,,¥,,n € N), wobei S, = > Xy und ¥, = 0(X1, ..., Xy,) fir jedes n € N, dass
k=1

i) (Sn,Xn,n € N) ein Martingal ist und,

ii) dass P((Sp)nen ist konvergent) =1 — p, P((Sn)nen ist divergent) = p gilt.

Beweis. Zu i). Offensichtlich ist jedes S,, bzgl. ¥,, messbar, woraus die Adaptiertheit folgt. Ferner gilt fiir jedes
n € N, dass

Sp=1{Xo = 1}iCk + 1{Xo = _1}i77k (15)
k=1

k=1

ist, womit E|S,| < oo offensichtlich gilt. Ferner gilt fiir jedes m < n, dass

E(Sn|Zm)

n

= SRS+ S B
k=1

k=m+1

= Y X+ > E(GI{Xo =1} +ml{Xo = ~1}[S,)
k=1 k=m+1

— St 3 (X0 = EGIS) + 1{Xo = ~ 1B [S))
k=m+1

= Sa+ Y (1{Xo=1}E(G) + 1{Xo = —1}E(m))
k=m+1

= Sm

ist, womit (Sp,2,,n € N) ein Martingal ist.
Zu ii). Aus folgt, dass

lim S, =1{Xo=1}) G+ 1{Xo=~1}> me (16)
k=1 k=1

o] o0
ist, wobei > (i divergiert und Y n; konvergiert. Hieraus folgt nun sofort, dass
k=1 k=1

o P((Sp)nen ist konvergent) = P(Xp = —1) =1 —p und

o P((Sp)nen ist divergent) = P(Xo=1) =p
gilt. O

Beispiel 4.15. Sei (W;,t > 0) ein Wienerprozess und (Xt > 0) dessen natirliche Filtration. Ferner sei
A € ¥4, sodass P(A) € (0,1) gilt. Betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen (X, )nen, welche fir alle
n € N durch X,,(w) := Wy (w)1l{w ¢ A} definiert sei, so gilt

18
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i) (Xn,Xn,n €N) ist ein Martingal und
it) P((Xn)nen ist konvergent) = P(A)

Beweis. Zu i). Da der Wiener Prozess bzgl. seiner natiirlichen Filtration adaptiert ist, erfiillt auch
(Xn,Zn,n € N) diese Eigenschaft. Ferner ist, da W, fir jedes n € N normalverteilt ist, E|X,| < oo fir
jedes n € N. Die letzte Martingaleigenschaft, folgt aus der Tatsache, dass fiir jedes m < n

E(Xn|2m) = E(Wn]l{ACHZm) = l{AC}E(Wn‘Em) = II-{AC}Wm =Xm (17)

gilt. Wobei hierbei die Tatsache genutzt wurde, dass der Wiener Prozess bzgl. seiner natiirlichen Filtration ein
Martingal ist.
Zu ii). Es ist allgemein bekannt, dass fiir den Wiener Prozess

P(limsup W,, = o0) = P(liminf W,, = —o0) =1 (18)

n—00 n—oo

gilt. Hieraus folgt unmittelbar, dass
P((X,)nen ist konvergent) = P(1{w ¢ A} =0) = P(A4) (19)

gilt. O
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