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1 Einfiirung

Stochastische Prozesse finden zahlreiche Anwendungen in unterschiedlichen Gebieten der
Wissenschaft und dem alltdglichem Leben.

Viele wissenschaftliche Gebiete sind heutzutage ohne stochastische Prozesse nicht denk-
bar, in erster Linie sind das Physik, Chemie, Biologie und Finanzmathematik.

Im Jahr 1827 hat Robert Brown im Mikroskop eine chaotische Bewegung beobachtet, die
langere Zeit unerklarlich blieb. Erst am Anfang des 20. Jh wurde festgestellt, dass die-
se Bewegung mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansétzen beschrieben werden kann.
(Brownsche Bewegung oder Wienerprozess)

im Jahr 1909 hat Anger Erlang, danischer Mathematiker und Ingenieur seine Arbeit
"The theory of probability and telephone conversations” veréffentlicht. Die Anzahl der
Abonnenten so wie die Dauer des Telefonates sind zuféllig. Er stand urspriinglich vor
dem Problem wie die Kapazitdt von Telefonnetzwerken unter dem Einfluss des doppelten
Zufalls belegt werden sollen. (Ausweg: Poisson, Poissonartige Prozesse)

Finanzmathematik ist heute ohne den Begriff der Martingale unvorstellbar.

Der Begriff der stochastischen Prozesse kann auch auf hochdimensionale Rdume {iber-
tragen und erweitert werden.

Mehr iiber die Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie kann man in [3] erfahren.

2 Allgemeine Theorie der stochastischen Prozessen

Bevor wir uns mit dem eigentlichen Seminarthema auseinandersetzen, fiithren wir die
notwendigen Definitionen und Séatze ein.

Definition 2.1

Die Familie {X;, t € T} von Zufallsvariablen X; : Q — E, die iiber ein und demsel-
ben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) definiert sind, heilen im allgemeinen zufillige
Funktionen.

e Falls die Indexmenge T' abzéhlbar ist, so nennt man {X;, t € T'} stochastischer
Prozess in diskreter Zeit.

e Falls T C R ein Intervall, so nennt man {X, t € T} stochastischer Prozess in
stetiger Zeit. Auf Abb.1 sieht man eine mégliche Realisierung davon.

e Falls die Indexmenge T' C R™ mit n > 1 nennt man eine solche zuféllige Funktion

Zufallsfeld.

Definition 2.2 (Trajektorie bzw. Pfad)
Fixiert man wy € € so nennt man die Menge X, (t) = {X (t,wo) : t € T} Trajektorie.
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Abbildung 1: Realisierung der stochastischen Prozesse
Quelle: Venkatarama Krishnan "Probability and Random Processes"p. 407

Sei (2, F,P) ein fixierter Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X, t € T' C R}) ein sto-
chastischer Prozess. Wir stellen uns die Frage, ob X auf diesen Wahrscheinlichkeitsraum
definiert werden kann. Nach [2] ist bekannt, dass ein universaler Wahrscheinlichkeits-
raum existiert auf dem alle mogliche Zufallsvariablen definiert sind. Gibt es auch einen
Wahrscheinlichkeitsraum auf dem alle Zufallsprozesse definiert sind? Dazu betrachten
wir folgendes Beispiel.

Beispiel 1
[8, S.210]

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, €2 so wie F sind beliebig aber fix. Man wahlt
die Indexmenge T so, dass Card(T) > Card(F) und konstruiert den folgenden Prozess:
X = (Xy, t € T). X; sind die unabhédngigen Zufallsvariablen mit

1

Fiir t1 # ta, t1,t2 € T, so sind die Ereignisse [X;, = 1] und [X}, = 1] sind ungleich, sonst
sollte folgende Gleichung gelten:

1 1

9 =PXy, = 1] =P[X;, =1, X, = 1] #P[Xy, = 1|P[X,, = 1] = 4

Also Card(F) muss mind. so gro8 wie Card(T') sein, aber es widerspricht unseren An-
nahmen, da F beliebig war.

Definition 2.3 (endlich-dimensionale Verteilungen)
Sei {X;, t € T} ein stochastischer Prozess und {ti,...,t,} C T gegeben, dann besitzen
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die entsprechenden Zufallsvariablen X (t1),..., X (t,) n-dim. als Verteilungsfunktion.
Fx(ml, RN 7 tl e ,tn) = P(X(tl) S L1y - ,X(tn) S 1‘n) = Pn,...,tn

Definition 2.4 (Modifikation)
Seien { Xy, t € T} und {Y;, t € T'} zweil stochastische Prozesse, definiert auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P). X und Y heiflen Modifikationen voneinander, falls
VteT:

Plw: Xi(w) # Yi(w)] =0

Definition 2.5 (ununterscheidbare Prozesse)
X und Y heiflen ununterscheidbar, falls es ein N € F gibt mit P[N] = 0 und

{Xy #Y;} CN fiir jedest € T

Andererseits kann gezeigt werden, dass es stochastische Prozesse mit unterschiedlichen
Trajektorienverlaufe gibt, die trotzdem dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen be-
sitzen. Betrachte z.B. das erste Beispiel aus meinem Vortrag oder [8, S. 213]

Meistens ist es sinnvoll, nur solche Modifikationen eines stochastischen Prozesses zu
betrachten, bei denen {X;, t € D}, wobei D eine abzéhlbare Teilmenge von T ist.

Dies fithrt auf den Begriff des separablen stochastischen Prozesses, der von J.L. Doob
eingefithrt wurde.

Definition 2.6 (Separabler Prozess)
Sei X = (X(t),t € T C R) ein reellwertiger stochastischer Prozess. X heifit separabel,
wenn die abzdhlbare Teilmenge D C T existiert und ein Ereignis A mit P(A) = 0 so,
dass

{w: X(t,w)e BVte IND}\{w: X(t,w) e BYte I} C A

mit der abgeschlossenen Teilmenge B C R und der offenen Teilmenge I C T'. Definition
vergleiche [6].
Wenn X separabel ist, dann kénnen alle Ereignisse von X durch eine abzéhlbare Verei-

nigung oder Schnittbildung dargestellt werden.

Allerdings sind nicht alle Prozesse separabel. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.
Beispiel 2
Separable Eigenschaft der stochastischen Prozesse [8, S.213]

Sei T~U[0, 1] eine Zufallsvariable. Wir konstruieren einen Prozess X = (X (t),t € [0, 1])
wie folgt:
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Wenn D eine abzéhlbare Teilmenge von [0, 1] ist, dann gilt:

P[X(t) = 0 fiirvVt € D] = 1, P[X(t) = 0 fiir V¢t € [0,1]] = 0. Also der Prozess X(t) ist
nicht separabel.

In den folgenden drei Definitionen werden wir unterschiedliche Arten der Stetigkeit der
stochastischen Prozesse kennenlernen. Dabei gelten folgende Notationen: X = {Xy,t €
T} ist ein stochastischer Prozess und T ist ein topologischer Raum.

Definition 2.7 (stochastisch stetig)
Der stochastische Prozess X heifit stochastisch stetig auf T, falls X (s) £ x (t), fiir

s—t
beliebige t € T', d.h.
P(|X(s) — X(t)] > ¢€) - 0,Ve > 0.

Definition 2.8 (LP-stetig) )
X heifit LP-stetig auf T, p > 1, falls X(s) %> X(t),teT, dh E|X(s)— X(@)|P —>0

s—t

Definition 2.9 (f.s. stetig)
X ={X,t € T} heiBt auf T f.s. stetig, falls X (s) AN X(t),teT, dh.

s—t

P(X(s) — X(t)) =1,teT

s—t

Satz 1 (Bedingung von Kolmogorov)
vgl.[6, Theorem 1.3.1]

Sei X = {X(t),t € [a,b]}, —00 < a < b < o0 ein reellwertiger stochastischer Prozess.
X besitzt eine stetige Modifikation, falls es die Konstanten ¢, «, v > 0 s.d. fiir alle
s,t € (a,b) die Ungleichung:

E[|X: — Xs|*] < cft — [T (1)

erfullt ist.

Es stellt sich die Frage, ob die Bedingung von Kolmogorov hinreichend und notwendig
fiir die f.s. Stetigkeit ist. Folgendes Beispiel gibt die Antwort auf diese Frage.

Beispiel 3
f.s. stetig & die Bedingung von Kolmogorov[8, S.219]

e Betrachten wir zuerst einen Poissonprozess, der wie folgt definiert ist: N = {N(t),t >
0}
— N(0)=0
— Poissonprozess besitzt unabhingige Zuwéchse

— N(t+s) — N(s) ~Pois(At)
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— P(N(t+5s)— N(s) =n) = e M2

n!

Sei 0.B.d.A. t > s, dann ist die Zufallsvariable Z = X; — X; ~Poi(\(t — s)). Da

Zwei Pfade von Poisson-Prozessen

Intensitaten
- — =24
P — 2,=06

T T T T T T T T
0 2 a 6 8 10 12 14

Abbildung 2: zwei mogliche Realisierungen fiir Poissonprozesse
Quelle:www.wikipedia.de

der Poissonprozess nur ganzzahlige Werte annimmt, geniigt es den Fall o > 1 zu
betrachten; mit Hilfe der Ungleichung von Jensen ergibt sich E(Z%) > (At — s|)?,
was fiir alle hinreichend kleinen Werte von t-s einen Widerspruch zu 1 liefert Alle
Trajektorien eines Poissionprozesses, wie bereits bekannt, sind unstetig, also nicht
f.s. stetig, eine mégliche Realisierung kann man in der Abb. 2 sehen.

e Als néchstes betrachten wir einen Wiener Prozess W = (W (t),t > 0). Der wie
folgt definiert ist:

- W(0)=0
— die Zuwéchse von W sind unabhéngig und W (t — s)~N (0, |t — s|)
— Cov(W(s),W(t))=min{s,t}

Wir nehmen wieder an, 0.B.d.A., dasst > s ist, dann ist die Zufallsvariable W (t) —

W (s)~N(0,t — s) verteilt. Die momenterzeugende Funktion der Normalverteilung

mit der Varianz (t — s) sieht wie folgt aus: my,_w,(z) = e(%), also pt =

d _ 2.2
M, (0) = 0, da <" | = 2(t — 5)2eap(U=Y ) ocg = (¢ — 5)?



Georg Schalaschov Seminar

(t — 5)%22
2

2 deWt*Ws t—s)2z2

p? = ST — (1 — 5)2eap(UY ) 4 22(t — 5)%2(t — s)2ewp( ) lamo =

=0
(t—s)?
Fir = 2k + 1 mit k € N ist E(W; — W) gleich Null und fiir a = 2k, k € N
p =t —s)a—D" mit (o« — 1) =(a—1)(a—3) -...3-1, dazu siehe z.B. [1]
Also E(W; — W) Iésst sich nach unten abschétzen durch c(t — s)'*7 und daraus
folgt, dass der Wienerprozess eine f.s. stetige Modifikation besitzt.

e Mit Hilfe von W = (W(t),t > 0) konstruieren wir einen f.s. stetigen Prozess,
welcher die Bedingung (1) nicht erfiillt. Sei Y = (Y (t),t > 0) mit Y; = exp(W})
gegeben. Dieser Prozess als Komposition stetiger Funktionen ist wieder f.s. stetig.
Aber Ya > 0 ist E[|X; — X,|%] = oo. Bereits fiir t = 1 folgt E(exp(W3)) =

5 _a? 3_a? a3
ffooo\/%ex e 2dx2\/%ffoex 2dm2\/%flooe2daz:oo

Aus diesen Beispielen lernen wir, dass es auch f.s. stetige Prozesse gibt, fiir die die
Bedingung von Kolmogorov nicht erfiillt ist. Also diese Bedingung ist nicht notwendig.

3 Markov-Prozesse

Definition 3.1 (Markov-Prozess in diskreter Zeit)

Ein stochastischer Prozess {Xo, X1,...} in diskreter Zeit und mit dem abzdhlbaren
Zustandsraum F heiit Markovkette, wenn fiir jedes beliebige n = 1,2,... und jede
beliebige Folge ig,11, - ..,int+1 mit i € F folgende Beziehung gilt:

P(Xnt1 = ins1|Xn = in, ..., X1 = i1, Xo = i0) = P(Xpy1 = ing1|Xn = in)

Definition 3.2 (Ubergangswahrscheinlichkeit)
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten

Pip(n) = P(Xni1 = jlXn = )i n=0.1,...54,j € B
sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette.

Definition 3.3 (homogene Markovkette)
Eine Markovkette heiBt homogen, wenn ihre Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht vom
Zeitpunkt n abhdngen:

pij(n) = pij

Ubergangswahrscheinlichkeiten werden in der Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten
P zusammengefasst: P = (p;j), i,j € Z
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pi; ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Markovkette in einer Zeiteinheit (in einem
Schritt, bei einem Sprung) vom Zustand ¢ in den Zustand j iibergeht. Mit der Wahr-
scheinlichkeit p;; besteht die Moglichkeit, dass die Markovkette eine weitere Zeiteinheit
im Zustand ¢ verbleibt. Es gilt stets:

JEZ

Definition 3.4 (mehrstufige Uberganswahrscheinlichkeiten)

pg»n) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die Markovkette, ausgehend vom Zustand

1 in einem beliebigen Zeitpunkt t = n, nach m Zeiteinheiten im Zustand j befinden.

Definition 3.5 (stationidre Verteilung)
FEine Verteilung 7 heifit stationér (beziiglich Markovkette), falls 7P = 7 gilt.

Satz 2 (Formel von Chapman-Kolmogorov)
Fiir die n-stufige Ubergangswahrscheinlichkeit gilt:

+
) = S (2)
keE

Diese Beziehung heifit Formel von Chapman-Kolmogorov.

Héngt die Zukunft nur von der Gegenwart und nicht von der Vergangenheit ab, so nennt
man diese Eigenschaft, Markov-Eigenschaft, dadurch sind Markov-Prozesse definiert.
Die Gleichung von Chapman-Kolmogorov ist die Konsequenz der Markov-Eigenschaft.

Im folgenden werden wir eine Folge von Zufallsvariablen konstruieren, die keine Markov-
Eigenschaft besitzt, aber die Gleichung von Chapman-Kolmogorov erfiillt. Dabei ist (2)
als Multiplikation der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu verstehen.

Beispiel 4
Die Folge der Zufallsvariablen ist keine Markovfolge, aber die Gleichung von Kolmogorov-
Chapman ist erfiillt [8, S. 226]

Sei {Yy, }n>1 1.id. und Y,,~U({1,2,3,4})
Fiir j=1, 2 und 3 definiere: Agn) ={Y, =j oderY, =4}

P(X3(m—1)+j) = 3 WeﬂP(Ag.")) = L fiir Vky, ko, ks € {0,1} und n > m gilt die Gleichung:

1
PIX, = k] =P[X,, = ko| X, = k3] = =
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und fiir | <m < n gilt:

1
P(X, = kol Xy = k] = 5 = PIXo = k| X = 0] P[Xi = 01X, = K] +

M=
N|=

1
+B[Xn = kol Xon = P[Xn = 11Xy = ] = 5

N|=
(NI

Das heifit die Chapman-Kolmogorov Gleichung ist fiir die Folge {X,,,n > 1} erfiillt.

ABER:
]P)[Xgm = 1’X3m_2 = 1,X3m_1 = 1] =1flirm = 1,2, e (3)

sicheres Ereignis

Also aus (3) folgt, dass die Folge {X,,n > 1} keine Markov-FEigenschaft besitzt und
damit keine Markovfolge ist.

Beispiel 5
[8, S.228]

Sei X = {X,,n=0,1,2,...} eine Markovkette mit dem Zustandsraum E = {1,2,3},

der Anfangsverteilung ™ = (%, %, %) und der Ubergangsmatrix P

S wl= O
P TETE
Sl= Rlot i

Multipliziert man = mit P so sieht man, dass {X,,} stationdr ist. Wir definieren einen
neuen Prozess Y, = g(X,) und g ist eine Funktion auf E. Angenommen die Zustinde
i von X bei welchen g konstant ist, fiigen sich in einen einzelnen Zustand des neuen
Prozesse Y,, zusammen. Y,, wird aggregierter Prozess genannt. Die Menge der Zustéinde
auf denen g den Wert x annimmt heifit die Menge der Zustiande S,. Es ist offensichtlich,
dass nur nicht leere Mengen von Zustanden von interesse sind. Fiir die Markovkette
fiigen wir die Menge der Zustdnde S bestehend aus 1, 2 in einen Zustand zusammen.

Dazu betrachte folgende Wahrscheinlichkeiten:
P X2 € S, Xmy1 € S| Xy € S] und P[[ X1 € S| X, € S)?], da {X,,} stationdr ist,
sind die Wahrscheinlichkeiten dquivalent zu

P[X; € 5, X1 € S|Xg € §] = EXeepfueaXoedl (L Ly Ly L+ h):2=2

£P[X1 €S Xoe S =(E+3+5):2)2=13

Diese Relation impliziert, dass der neue Prozess Y kein Markov-Prozess ist.
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Beispiel 6
Eigenschaften der unabhéngigen Zufallsvariablen, die nicht erweitert werden kénnen zu
einer stationdren Markovkette [8, S. 233]

Wenn {X,,n > 1} eine Folge der ii.d. Zufallsvariablen und EX; = oo, dann ist
lim sup,, _)oo(%) = oo f.s.. Dieses Ergebnis ist die Konsequenz des Borel-Cantelli Lem-
mas. Erinnern wir uns an das Borel-Cantelli Lemma Teil 2: Sei (Q, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Sein Ay, Ag,--- € F Ereignisse. Angenommen: Y ;o P[4;] = oo
und zusétzlich die Ereignisse Ay, As, ... unabhdngig, dann

P["Es treten unendlich viele A, ein”] =1, Lemma vergleich [7] oder [4].

Zu priifen: 32,51 P(E2 > k) = 00 3,5 P(E2 > k) = 32,5 P(Xq > nk) =
X1

Z }P’(? >n) =00

n>1

E()

Kann man diese Ergebnisse auf eine schwach abhingige Zufallsfolge libertragen? Dazu
betrachten wir:

Sei X = (X,,,n > 0) eine stationidre Markovkette mit dem Zustandsraum E = {1,2,...}
und

P[X, = k| = ﬁ firk=1,2,...,n=0,1,2,...

P[Xp =k + 1| Xn-1 = k] = iy

PX, =1|X, 1 =k| = (kiz) firk=1,2,....,n=1,2,...

EX, = o0

Aber X,, < X, + n fs. fiir alle n und das impliziert P[lim sup(% < 1)] = 1, folglich
ist lim sup,, _}OO(%) nicht endlich wie im Fall der unabhéngigen Zufallsvariablen. Nutzt
man die Ergebnisse von [5] kann man sehen, dass limsup,, . % =0 fs..
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