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1 Uber die Giiltigkeit des Konsistenzsatzes von
Kolmogorov im Messraum (R*, B3*)

Fir die Raume R™, n > 1 werden Wahrscheinlichkeitsmafle zuerst fiir Elementarmengen
(Rechtecke (a,b] C R™) konstruiert, dann fiir Mengen A = J(a;, b;] und schliefllich mit
dem Fortsetzungssatz von Carathéodory fiir Mengen aus B" = B(R").

Eine &hnliche Vorgehensweise wird fiir den Raum (R*°, B*°) benutzt. Zunéchst wird eine
Zylindermenge in R* mit Basis B € B" definiert:

Cn(B) ={z € R*: (x1,...,2,) € B}.

Dabei werden ihre Wahrscheinlichkeiten P,,(C,,(B)) durch die Wahrscheinlichkeitsmafe
der Mengen B € B> definiert. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl kann auch dquivalent zur
o-Additivitit definiert werden als endlich additiv und o-stetig in der leeren Menge!.
Letzteres bedeutet, dass fir beliebige Ereignisse Aj, Ag,... € F mit A,,; C A, und
Szozl An =0 gﬂt
lim P(4,) =0.

n—oo

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (R, B%). Setze fir n = 1,2, ...:
P.(B)=P(C.(B), BeB" 1)

Die Folge der WahrscheinlichkeitsmaBe Py, Py, ..., jeweils definiert auf (R, BY), (R?, B?), ...,
erfilllt fir n =1,2,... und B € B" folgende Konsistenzeigenschaft:

P..1(B x R') = P,(B). (2)

Siehe [1] S.6 oder auch http://www.math.uni-kiel.de/stochastik/roesler/vorlesung/mass/Mass.pdf
S.8 f.



Konsistenzsatz von Kolmogorov2. Seien Py, P, ... eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmafen auf (R, BY), (R?, B?), ..., welche die Konsistenzeigenschaft (2) erfillen. Dann
gibt es ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, B®), sodass

P(C,(B)) =P,(B), BeB", n=1,2,..

Im folgenden Beispiel wird gezeigt, dass der Konsistenzsatz im Allgemeinen nicht un-
bedingt gelten muss, wenn beispielsweise der Raum (2 nicht vollstandig ist.
Betrachte den Raum Q = (0, 1]. Es ist offensichtlich, dass dieser Raum nicht vollsténdig
ist. Man konstruiert nun o-Algebren Fi, Fo, ... und eine Folge von Wahrscheinlichkeits-
mafen {P,}, wobei P, auf (Q, F,,) definiert ist. Sei F = o(UF,,) die kleinste o-Algebra,
in der alle F,, enthalten sind. Dann kann gezeigt werden, dass es kein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf (2, F) gibt, sodass fir dessen Einschrankung P|z, auf F, gilt: P|z, =P,
firm=1,2,..
Zunéchst definiere man fiir n = 1,2, ..

) 1, 0<w<?i,
n\W) =
7 0, l<w<l,

C,={AeQ: A={w:¢,(w) € B}, BeB}
Sei F,, = 0(Cy, ...,C,) die kleinste o-Algebra, welche die Mengen Cy, ..., C,, enthélt. Es ist

klar, dass F; C F2 C .... Man betrachte den Messraum (€2, F,,) und definiere darauf ein
Wahrscheinlichkeitsmafl P,, folgendermafen:

1, wenn (1,...,1) € B",

0, sonst,

P,({w: (p1(w), ..., on(w)) € B"}) = {

wobei B" € B". Es ist leicht zu sehen, dass die Familie {P,} die Konsistenzeigenschaft
(2) erfiillt: fir A € F,, gilt P, 11 (A x R') =P, (A).

Man nehme nun an, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf dem Messraum (€2, F) exis-
tiert, sodass P|z, = P,. Dann muss fiir n = 1,2, ... gelten

Plo:pi(w) = =paw) =1} =P,({w:pr(w) = . = pn(w) =1} = 1. (3)

Allerdings gilt auch

{w:@i(@) = o = puw) = 1} = (0, -) 4 0.

n

Dies widerspricht (3) und somit auch der Annahme, dass die Mengenfunktion P o-
additiv sei (bzw. dquivalent hierzu, dass IP o-stetig in der leeren Menge sei).

2Fiir den Beweis siche beispielsweise [2] S. 163 f.



2 Wahrscheinlichkeitsraume mit nicht-trivialen
unabhangigen Ereignissen

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Ereignisse A, B € F heiflen nicht-trivial
und unabhéngig, wenn 0 < P(A) <1, 0 < P(B) < 1 gilt und:

P(AN B) = P(A) - P(B).

Nicht jeder Wahrscheinlichkeitsraum enthélt nicht-triviale, unabhéngige Ereignisse. Sol-
che Wahrscheinlichkeitsrdaume heiflen vollstandig abhédngig. Im folgenden Beispiel un-
tersuchen wir verschiedene nicht-triviale Wahrscheinlichkeitsrdume auf vollstindige Ab-
hangigkeit, d.h. wir priifen ob sie solche Ereignisse enthalten kénnen.

2.1 Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

Q= {wi,...,w,} sei eine endliche Menge von Elementarereignissen und
P({wi})=1—(n— 1), P({wp}) =€ furk=2,3,...,n.

Dabei sei e eR\Qund 0 < e < (n—1)"1.
Annahme: Es existiert ein Paar A, B von nicht-trivialen unabhéngigen Ereignissen.
Nun gibt es folgende drei Moglichkeiten:

(1) wy ¢ A, wy ¢ B;
(2) w1 ¢ A, w; € B oder umgekehrt;
(3) w1 € A, wi € B.

Nun ist zu zeigen, dass die Unabhéangigkeit in keinem der drei Falle erfillt ist.

Zu (1): A besitze k Ergebnisse und B besitze [ Ergebnisse aus {ws, ..., w, }. Dann enthélt
der Schnitt AN B m Elemente aus {wy, ..., w, }. Wegen der Unabhéngigkeit von A und
B muss nun gelten:

P(ANB)=P(A)-P(B), also
me = ke - le
m

TR

Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass € irrational ist.

Zu (2): A besitze k Ergebnisse aus {ws, ...,w,}, B besitze | Ergebnisse aus {ws, ..., w,}




und wy. Dann enthélt der Schnitt AN B m Elemente aus {wy, ..., w, }. Wegen der Unab-
hangigkeit von A und B muss nun gelten:

P(ANB)=P(A)-P(B), also
me =ke- (1 —(n—1)e+ le)
=m=k+e k- (—(n—1)+1)
kE—m

A

Dies widerspricht der Voraussetzung, dass € irrational ist.

Zu (3): Analog wie (1) und (2).

Der in diesem Beispiel konstruierte Wahrscheinlichkeitsraum enthélt also keine nicht
trivialen, unabhéngigen Ereignisse, womit die Existenz eines vollsténdig abhéngigen end-
lichen Wahrscheinlichkeitsraums gezeigt ist.

2.2 Nicht diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Wie in 2.1 gesehen, gibt es also nicht triviale endliche Wahrscheinlichkeitsraume, die
vollstdndig abhangig sind. Es kann gezeigt werden, dass dies auch fiir Wahrscheinlich-
keitsriume mit abzihlbar unendlicher Ergebnismenge gilt®. Es gibt also diskrete Wahr-
scheinlichkeitsraume?, die keine nicht trivialen unabhéingigen Ereignisse enthalten. Nun
stellt sich die Frage, ob dies auch fiir einen nicht diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
moglich ist.

Annahme: Sei P ein nicht diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. es existiere eine Teil-
menge 2. C Q mit P(Q.) > 0, fiir deren Einschrinkung P|g, von P auf Q. gilt:
P{w}) =0 Ywe Q..

AuBerdem erfiille P folgende Eigenschaft:

VQ.€F 3AE€F mit ACQ, und 0 < P(A) < P(Q,). (4)

Sei nun P(Q,) = ¢ mit ¢ € (0,1]. Fiir den weiteren Beweis wird der folgende Satz
verwendet.

Satz von Lyapunov®. Seien ., ..., u, reellwertige Mafe auf einer o-Algebra F, die
FEigenschaft (4) erfillen. Definiere

H(A) = (1 (A), oo ia(A)) VA€ F.

Dann ist p eine Funktion mit Definitionsbereich F, deren Bildbereich eine kompakte,
konveze Teilmenge von R™ ist.

3Gelbaum, Bernard R. Independence of Events and of Random Variables. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie
verw. Gebiete 36, 333-343. Springer Verlag, 1976.

4Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)heifit diskret, wenn gilt: B4 € F abz. : P(A) = 1.

5Nachzulesen ist dieser beispielsweise bei Rudin, Walter. Functional Analysis. McGraw-Hill Book Com-
pany, New York, 1966, S.114



Da in unserem Fall gilt
w(A) = i (A) =P(A) VAe F,

muss dem Satz nach fiir jedes beliebige b € (0, ¢] ein Ereignis D € F existieren, sodass
P(D) =1b.

Sei p € (0, 5) eine feste Zahl. Mit genanntem Satz kénnen nun drei paarweise disjunkte
Ereignisse Dy, Dy, D3 gefunden werden, indem wir ihn drei Mal anwenden. Zunéchst auf
Q.: Mit der Aussage des Satzes kann ein Ereignis D; mit P(D;) = p? gefunden werden,
sodass D; C Q. und 0 < P(D;) = p* < ¢ = P(Q,). Analog erhélt man durch Anwendung
auf Q. \ Dy die Menge Dy und schliefllich auch D3 durch Anwendung auf Q. \ (D; U Dy),
sodass gilt:

P(D1) =p*, P(D2) =p(1—p), P(Ds)=p(l-p)

Fiir die Vereinigung ergibt sich dann P(D; U Dy U D3) = 2p — p? < c. Es werden folgende
zwei Ereignisse definiert:

A:D1UD2 und B:D1UD3
Dann gilt P(A) = p und P(B) = p. Mit P(AN B) = P(D,) = p* ergibt sich:
P(ANnB)=P(A)-P(B),

wobei A und B nicht triviale Ereignisse sind.

In einem nicht diskreten Wahrscheinlichkeitsraum kénnen also immer nicht triviale, un-
abhéngige Ereignisse gefunden werden. Ein solcher Raum kann somit nicht vollstédndig
abhangig sein.

3 Eine stabile, aber nicht mischende Folge von
Zufallsereignissen

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {4, },>1 € F eine Folge von Ereignissen,
sodass fiir jedes B € F gilt:

lim P(A, N B) =d-P(B),

wobei d € (0, 1) eine Konstante ist, die nicht von B abhdngt. Dann heifit die Folge {A,,}
mischend und d heiit Dichtekoeffizient der Folge {A,}.

Diese Eigenschaft kann wie folgt erweitert werden. Die Folge {A, },>1 von Ereignissen
A, € F heifit stabile Folge von Ereignissen, wenn fiir jedes Ereignis B € F folgender
Grenzwert existiert:

lim P(A, N B) = Q(B)

n—oo

SEs ist leicht nachzurechnen, dass 0 < P(Ds) = p(p — 1) < P(Q.\ D7) und 0 < P(D3) = p(p — 1) <
P<Qc \ (Dl U D2)>



Es kann gezeigt werden, dass @) ein auf F definiertes Maf} ist, das beziiglich P absolut
stetig ist”. Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert die RN-Dichte

dQ)
2 () = aw)
und fiir jedes Ereignis B € F gilt
Q(B) = / o dP.
B

Aus der Ungleichung Q(B) < P(B) folgt, dass man « so wéhlen kann, dass 0 < a(w) < 1.
Die Zufallsvariable o = «(w) heifit Dichte der stabilen Folge von Ereignissen {A,}.
Wenn oo = d mit d € (0, 1) fast tiberall konstant ist, ist {A,,} offensichtlich mischend mit
Dichtekoeffizient d. Andererseits, wenn « mindestens zwei Werte mit positiver Wahr-
scheinlichkeit annimmt, kann die stabile Folge von Ereignissen {A,} keine mischende
Folge sein. Daher ist eine stabile Folge von Ereignissen eine Verallgemeinerung einer
mischenden Folge von Ereignissen. Im néchsten Beispiel werden wir eine stabile, aber
nicht mischende Folge von Ereignissen konstruieren.

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien €; € F, 0 < P(Q;) < 1, und Qy = Q5.
Betrachte aulerdem die Wahrscheinlichkeitsraume (€2, F,P;) und (2, F,Ps), wobei fiir
jedes A € F gilt Py(A) = P(AJQ) = 55 und Py(A) = P(A|Q,) = TG0

Wir nehmen an, dass {A],} eine mischende Folge von Ereignissen aus dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P;) mit Dichtekoeffizient d; ist und {A”} eine mischende Folge von
Ereignissen aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, Py) mit Dichtekoeffizient ds, wobei
0 < dy <dy < 1. Wir setzen A, = (A, N Q) U (A} NQy).

Dann erhalten wir fiir jedes Ereignis B € F

P(A, N B) =P[(A,N) U (A NQy) N BJ
(Al NQ N B)U (AN QN B)]
AN NB)+P(A NQN B)

P({h) P($)
Al QOB)-P(Q) B0y
A N BIQ) - P(Qy) + P(A” 0 B|Q,) - P(Q)
=P, (A, N B)-P(Qy) + Po(A” N B) - P(Q).

(A'N QN B) -

=Pl
P(
P(
=P

Daher gilt fir Q(B) = d; - P(BN Q) + do - P(B N Q)
lim P(A, N B) = Q(B).

Die Zufallsvariable a = a(w) sei wie folgt definiert:

dy, fir w € Qy,
a(w) = )
dy, flir w € Qs.

"Rényi, A. Probability Theory. North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1970, S.409



Damit gilt
Q(B) = / adP.
B

Somit ist die Folge {A,} von Ereignissen stabil, aber nicht mischend, da ihre Dichte
nicht konstant ist, sondern zwei verschiedene Werte mit positiven Wahrscheinlichkeiten
annimmt.

Literatur

[1] Stoyanov, Jordan. Counterexamples in Probability, 2nd Edition. Wiley, Chichester
[u.a.], 1997.

[2] Shiryaev, A. N, Transl. by R.P. Boas. Probability, 2nd Edition. Springer, New York,
1996



